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УПРАВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНЫМ ВЫХОДОМ МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ

ПО КВАДРАТИЧНОМУ КРИТЕРИЮ∗

А. В. Босов1

Аннотация: Решена задача оптимального управления выходом стохастической системы наблюдения,
в которой состояние определяет ненаблюдаемый марковский скачкообразный процесс, а линейные
наблюдения задаются системой дифференциальных уравнений Ито с винеровским процессом. В на-
блюдения аддитивно входит управление, так что формируется управляемый выход системы. Цель
оптимизации задается квадратичным критерием общего вида. Для решения задачи управления сформу-
лирована теорема разделения, использующая решение задачи оптимальной фильтрации, обеспечиваемое
фильтром Вонэма. В результате разделения формируется эквивалентная задача управления выходом диф-
фузионного процесса частного вида, а именно: с линейным сносом и нелинейной диффузией. Решение
этой задачи обеспечивается непосредственным применением метода динамического программирования.
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1 Введение

В теории управления есть результаты, облада-
ющие особой выразительностью, определяющие
не частные решения, а принципы и концепции.
К ним, безусловно, относится LQG-задача (LQG —
linear-quadratic-Gaussian) — управление линейно-
гауссовской стохастической системой по квадра-
тичному критерию [1]. Для целей данной статьи
особо важен результат LQG-управления в поста-
новке с неполной информацией, известный как
теорема разделения задач управления и фильтра-
ции состояния [2]. Этот результат породил, по-ви-
димому, наиболее действенный подход к синтезу
управлений в нелинейных системах наблюдения,
который называют принципом разделения.

Считается, что классическими методами, рав-
но как и основанными на них приближенными
методами поиска оптимальных управлений [3–5],
хорошо решаются задачи с полной информацией
о состоянии. Но более востребованными для прак-
тики представляются именно задачи с неполной
информацией, постановки для систем наблюдения,
прежде всего стохастических. Общая теория для
таких систем и соответствующих задач основана
на уравнении Дункана–Мортенсена–Закаи, опи-
сывающего эволюцию апостериорной плотности
вероятности и уравнение динамического програм-
мирования в вариационных производных [6], раз-
вивался этот подход в [7–9]. Но получить опти-

мальные решения удается крайне редко. Один из
примеров дает результат, полученный в [10] для мо-
дели управляемой марковской цепи, там же можно
оценить сопровождающие такие решения техниче-
ские трудности.

Ясно, что в задачах с неполной информаци-
ей ключевую роль играют методы стохастической
фильтрации, поскольку результатами фильтрации
заменяют значения фазовых координат в синте-
зированных по полной информации управлениях.
Такая замена и есть принцип разделения, но если
в LQG-задаче его реализация обеспечивается фор-
мальной теоремой разделения и приводит к опти-
мальному решению, то в общем случае объединение
решений задач управления и фильтрации носит ин-
туитивный характер, а вопрос о потерях качества
при постулировании разделения остается откры-
тым. Такие задачи, как в [10], единичны, и это
обстоятельство делает ценными любые результа-
ты в задачах оптимизации нелинейных стохасти-
ческих систем по неполной информации о состо-
янии. Примеру такой задачи посвящена настоящая
работа.

2 Постановка задачи управления
выходом цепи

На каноническом вероятностном пространстве
(Ÿ,F ,P ,Ft), t ∈ [0, T ], рассмотрим стохастическую

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 19-07-00187-A).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
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систему наблюдения с вектором состояния yt и свя-
занным с ним линейно управляемым выходом z

(0)
t

(верхний индекс здесь и в других обозначениях вве-
ден для удобства дальнейших обозначений):

dyt = ˜
T
t yt dt+ d˜

y
t , y0 = Y ; (1)

dz
(0)
t = a

(0)
t yt dt+ b

(0)
t z

(0)
t dt+ c

(0)
t ut dt+ σ

(0)
t dwt ,

z
(0)
0 = Z

(0) . (2)

Уравнение (1) определяет марковский скачко-
образный процесс — цепь с конечным числом со-
стояний и значениями в множестве {e1, . . . , eny

},
состоящем из единичных координатных векторов
в евклидовом пространстве Rny . Предполагается,
что начальное состояниеY имеет известное распре-
делениеπ,˜t — матрица интенсивностей переходов
и ˜y

t — Ft-согласованный мартингал с квадратич-
ной характеристикой [11]

〈˜y,˜y〉t =

=

t∫

0

(
diag

(
˜Ts ys

)
− ˜Ts diag (ys)− diag (ys) ˜s

)
ds.

Уравнение (2) представляют косвенные наблю-
дения z

(0)
t ∈ Rnz за состоянием цепи yt и одно-

временно линейный управляемый выход системы.
Порождаемую наблюдениями σ-алгебру будем обо-
значать Fz(0)

t и предполагать, что

Fz(0)

t ⊆ Ft ⊆ F .

Далее, здесь wt ∈ Rnw — не зависящий от ˜y
t , Y

и Z(0) стандартный векторный винеровский про-
цесс; Z(0) ∈ Rnz — гауссовская случайная величина
с известными моментами, не зависящая от ˜y

t и Y ;

ut ∈ Rnu , ut = Ut(z
(0)
t ), Ut = Ut(z), z ∈ Rnz , —

допустимое управление с обратной связью [3]. Для
использования выхода z(0)t в качестве наблюдений
будем предполагать невырожденность ошибок на-
блюдений, т. е. σ(0)t (σ

(0)
t )

T > 0.
Качество управления

UT0 = {Ut(z), 0 ≤ t ≤ T }
определяется целевым функционалом следующего
вида:

J
(
UT0
)
= E






T∫

0

∥∥∥Ptyt +Q
(0)
t z

(0)
t +Rtut

∥∥∥
2

St

dt+

+
∥∥∥PT yT +Q

(0)
T z

(0)
T

∥∥∥
2

ST




 , (3)

где ut = Ut(z
(0)
t ); Pt ∈ RnJ×ny ; Q

(0)
t ∈ RnJ×nz ;

Rt ∈ RnJ×nu ; St ∈ RnJ×nJ , St ≥ 0, St = STt ,

0 ≤ t ≤ T , — заданные ограниченные матрич-
ные функции. Весовая функция ‖x‖2S = xTSx для
симметричной неотрицательно определенной мат-
рицы S, единичной матрице S = 1 соответствует
евклидова норма ‖x‖21 = |x|2 Для исключения воз-
можности отсутствия штрафа для отдельных ком-
понентов вектора управления ut, которая делает
целевой функционал (3) физически некорректным,
предполагается выполненным обычное условие не-
вырожденности, в данных обозначениях принима-
ющее вид:

RTt StRt > 0 .

Функционал (3) отражает одну из традицион-
ных задач автоматического управления — регули-
рование выхода или управление по выходу. В [12]
в качестве практического приложения такой поста-
новки рассматривается задача «доведения выхода
до нуля». В других практических целях функцио-
нал (3) можно использовать, например, для форма-
лизации задачи отслеживания выходом состояния
|yt − z

(0)
t |2 или управлением — выхода |z(0)t − ut|2,

учитывая при этом расходы на управляющее воз-
действие |ut|2 и/или значение выходной перемен-

ной |z(0)t |2.
Матричные функции a

(0)
t ∈ Rnz×ny , b

(0)
t ∈

∈ Rnz×nz , c
(0)
t ∈ Rnz×nu и σ

(0)
t ∈ Rnz×nw пред-

полагаются ограниченными:

∣∣∣a(0)t

∣∣∣+
∣∣∣b(0)t

∣∣∣+
∣∣∣c(0)t

∣∣∣+
∣∣∣σ(0)t

∣∣∣ ≤ C

для всех 0 ≤ t ≤ T . Таким образом обеспечи-
вается существование решения уравнения (2) для
любого допустимого управления ut. Более того, бу-
дем предполагать, что все используемые функции
времени ˜t, a

(0)
t , b(0)t , c(0)t , σ(0)t , Pt, Q

(0)
t , Rt и St ку-

сочно-непрерывны, чтобы обеспечить выполнение
типовых условий существования решений обык-
новенных дифференциальных уравнений, получа-
емых далее.

Задачу составляет поиск u∗t — допустимого
управления, доставляющего минимум квадратич-
ному функционалу J(UT0 ):

(U∗)T0 = {U∗
t (z), 0 ≤ t ≤ T } ∈ argminJ(UT0 ) ,

в предположении существования этого минимума.

3 Разделение задач управления
и фильтрации

Для решения поставленной задачи потребует-
ся выполнить некоторые преобразования, которые
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позволят показать наличие в рассматриваемой за-
даче двух важных свойств, необходимых для успеш-
ного решения. Заметим, что для системы наблюде-
ния (1), (2) известно решение задачи фильтрации,
а именно: уравнение для условного математическо-
го ожидания E{yt|Fz(0)

t }, описываемое фильтром
Вонэма [11]. Однако записать этот фильтр здесь
требуется так, чтобы показать отсутствие в задаче
управления дуального эффекта, т. е. влияния выбо-
ра оценки состояния на качество управления [13].
Возможно, точнее эту первую промежуточную цель
выполняемых преобразований выразит предложе-
ние показать независимость качества оптимальной
фильтрации от реализуемого закона управления.
Вторая цель — преобразовать целевой функцио-
нал (3) так, чтобы были выделены независимые
слагаемые, определяющие по отдельности качество
управления и качество оценивания.

Вначале предлагается выполнить замену пере-
менных в (2), избавляясь от слагаемых b

(0)
t z

(0)
t dt

и c(0)t ut dt. Для такой замены обозначим через Bt ∈
∈ Rnz×nz решение уравнения

dBt = −Btb
(0)
t dt ,

т. е. матричную экспоненту

Bt = exp




−
t∫

0

b(0)s ds




 ,

и через z(1)t ∈ Rnz линейное преобразование выхода

z
(1)
t = Btz

(0)
t −

t∫

0

Bsc
(0)
s us ds .

Далее, дифференцируя, получаем:

dz
(1)
t = −Btb

(0)
t z

(0)
t dt+

+Bt

(
a
(0)
t yt dt+ b

(0)
t z

(0)
t dt+ c

(0)
t ut dt+ σ

(0)
t dwt

)
−

−Btc
(0)
t ut dt = Bta

(0)
t yt dt+Btσ

(0)
t dwt ,

или
dz
(1)
t = a

(1)
t yt dt+ σ

(1)
t dwt (4)

с дополнительными обозначениями a
(1)
t = Bta

(0)
t ,

σ
(1)
t = Btσ

(0)
t . Выполненные преобразования при

этом не влияют на решение задачи фильтрации
в том смысле, что

E

{
yt|Fz(0)

t

}
= E

{
yt|Fz(1)

t

}
,

поскольку использованная для получения z(1)t заме-
на является линейным невырожденным преобразо-
ванием z

(0)
t . Таким образом, оценка оптимального

фильтра не зависит от ut, и в качестве наблюде-
ний можно использовать z(1)t , получая одну и ту же
оценку состояния для любого допустимого управ-
ления. Соответственно, вместо задачи оценивания
состояния по наблюдениям z

(0)
t , зависящим от ре-

ализуемого закона управления, можно рассматри-
вать эквивалентную задачу оценивания yt по на-
блюдениям z

(1)
t , описываемым уравнением (4) и не

зависящим от ut.

Обозначив оптимальную оценку

Yt = E

{
yt|Fz(1)

t

}
,

запишем уравнение для нее, т. е. фильтр Вонэ-
ма [11]:

dYt = ˜
T
t Yt dt+

(
diag (Yt)− YtY

T
t

) (
a
(1)
t

)T
×

×
(
σ
(1)
t

(
σ
(1)
t

)T)−1/2
×

×
(
σ
(1)
t

(
σ
(1)
t

)T)−1/2 (
dz
(1)
t − a

(1)
t Yt dt

)
,

Y0 = E{Y } . (5)

Сделать это позволяет предположение о невырож-
денности σ(1)t (σ

(1)
t )

T > 0.

Однако использовать уравнение (5) в качестве
уравнения состояния пока нельзя, так как требуется
вторая замена, нужная для преобразования целево-
го функционала (3). Эта замена состоит во введении
дополнительной переменной в вектор наблюдений,
а именно: через z(2)t ∈ Rnz обозначим

∫ t

0 Bscsus ds,
т. е. дополним модель наблюдений уравнением

dz
(2)
t = Btctut dt , z

(2)
0 = 0 .

Новый вектор наблюдений обозначим

Zt =

(
z
(1)
t

z
(2)
t

)
∈ R

nZ , nZ = 2nz .

Ясно, что такая замена ничего не изменит в отно-
шении оценки оптимального фильтра, т. е.

E

{
yt|Fz(0)

t

}
= E

{
yt

∣∣∣Fz(1)

t

}
= E

{
yt|Fz(1),z(2)

t

}
.

Уравнение для Zt имеет вид:

dZt =

(
a
(1)
t

0

)
yt dt+

(
0

Btct

)
ut dt+

(
σ
(1)
t

0

)
dwt . (6)
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Обозначая блочные матрицы

at =

(
a
(1)
t

0

)
; ct =

(
0

Btct

)
; σ

(2)
t =

(
σ
(1)
t

0

)
,

где 0— нулевая матрица подходящей размерности,
перепишем уравнение (6):

dZt = atyt dt+ ctut dt+ σ
(2)
t dwt , (7)

причем заметим, что

z
(0)
t = B−1

t


z(1)t +

t∫

0

Bsc
(0)
s us ds


 =

= B−1
t

(
z
(1)
t + z

(2)
t

)
= B−1

t (1 1)Zt , (8)

где использовано обозначение (1 1) для блочной
матрицы, составленной из двух единичных 1 ∈
∈ Rnz×nz . Здесь использован тот факт, что мат-
ричная экспонента Bt невырожденная [14], что
позволяет применять обратную матрицу B−1

t . По-
лученное равенство (8) далее используется для за-
мены переменных в целевом функционале (3).

Теперь можно получить уравнение для опти-
мальной оценки

Yt = E
{
yt|FZ

t

}
,

используя уравнения (5) и (7). Записать фильтр
Вонэма непосредственно для наблюдений Zt не-

льзя, поскольку σ(2)t

(
σ
(2)
t

)T
вырождена, но вопрос

легко решается, поскольку запись (7) носит тех-
нический характер, а фактически нужно использо-
вать наблюдения (4), которые легко получить из (7)
с помощью блочной матрицы I = (1 0), составлен-
ной из единичной и нулевой матриц 1,0 ∈ Rnz×nz .

С учетом σ
(0)
t

(
σ
(0)
t

)T
> 0 и σ

(1)
t = Iσ

(2)
t = Btσ

(0)
t

для Yt имеем:

dYt = ˜
T
t Yt dt+

(
diag (Yt)− YtY

T
t

)
(Iat)

T ×

×
(
Iσ
(2)
t

(
Iσ
(2)
t

)T)−1/2
×

×
(
Iσ
(2)
t

(
Iσ
(2)
t

)T)−1/2
I (dZt − atYt dt) ,

Y0 = E{Y } ,

где dWt = (Iσ
(2)
t (Iσ

(2)
t )

T)−1/2I(dZt − atYt dt) опре-
деляет FZ

t -согласованный стандартный векторный
винеровский процесс Wt [11]. Это обстоятельство
позволяет переписать уравнение наблюдений (7)
в виде:

IdZt = IatYt dt+

(
Iσ
(2)
t

(
Iσ
(2)
t

)T)1/2
dWt .

Здесь было учтено, что

I (dZt − atYt dt− ctut dt) = I (dZt − atYt dt) .

Окончательно, обозначив

σt = I
T

(
Iσ
(2)
t

(
Iσ
(2)
t

)T)1/2
;

›t = ›t(Yt) =

=
(
diag (Yt)− YtY

T
t

)
(Iat)

T

(
Iσ
(2)
t

(
Iσ
(2)
t

)T)−1/2
,

получаем систему управления с полной информа-
цией следующего вида:

dYt = ˜
T
t Yt dt+›t(Yt) dWt , Y0 = E{Y } ;

dZt = atYt dt+ ctut dt+ σt dWt ,

Z0 = Z =

(
Z(0)

0

)
.





(9)

Для окончательного формирования эквивалент-
ной исходной задачи управления остается запи-
сать в выбранных переменных имеющийся целе-
вой функционал (3). Обеспечивает это формула
полного математического ожидания [15] и замена
переменной z(0)t , заданная в (8):

J(UT0 ) = E





T∫

0

∥∥∥Pt (yt − Yt + Yt) +

+Q
(0)
t B−1

t (1 1)Zt +Rtut

∥∥∥
2

St

dt+

+
∥∥∥PT (yT − YT + YT ) +Q

(0)
T B−1

T (1 1)ZT

∥∥∥
2

ST




 =

= E





T∫

0

‖PtYt +QtZt +Rtut‖2St
+

+ ‖PTYT +QTZT ‖2ST
+

T∫

0

‖Pt (yt − Yt)‖2St
dt+

+ ‖PT (yt − Yt)‖2ST




 , (10)

где учтено, что Yt = E{yt|FZ
t } и дополнительно

обозначено

Qt = Q
(0)
t B−1

t (1 1).
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Поскольку последнее слагаемое в выражении (10)
не зависит от UT0 , а характеризует только точность
оптимальной оценки фильтрации Yt, то его мож-
но из целевого функционала исключить. Таким
образом, новый целевой функционал имеет вид:

J
(
UT0
)
= E





T∫

0

‖PtYt +QtZt +Rtut‖2St
dt+

+ ‖PTYT +QTZT ‖2ST




 . (11)

Формулировка окончательного утверждения та-
кова.

Утверждение 1 (теорема разделения). Решение за-

дачи оптимального управления с полной информацией

(FY,Z
t -измеримого) системой (9) с целевым функцио-

налом (11) является оптимальным решением задачи

управления системой (1), (2) с косвенными наблю-

дениями (Fz(0)

t -измеримого) с целевым функциона-

лом (3).

Заметим, что управление (U∗)T0 , минимизиру-
ющее функционал (11), минимизирует и (3), поэто-
му для целевой функции не имеет смысла вводить
новое обозначение.

4 Решение задачи управления
выходом

Полученное далее решение основано на подхо-
де, представленном в [16] в задаче управления вы-
ходом системой с состоянием, описываемым урав-
нением Ито, и работе [17], где проанализирован
частный случай этой же задачи в случае коррелиро-
ванных возмущений. Найти решение, как и в [16,
17], сформулированной выше задачи управления
выходом Zt формируемым состоянием Yt, с квад-
ратичной функцией цены J(UT0 ) удается класси-
ческим методом динамического программирова-
ния [3, 5]. Обозначив функцию Беллмана через

Vt = Vt(y, z), y ∈ R
ny , z ∈ R

nz , ›t = ›t(y),

получим уравнение динамического программиро-
вания

∂Vt

∂t
+

+
1

2
tr

{
›Tt

∂2Vt

∂y2
›t + σ

T
t

∂2Vt

∂z2
σt + 2›

T
t

∂2Vt

∂y∂x
σt

}
+

+min
u

{
yT˜t

∂Vt

∂y
+ (aty + ctu)

T ∂Vt

∂z
+

+ ‖Pty +Qtz +Rtu‖2St

}
= 0 ,

VT = ‖PT y +QT z‖2ST
. (12)

Существование решения уравнения (12) явля-
ется достаточным условием оптимальности, опти-
мальное управление при этом — точка минимума
соответствующего слагаемого. Нетрудно видеть,
что при сделанном выше предположенииRTt StRt >
> 0 этот минимум доставляет оптимальное управ-
ление (в предположении существования реше-
ния (12)):

u∗t = u
∗
t (y, z) = −1

2

(
RTt StRt

)−1
(
cTt
∂Vt

∂z
+

+ 2RTt St (Pty +Qtz)

)
. (13)

Подставляя u∗t в (12) и перегруппировывая сла-
гаемые, получаем:

∂Vt

∂t
+
1

2
tr

{
›Tt

∂2Vt

∂y2
›t + σ

T
t

∂2Vt

∂z2
σt +

+ 2›Tt
∂2Vt

∂y∂z
σt

}
+ yT˜t

∂Vt

∂y
+
(
yTaTt −

−
(
RTt St (Pty +Qtz)

)T(
RTt StRt

)−1
cTt

)∂Vt

∂z
+(Pty +

+Qtz)
T
(
St − StRt

(
RTt StRt

)−1
RTt St

)
(Pty +

+Qtz)−
1

4

(
∂Vt

∂z

)T
ct
(
RTt StRt

)−1
cTt
∂Vt

∂z
= 0. (14)

Рассматривая полученное уравнение, заметим,
что линейное вхождение Zt в уравнение наблю-
дений (9) и квадратичное в целевой функцио-
нал (11) позволяет предположить, что решение
уравнения (14) может быть представлено в виде
(векторная форма представления, предложенного
в [16]):

Vt = Vt(y, z) = z
Tαtz + z

Tβt(y) + γt(y) , (15)

что сводит поиск оптимального решения к поиску
уравнений относительно симметричной матричной
функции αt, векторной функции βt(y) и скалярной
функции γt(y), причем явный вид функции γt(y)
для реализации оптимального управления не тре-
буется, нужна только производная

∂Vt

∂z
= 2αtz + βt(y).
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Представление функции Беллмана (15) мож-
но упростить дальше, используя то, что слага-
емое с производной ∂Vt/∂y в (14) содержит только
множитель yT˜t. Это позволяет предположить,
что βt(y) является аффинным преобразованием y
(адаптированная к рассматриваемой задаче форма,
предложенная в [17]):

βt(y) = β
MN
t y , (16)

где матрица βMN
t ∈ Rnz×ny . Выбранное здесь обо-

значение βMN
t будет ясно из дальнейшего (см. да-

лее (21), где уравнение для βMN
t определяется мат-

рицами Mβ
t и Nβ

t ). Граничное условие при этом
принимает вид:

VT = ‖PT y +QT z‖2ST
=

= zTQTTSTQT z + 2z
TQTTSTPT y + y

TPTT STPT y ,

т. е.
αT = Q

T
TSTQT ;

βMN
T = 2QTTSTPT ;

γT (y) = y
TPTT STPT y ,





(17)

а оптимальное управление (13) окончательно:

u∗t = u
∗
t (y, z) =

= −1
2

(
RTt StRt

)−1 (
cTt
(
2αtz + β

M
t y
)
+

+ 2RTt St (Pty +Qtz)
)
.

Таким образом, u∗t содержит два слагаемых: пер-
вый терм, линейный по z, т. е. по наблюдениям, точ-
нее по переменной выхода; второй терм, линейный
по y, т. е. по состоянию, точнее по оценке состоя-
ния, заданной фильтром Вонэма. Чтобы сказанное
было верно, нужно получить уравнения дляαt,βMN

t

и γt(y), показав, что сделанное предположение от-
носительно функции Vt с учетом аффинности βt(y)
позволяет решить уравнение (14). Для этого под-
ставляем (15) в уравнение (14) и учитываем, что
производные βt(y) согласно (16) равны

∂2βt(y)

∂y2
= 0 ;

∂βt(y)

∂y
=
(
βMN

t

)T
,

а также что

yT˜t
∂Vt

∂y
=

(
∂Vt

∂y

)T
˜Tt y = z

TβMN
t ˜Tt y + y

T˜t
∂γt

∂y
;

∂2Vt

∂y∂z
=
(
βMN

t

)T
.

После этой подстановки и незначительных пре-
образований получаются уравнения для αt — коэф-

фициента при zT и z, βt(y) = βMN
t y — коэффици-

ента при zT и y, а также для γt = γt(y)— оставшихся
слагаемых — функций y:

dαt

dt
−
(
Mα

t αt + α
T
t (M

α
t )
T
)
+Nα

t −

− αTt ct
(
RTt StRt

)−1
cTt αt = 0 ; (18)

dβMN
t

dt
y + βMN

t ˜Tt y +M
β
t y −Nβ

t β
MN
t y = 0 ; (19)

∂γt

∂t
+
1

2
tr

{
›Tt

∂2γt

∂y2
›t

}
+

+ tr
{
σTt αtσt +›

T
t

(
βMN

t

)T
σt

}
+

+ yT˜t
∂γt

∂y
+Mγ

t = 0 , (20)

где обозначено

Mα
t = Q

T
t StRt

(
RTt StRt

)−1
cTt ;

Nα
t = Q

T
t

(
St − StRt

(
RTt StRt

)−1
RTt St

)
Qt ;

Mβ
t = 2

((
aTt − PTt StRt

(
RTt StRt

)−1
cTt

)
αt +

+ PTt

(
St − StRt

(
RTt StRt

)−1
RTt St

)
Qt

)
;

Nβ
t = Q

T
t StRt

(
RTt StRt

)−1
cTt +

+ αtct
(
RTt StRt

)−1
cTt ;

Mγ
t =M

γ
t (y) = β

T
t

(
at − ct

(
RTt StRt

)−1
RTt StPt

)
y +

+ yTPTt

(
St − StRt

(
RTt StRt

)−1
RTt St

)
Pty −

− 1
4
βTt ct

(
RTt StRt

)−1
cTt βt .

Наконец, из (19) получаются уравнения
для βMN

t :

dβMN
t

dt
+ βMN

t ˜Tt +M
β
t −Nβ

t β
MN
t = 0 . (21)

Решаются полученные уравнения с граничны-
ми условиями (17). При этом уравнение (18) —
это матричное уравнением Риккати для квадрат-
ной симметричной матрицы αt. Сделанных выше
предположений в отношении кусочной непрерыв-
ности коэффициентов этого уравнения и условия
RTt StRt > 0 достаточно для существования един-
ственного неотрицательного решения для всех 0 ≤
≤ t ≤ T . Действительно, такое уравнение име-
ется в классической линейно-квадратичной задаче
и, как известно [18], существует единственное опти-
мальное управление — линейное с обратной связью
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по выходу Zt, с коэффициентом усиления, опи-
сываемым этим уравнением Риккати. Соотноше-
ния (21) представляют собой систему обыкновен-
ных линейных дифференциальных уравнений
относительно элементов матрицы βMN

t с кусоч-
но-непрерывными коэффициентами, так что
существование и единственность решения обеспе-
чиваются обычной для линейных дифференциаль-
ных уравнений теоремой. Уравнение (20) для γt(y)
является линейным дифференциальным уравнени-
ем в частных производных параболического ти-
па. Предполагается существование решения у этого
уравнения, и это предположение интерпретируется
как достаточное условие, такое же как использо-
ванное уравнение Беллмана (12). Подводит итог
рассуждениям раздела следующее утверждение.

Утверждение 2 (управление выходом для случая полной

информации). Если существует решение уравнения

динамического программирования (12), то это реше-

ние может быть представлено в виде (15), (16) так,

что коэффициентыαt, βt(y) = β
M
t y и γt(y) определя-

ются уравнениями (18), (21) и (20) соответственно,

а оптимальное управление

u∗t = u
∗
t (Yt, Zt) = −

=
1

2

(
RTt StRt

)−1 (
cTt
(
2αtZt + β

MN
t Yt

)
+

+ 2RTt St (PtYt +QtZt)
)
. (22)

5 Заключение
Принципиальный результат статьи представля-

ет, во-первых, найденная явная форма (22) опти-
мального управления в рассматриваемой задаче,
во-вторых, тот факт, что это оптимальное решение
оформлено в виде управления с обратной связью,
в котором ключевую роль играет решение вспо-
могательной задачи оптимальной фильтрации —
условное математическое ожидание Yt = E{yt|FZ

t }.
Это и дало основание сформулировать основной
результат, назвав его теоремой разделения. Прин-
ципиальное отличие полученного решения от
классической LQG-задачи состоит в том, что из-
мененная для разделения задача не похожа на ис-
ходную, а именно: мартингальное представление
марковской цепи (1) заменяется совсем иным объ-
ектом — стохастическим уравнением Ито с вине-
ровским процессом (9).

Таким образом, ключом к решению оказалось
уникальное свойство фильтра Вонэма, предста-
вившего оценку марковской цепи по косвенным,
зашумленным гауссовским шумом наблюдениям
в виде классического уравнения Ито с винеровским
процессом.
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ФИЛЬТРАЦИЯ СОСТОЯНИЙ МАРКОВСКИХ СКАЧКООБРАЗНЫХ

ПРОЦЕССОВ ПО КОМПЛЕКСНЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ I: ТОЧНОЕ

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ∗

А. В. Борисов1, Д. Х. Казанчян2

Аннотация: Первая часть цикла посвящена решению задачи оптимальной фильтрации состояний мар-
ковских скачкообразных процессов (МСП) по совокупности наблюдаемых диффузионных и считающих
процессов. Интенсивности шумов в наблюдаемой диффузии и скачков в разрывных наблюдениях зави-
сят от оцениваемого состояния. Предложено специальное эквивалентное преобразование наблюдений,
приводящее их к совокупности диффузионного процесса с единичной диффузией, множеству считающих
процессов и совокупности косвенных наблюдений, выполненных в неслучайные дискретные моменты
времени. Искомая оптимальная оценка представима в форме решения дискретно-непрерывной стоха-
стической дифференциальной системы с преобразованными наблюдениями в правой части. Приведено
условие идентифицируемости, при выполнении которого состояние МСП может быть восстановлено по
косвенным зашумленным наблюдениям точно.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; мультипликативные
шумы в наблюдениях; непрерывные и считающие наблюдения; условия идентифицируемости
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1 Введение

Данный цикл может рассматриваться как про-
должение работ [1–3], посвященных теоретиче-
скому и практическому аспектам решения зада-
чи оптимальной фильтрации состояний марковских

скачкообразных процессов по косвенным зашумлен-
ным наблюдениям. На этот раз наблюдения попол-
нены процессами Кокса, интенсивность которых
зависит от оцениваемого состояния МСП. Данная
работа посвящена теоретическому решению задачи
фильтрации.

Статья организована следующим образом.

Раздел 2 содержит формальную постановку за-
дачи оптимальной фильтрации.

В разд. 3 предложено специальное преобразова-
ние наблюдений, позволяющее решить поставлен-
ную задачу, а также утверждение, представляющее
дискретно-непрерывную стохастическую систему,
описывающую искомую оценку.

Заключительные замечания приведены в разд. 4.

2 Постановка задачи фильтрации

На полном вероятностном пространстве
с фильтрацией (Ÿ,F ,P, {Ft}t>0) рассматривается
стохастическая динамическая система

Xt = X0 +

t∫

0

˜⊤(s)Xs ds+ µ
X
t ; (1)

Yt =

t∫

0

f(s)Xs ds+

t∫

0

N∑

n=1

Xn
s g
1/2
n (s) dWs; (2)

Zt =

t∫

0

h(s)Xs ds+ µ
Z
t , (3)

где

– Xt , col(X1t , . . . , X
N
t ) ∈ SN — ненаблюдаемое

состояние системы — МСП с множеством со-
стояний SN , {e1, . . . , eN} (SN — множество
единичных векторов пространства RN ), мат-
ричнозначной функцией интенсивностей пе-

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 19-07-00187 А) и в соответствии с программой Московского центра
фундаментальной и прикладной математики.

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук; Московской авиационный институт; Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государствен-
ного университета имени М. В. Ломоносова; Центр фундаментальной и прикладной математики Московского государственного
университета имени М. В. Ломоносова, ABorisov@frccsc.ru

2Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова,
Drastamat94@gmail.com
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Фильтрация состояний марковских скачкообразных процессов по комплексным наблюдениям I

реходов ˜(t) и начальным распределением π;
µX

t , col(µX1
t , . . . , µXN

t ) ∈ RN — Ft-согласо-
ванный мартингал;

– Yt , col(Y 1t , . . . , Y
M
t ) ∈ RM — косвенные

наблюдения, зашумленные Ft-согласованным
стандартным винеровским процессом Wt ,
, col(W 1

t , . . . ,W
M
t ) ∈ RM ; f(t)— (M×N)-мер-

ная матричнозначная функция плана наблюде-
ний, а набор (M ×M)-мерных симметричных
матричнозначных функций {gn(t)}n=1,N харак-
теризует интенсивности шумов в зависимости
от текущего состояния Xt;

– Zt , col(Z1t , . . . , Z
K
t ) ∈ RK — косвенные

наблюдения, компоненты которого являются
считающими процессами: элементы (K ×N)-
мерной матричнозначной функции h(t) опре-
деляют интенсивность скачков отдельных
компонент в зависимости от текущего состо-
янияXt; µZ

t , col(µZ1
t , . . . , µZK

t ) ∈ RN — Ft-со-
гласованный мартингал.

Обозначим через {Ot} поток σ-алгебр всех на-
блюдений, полученных на отрезке времени [0, t],
O0 , {∅,Ÿ}, а {Ot} (Ot+ , ∩s:s>tOs) — вариант
данного потока, замкнутый справа.

Задача оптимальной фильтрации состояния МСП

Xt заключается в построении условного математи-

ческого ожидания (УМО) X̂t , E
{
Xt|Ot

}
.

Ниже представлены ограничения на исследу-
емую систему наблюдения (1)–(3), необходимые
для корректного решения поставленной задачи
фильтрации.

А. Поток σ-подалгебр Ft непрерывен справа. Все
траектории МСП {Xt}t>0 непрерывны справа
и имеют конечные пределы слева, т. е. являются
c‚adl‚ag-процессами.

Б. Все компоненты ˜(t), f(t), {gn(t)}n=1,N

и h(t)— неслучайные c‚adl‚ag-процессы.

В. Шумы в Y равномерно невырожденны [4], т. е.
для любых t > 0, 1 6 n 6 N верно неравен-
ство gn(t) > αI > 0 (здесь и ниже I обозначает
единичную матрицу подходящей размерности).

Г. Процессы

Kij(t) , I{0} (gi(t)− gj(t)) , i, j = 1, N, (4)

имеют локально ограниченную вариацию;
здесь и ниже IA(x) обозначает индикаторную
функцию множества A, а 0— нулевую матрицу
подходящей размерности.

Д. Компоненты мартингала µZ процесса Z (2) ор-
тогональны друг другу, т. е.

〈Z〉t =
t∫

0

diag (h(s)Xs) ds .

Мартингалы в процессе состояния µX и в счи-
тающих наблюдениях µZ также ортогональны
〈X,Z〉t ≡ 0.

Условия А–В являются стандартными в задачах
фильтрации [4–6]. Условие Г обеспечивает регуляр-
ность разбиения временн‚ой оси на множества, где
какие-либо функции {gn(·)} совпадают или раз-
личны: на любом конечном промежутке времени
[0, t] для каждой пары (i, j), i, j = 1, N , множество,
на котором интенсивности gi(·) и gj(·) совпадают,
представимо в виде объединения конечного набора
интервалов. В частности, это условие выполнено
в случае, когда все компоненты {gn(·)} кусочно-
гладкие с локально ограниченными производны-
ми [7].

Ограничение Д также не представляется обреме-
нительным: ортогональность мартингалов считаю-
щих процессов означает, что скачки этих процессов
почти наверное (п. н.) не совпадают. В случае если
мартингалы в наблюдаемых процессах не ортого-
нальны, исходные наблюдения всегда можно транс-
формировать так, чтобы обеспечить требуемую ор-
тогональность преобразованных наблюдений. Для
этого достаточно в считающих наблюдениях син-
хронные скачки различных компонент выделить
в отдельные процессы. Условие ортогональности
мартингалов в состоянии и наблюдениях позволяет
избежать излишней громоздкости формул.

Рассмотрение задач фильтрации относительно
замыкания справа {Ot} имеет техническую подо-
плеку. Дело в том, что математический аппарат
стохастического анализа развит для случая, когда
поток σ-алгебр, порожденных наблюдениями, не-
прерывен справа. В общем случае п. н. непрерыв-
ность траекторий процессов не гарантирует непре-
рывности справа потока σ-алгебр, порожденных
этими процессами [8]. В [9] показано, что для на-
блюдений (2), (3) эта непрерывность нарушается.
Переход к {Ot} позволяет успешно решить теоре-
тическую задачу оптимальной фильтрации. Данная
техническая особенность не коснется практической
реализации решения задачи. Во второй части ра-
боты будут предложены аппроксимации теорети-
ческих оценок, вычисляемые по исходному неза-
мкнутому потоку σ-алгебр наблюдений {Ot}.

3 Преобразование непрерывных
наблюдений и решение задачи
фильтрации

В [10] представлен фундаментальный резуль-
тат — формула УМО специального семимартингала
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по наблюдениям также в форме специального се-
мимартингала. В общем случае эта формула не
позволяет задать искомое УМО в виде решения
конечной замкнутой системы стохастических урав-
нений. Ситуация упрощается, если наблюдения
с помощью гирсановской замены вероятностной
меры сводятся к совокупности винеровских и пуас-
соновских процессов [11, 12]. Наблюдения (2) и (3)
не удовлетворяют этим условиям, однако существу-
ет преобразование, приводящее их к эквивалент-
ной совокупности диффузионного процесса с еди-
ничной диффузией, набора считающих процессов
и наблюдений, выполняемых в неслучайные дис-
кретные моменты времени.

Рассмотрим квадратичную характеристику

〈Y 〉t = YtY
⊤
t −

t∫

0

Ys dY
⊤
s −

t∫

0

dYsY
⊤
s =

=

t∫

0

N∑

n=1

Xn
s gn(s) ds .

Введем в рассмотрение Ot-согласованный про-
цесс

qt ,
d〈Y 〉s
ds

|s=t+ =
N∑

n=1

Xn
t gn(t) = qt (Xt) . (5)

Так как на любом конечном отрезке времени про-
цессы X и {gn} п. н. терпят лишь конечное чи-
сло скачков, то Ot-согласованный процесс Ut ,

,
∫ t

0 q
−1/2
s dYs допускает мартингальное разложе-

ние

Ut =

t∫

0

f(s)Xs ds+W t,

где

f(t) ,
N∑

n=1

g−1/2n (t)f(t)diagen;

W t — некоторый Ft-согласованный стандартный
винеровский процесс [4]. Преобразуем наблюде-
ния qt так, чтобы построить полный прообраз пре-
образования (5) в форме N-мерного случайного
процесса Ht:

Ht ,

N∑

n=1

I{0} (qt − gn(t)) en .

Из А и Б следует, чтоHt — c‚adl‚ag-процесс, предста-
вимый в виде:

Ht =

N∑

n,k=1

I{0} (gk(t+)− gn(t+))X
k
t en = K(t+)Xt ,

где элементы матричнозначной функции K(·)
определяются формулой (4). Из определения Ht

и K(t) следует, что существует такая матрично-

значная функция T (t) : R+ → RN×N , что процесс
Vt , T (t)Ht обладает следующими свойствами:

(i) все компоненты Vt являются c‚adl‚ag-процесса-
ми, причем P

{
Vt ∈ SN

}
≡ 1;

(ii) матрица J(t) , T (t)K(t+) состоит из c‚adl‚ag-
элементов, является трапециевидной, а ее стро-
ки — ортогональные векторы, сформирован-
ные из 0 и 1.

В силу своей структуры процесс Vt допускает раз-
ложение

Vt = Dt +Rt .

Здесь

Dt = J(0)X0 +
∑

sj6t:
–J(sj) 6=0

–J(sj)Xsj
; Rt =

t∫

0

J(s) dXs ,

где–J(t) , J(t)−–J(t−)— функция скачков J(t).
По сути, процесс Dt аккумулирует скачки Vt, по-
рожденные изменениями матрицы J(t) в неслучай-
ные моменты времени si, а Rt — скачки Vt, по-
рожденные переходами состояния Xt в случайные
моменты времени τj . Заметим, что с вероятностью 1
множества моментов {si} и {τj} не пересекаются.
ПроцессRt взаимно однозначно определяется про-
цессомCt , col(C1t , . . . , C

N
t ), компоненты которого

считают число скачков Rt в состояние en, n = 1, N ,
произошедших за время [0, t]:

Cn
t =

t∫

0

(1− e⊤n Vs−)e
⊤
n dRs.

Лемма 1. Для любого t > 0 верно тождество

σ{Us, Zs, Cs, Ds : 0 6 s 6 t} ≡ Ot.

Истинность леммы 1 следует из взаимно одно-
значного соответствия траекторий Y и (U,C,D):

Ut ,

t∫

0

q−1/2s dYs, qt =
d〈Y 〉s
ds

∣∣∣
s=t+
;

Ct =

t∫

0

(I − diagVs−) dVs−
∑

sj6t:
–J(sj) 6=0

(I−diag Vsj−)–Vsj
;

Dt = V0 +
∑

sj6t:
–J(sj) 6=0

–Vsj
, Vt = T (t)Ht,

где

Ht ,

N∑

n=1

I{0}(qt − gn(t))en;

14 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 2 2021



Фильтрация состояний марковских скачкообразных процессов по комплексным наблюдениям I

Vt = Dt +

t∫

0

N∑

i,j=1

V i
s− (ej − ei) dC

j
s ;

Yt =

t∫

0

N∑

n=1

V n
s g
1/2
n (s) dUs.

Таким образом исходные наблюдения были пре-
образованы в совокупность:

– непрерывного диффузионного процесса Ut

с единичной диффузией;

– совокупности считающих процессов Zt и Ct;

– наблюдений Dt, полученных в дискретные не-
случайные моменты времени.

Ниже используем обозначения Jn(t) , e⊤n J(t)
для n-й строки J(t), hk(t) , e⊤k h(t) для k-й стро-
ки h(t), а также

•n(t) , diag (Jn(t)) ˜
⊤(t) (I − diag Jn(t)) , n = 1, N.

Лемма 2. Верны следующие утверждения.

1. Процессы Cn
t , n = 1, N , допускают следующее

мартингальное разложение:

Cn
t =

t∫

0

1•n(s)Xs ds+

+

t∫

0

(1− Jn(s)Xs−)Jn(s) dµ
X
s .

2. 〈Cn, Cm〉t ≡ 0 для любых n 6= m;

〈Cn, Cn〉t =
t∫

0

1•n(s)Xs ds .

3. 〈Cn, Zm〉t ≡ 0 для любых n = 1, N , m = 1,M .

4. Обновляющие процессы

νn
t ,

t∫

0

(
dCn

s − 1•n(s)X̂s ds
)
, n = 1, N ;

κ
k
t ,

t∫

0

(
dZk

s − hk(s)X̂s ds
)
, k = 1,K ,

являются Ot-согласованными мартингалами

с квадратичными характеристиками

〈νn〉t =
t∫

0

1•n(s)X̂s ds ;

〈κk〉t =
t∫

0

hk(s)X̂s ds ,





(6)

а обновляющий процесс

ωt , Ut −
t∫

0

f(s)X̂s ds (7)

является Ot-согласованным M-мерным стан-

дартным винеровским процессом.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2 подобно доказатель-
ству соответствующего утверждения в [9].

Теорема 1. Оптимальная оценка фильтрации X̂t явля-

ется сильным решением стохастической дифферен-

циальной системы

X̂t =
(
(D0)

⊤J(0)π0
)+
diag (D0)J(0)π0 +

+

t∫

0

˜⊤(s)X̂s ds+

t∫

0

ksf
⊤
(s) dωs +

N∑

n=1

t∫

0

(•n(s)−

− 1•n(s)X̂s−I
)
X̂s−

(
1•n(s)X̂s−

)+
dνn

s +

+

K∑

k=1

t∫

0

ks−h
⊤
k (s)

(
hk(s)X̂t−

)+
dκk

s +

+
∑

sj6t:
–J(sj) 6=0

((
–D⊤

sj
–J(sj)X̂sj−

)+
diag

(
–Dsj

)
×

×–J(sj)− I

)
X̂sj−, (8)

где

kt = diag
(
X̂t

)
− X̂tX̂

⊤
t , (9)

а A+ обозначает операцию псевдообращения. Ре-

шение системы единственно в классе неотрицатель-

ных кусочно-непрерывных Ot-согласованных процес-

сов с точками разрыва, принадлежащими множеству

точек разрыва процесса V .

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 приведено в прило-
жении.

Теорема 1 позволяет точно восстанавливать со-
стояние МСП Xt по косвенным зашумленным
наблюдениям (2), (3) в случае выполнения усло-
вий идентифицируемости, представленных в сле-
дующей лемме.

Лемма 3. Если для любых n 6= m (n,m = 1, N) нера-

венства Gn(s) 6= Gm(s) верны почти всюду по мере

Лебега на [0, t], то X̂t = Xt P-п. н., и Xt является

решением (8).

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3 аналогично доказа-
тельству соответствующего утверждения в [9].
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4 Заключение
Первая часть цикла содержит теоретическое ре-

шение задачи оптимальной фильтрации по ком-
плексным (непрерывным и считающим) наблюде-
ниям при наличии в непрерывных наблюдениях
мультипликативных шумов, т. е. шумов, интенсив-
ность которых зависит от оцениваемого состояния.
Оценка фильтрации определяется решением не-
которой замкнутой дискретно-непрерывной стоха-
стической системы, в правую часть которой входят
наблюдения, преобразованные специальным обра-
зом. Вид оценки имеет важное теоретическое зна-
чение, так как позволяет описать важные свойства
оценки, в частности условия полной идентифици-
руемости состояния, когда его можно восстановить
точно, основываясь на косвенных зашумленных на-
блюдениях. Тем не менее этот вид малопригоден для
конструирования численных алгоритмов фильтра-
ции из-за того, что необходимое преобразование
наблюдений включает в себя операцию, подразу-
мевающую двойной предельный переход: во-пер-
вых, вычисление квадратичной характеристики 〈Y 〉
диффузионных наблюдений и, во-вторых, вычис-
ление ее правой производной. Последующие ис-
следования посвящены эффективным численным
методам решения данной задачи фильтрации.

Приложение

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Используем подход
из [12, Part III, Sect. 8.7]. Из правила Байеса следует,
что

X̂0 = E {X0|O0+} =

= E {X0|D0} =
(
D⊤

0 J(0)π
)+
diag (D0) J(0)π .

Пусть sj−1 — неслучайный момент (j − 1)-го дискрет-
ного наблюдения –Dsj−1 . Исследуем поведение Xt на
интервале [sj−1, sj):

Xt = Xsj−1 +

t∫

sj−1

˜⊤(s)Xs ds+ µX
t − µX

sj−1
.

Вычисляя УМО обеих частей равенства относительноOt,
можно показать, что

X̂t = X̂sj−1 +

t∫

sj−1

˜⊤(s)X̂s ds+ µ1t ,

где {µ1t}t∈[sj−1,sj) — Ot-согласованный мартингал. Для
любого t ∈ [sj−1, sj) верно равенство

Ot = Osj−1 ∨ σ{Us, Zs s ∈ (sj−1, t]} ∨

∨ σ{Cn
s , s ∈ (sj−1, t], n = 1, N} .

Процесс {ωt} (7) является Ot-согласованным стандарт-
ным винеровским; Ut является Ot-согласованным семи-
мартингалом с условно независимыми относительно FX

приращениями, в то время как {Cn
t }n=1,N и {Zk

t }k=1,K —

Ot-согласованные точечные процессы. Поэтому мартин-
гал µ1t допускает интегральное представление [10, Chap. 4,
§ 8, Problem 1], т. е.

X̂t = X̂sj−1 +

t∫

sj−1

˜⊤(s)X̂s ds+

t∫

sj−1

αs dωs +

+

t∫

sj−1

N∑

n=1

βn
s dνn

s +

t∫

sj−1

K∑

k=1

γk
s dκ

k
s , (10)

где αt, {βn
t }n=1,N и {γk

t }k=1,K представляют собой Ot-
предсказуемые процессы подходящей размерности, под-
лежащие определению.

По обобщенному правилу Ито

XtU
⊤

t = Xsj−1U
⊤

sj−1
+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)XsU

⊤

s + diag (Xs) f
⊤
(s)
)

ds+ µ2t ,

где µ2t – некоторый Ft-согласованный мартингал. Беря
УМО от обеих частей равенства относительно Ot, можно
показать, что

X̂tU
⊤

t = X̂sj−1U
⊤

sj−1
+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)X̂sU

⊤

s + diag
(
X̂s

)
f
⊤
(s)
)

ds+ µ3t , (11)

где µ3t — некоторый Ot-согласованный мартингал. В то
же время из правила Ито, представления (10) и факта,
что ωt — винеровский процесс следует, что

X̂tU
⊤

t = X̂sj−1U
⊤

sj−1
+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)X̂sU

⊤

s + X̂sX̂
⊤

s f
⊤
(s) + αs

)
ds+ µ4t , (12)

где µ4t — некоторый Ot-согласованный мартингал. Так
как (11) и (12) являются двумя разложениями одного
и того же специального семимартингала X̂tU

⊤
t , то из

его единственности следует, что Ot-предсказуемый про-
цесс αt удовлетворяет равенству

t∫

sj−1

diag
(
X̂s

)
f
⊤
(s)ds =

t∫

sj−1

(
X̂sX̂

⊤

s f
⊤
(s) + αs

)
ds

и с учетом (9) и свойств ωt может быть выбран в виде

αt = ktf
⊤
(t).
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Вновь из правила Ито, свойств МСП X и Cn полу-
чаем:

XtC
n
t = Xsj−1C

n
sj−1

+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)XsC

n
s + •n(s)Xs

)
ds+ µ5t ,

где µ5t — Ft-согласованный мартингал. Вычисляя УМО
относительно Ot, получаем:

X̂tC
n
t = X̂sj−1C

n
sj−1

+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)X̂sC

n
s + •n(s)X̂s

)
ds+ µ6t , (13)

где µ6t — Ot-согласованный мартингал.
С другой стороны, по правилу Ито и с учетом (10)

и (6) можно показать, что

X̂tC
n
t = X̂sj−1C

n
sj−1

+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)X̂sC

n
s + X̂s1•n(s)X̂s + βn

s 1•n(s)X̂s

)
ds+

+ µ7t , (14)

где µ7t — Ot-согласованный мартингал. Из совпадения
разложений (13) и (14) можно заключить, что процесс βn

s

должен удовлетворять равенству

t∫

sj−1

•n(s)X̂s ds =

t∫

sj−1

[
X̂s1•n(s)X̂s + βn

s 1•n(s)X̂s

]
ds

и может быть выбран в форме

βn
t =

(
•n(t)− 1•n(t)X̂t−I

)
X̂t−

(
1•n(t)X̂t−

)+
,

n = 1, N .

Вновь из правила Ито получаем

XtZ
k
t = Xsj−1Z

k
sj−1

+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)XsZ

k
s + diag (Xs)h

⊤

k (s)
)

ds+ µ8t ,

где µ8t — Ft-согласованный мартингал. Вычисляя УМО
относительно Ot, получаем

X̂tZ
k
t = X̂sj−1Z

k
sj−1

+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)X̂sZ

k
s + diag

(
X̂s

)
h⊤

k (s)
)

ds+ µ9t , (15)

где µ9t — Ot-согласованный мартингал. С другой сто-
роны, по правилу Ито и результатам леммы 2 можно
получить равенство

X̂tZ
k
t = X̂sj−1Z

k
sj−1

+

+

t∫

sj−1

(
˜⊤(s)X̂sZ

k
s + X̂sX̂

⊤

s h⊤

k (s) + γk
s hk(s)X̂s

)
ds+

+ µ10t , (16)

где µ10t — Ot-согласованный мартингал. Из совпадения
разложений (15) и (16) следует, что процесс γk

s должен
удовлетворять равенству

t∫

sj−1

diag
(
X̂s

)
h⊤

k (s) ds =

t∫

sj−1

(
X̂sX̂

⊤

s h⊤

k (s) + γk
s hk(s)X̂s

)
ds

и может быть выбран в форме

γk
t = kt−h⊤

k (t)
(
hk(t)X̂t−

)+
, k = 1, K .

Таким образом, на интервале [sj−1, sj) оптимальная
оценка X̂t описывается стохастической дифференциаль-
ной системой

X̂t = X̂sj−1 +

t∫

sj−1

˜⊤(s)X̂s− ds+

t∫

sj−1

ksf
⊤
(s) dωs +

+

N∑

n=1

t∫

sj−1

(
•n(s)− 1•n(s)X̂s−I

)
X̂s−

(
1•n(s)X̂s−

)+
dνn

s +

+
K∑

k=1

t∫

sj−1

ks−h⊤

k (s)
(
hk(s)X̂s−

)+
dκ

k
s . (17)

Так как P
{
–Xsj

= 0
}
= 1, то с вероятностью 1

E
{
Xsj

|Osj−1 ∨ σ {Us, Zs s ∈ (sj−1, sj ]} ∨

∨ σ
{
Cn

s , s ∈ (sj−1, sj ], n = 1, N
}}
=

= X̂sj−1 +

sj∫

sj−1

˜⊤(s)X̂s− ds+

sj∫

sj−1

ksf
⊤
(s) dωs +

+

N∑

n=1

sj∫

sj−1

(
•n(s)− 1•n(s)X̂s−I

)
X̂s−

(
1•n(s)X̂s−

)+
dνn

s +

+

K∑

k=1

sj∫

sj−1

ks−h⊤

k (s)
(
hk(s)X̂s−

)+
dκ

k
s = X̂sj−.

В силу того что

Osj
= Osj−1 ∨ σ {Us, Zs, s ∈ (sj−1, sj ]} ∨

∨ σ{Cn
s , s ∈ (sj−1, sj ], n = 1, N} ∨ σ

{
–Dsj

}
,

по правилу Байеса получаем

X̂sj
=

=
(
–D⊤

sj
–J(sj)X̂sj−

)+
diag

(
–Dsj

)
–J(sj)X̂sj−. (18)
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Уравнение (8) получается путем «склейки» локальных
решений (17), описывающих изменение X̂t на интерва-
лах [sj−1, sj), и формулы (18), описывающей пересчет
оценок в моменты sj поступления дискретных наблюде-
ний–D.

Единственность сильного решения в классе неот-
рицательных кусочно-непрерывных Ot-согласованных
процессов с моментами скачков, принадлежащими мно-
жеству скачков Vt, доказывается аналогично [4, Ch. 9,
Theorem 9.2]. Теорема 1 доказана.
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ОБ ОДНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ МОДЕЛИ ОБСЛУЖИВАНИЯ

С КАТАСТРОФАМИ И ТЯЖЕЛЫМИ ХВОСТАМИ∗

А. И. Зейфман1, Я. А. Сатин2, И. А. Ковалёв3

Аннотация: Рассматривается нестационарная система массового обслуживания с катастрофами, одним
сервером и специальными групповыми поступлениями требований, причем интенсивности увеличива-
ющихся групп требований могут убывать достаточно медленно. Рассмотрен процесс X(t), описывающий
число требований в такой системе, доказано существование предельного режима распределения вероят-
ностей состояний и предельного среднего для X(t), получены оценки скорости сходимости к предельному
режиму и предельному среднему. Получены оценки аппроксимации с помощью усечений конечными
процессами. В качестве примера рассмотрена простая модель нестационарной системы с достаточно
медленной скоростью убывания интенсивностей поступления групп требований, когда размер группы
растет.

Ключевые слова: нестационарная система массового обслуживания; счетные марковские цепи; предель-
ные характеристики; скорость сходимости; аппроксимации

DOI: 10.14357/19922264210203

1 Введение

Первоначальное описание исходной модели
и первые исследования проведены в [1], соответ-
ствующая нестационарная ситуация была впервые
изучена в [2]. Аналогичная модель в случае на-
личия катастрофических сбоев системы введена
и изучена в [3]. При этом число требований в соот-
ветствующей системе обслуживания описывается
процессом X(t) (см. далее). В указанных работах
изучается случай, когда интенсивности поступле-
ния групп требований экспоненциально убывают
при увеличении размера группы. В настоящей ра-
боте исследуется ситуация «тяжелых хвостов», ко-
гда эти интенсивности убывают со степенной ско-
ростью.

2 Описание модели

Подробное описание модели приведено в [3],
здесь же отметим, что рассматриваемый про-
цесс X(t) является неоднородной марковской
цепью с непрерывным временем, счетным про-
странством состояний {0, 1, 2, . . .}, а транспониро-
ванная матрица интенсивностейA(t) = (aij(t))

∞
i,j=0

имеет вид:

A(t) =




−λ(t) µ(t)+γ(t)
λ(t)b1 − (λ(t)B2+µ(t) + γ(t))
λ(t)b2 λ(t)b2
λ(t)b3 λ(t)b3

...
...

γ(t) γ(t) . . .
µ(t) 0 . . .

− (λ(t)B3+µ(t)+γ(t)) µ(t) . . .
λ(t)b3 − (λ(t)B4+µ(t)+γ(t)) . . .

...
...

. . .



.

Здесь λ(t) — интенсивность поступления группы
требований; µ(t) — интенсивность обслуживания
одного требования; γ(t) — интенсивность ката-
строфы (одномоментной потери всех требований
в системе).

Далее, λ(t)bk — интенсивность поступления
группы требований такой, что общее их число в сис-
теме оказывается равным k, т. е. если в системе уже
есть k − j требований, то это интенсивность одно-
временного поступления группы из j требований.
При этом Bk =

∑∞
j=k bj при всех k ≥ 1, а B1 =

= 1. Все функции, определяющие интенсивности,
предполагаются неотрицательными и локально ин-
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тегрируемыми на [0,∞). Кроме того, разумеется,
предполагается выполненным условие

∑

k≥1
Bk =

∑

k≥1
kbk <∞. (1)

3 Получение оценок
для процесса X(t)

Обозначив через p(t) = (p0(t), p1(t), . . . )
T век-

тор вероятностей состояний для процессаX(t), по-
лучаем прямую систему Колмогорова

d

dt
p(t) = A(t)p(t),

которую в рассматриваемой ситуации удобно пре-
образовать к виду:

d

dt
p(t) = A∗(t)p(t) + g (t) , t ≥ 0, (2)

где g (t) = (γ (t) , 0, 0, . . . )T, аA∗(t)— матрица с эле-
ментами a∗ij(t),

a∗ij (t) =

{
a0j (t)− γ (t) при i = 0 ;

aij (t) в остальных случаях.

Далее будем предполагать, что найдется ε > 0
такое, что

∞∫

0

(γ(t)− ελ(t)) dt =∞. (3)

Если, в частности, интенсивности постоянны,
то (3) выполнено при положительном γ, а если
1-периодичны, то для выполнения (3) достаточно,
чтобы

∫ 1
0
γ(t) dt > 0.

Как показано в [3], выполнение условия (3) га-
рантирует слабую эргодичностьX(t)в равномерной
операторной топологии и оценку

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ e−
∫

t

0
γ(u) du ‖p∗ (0)− p∗∗ (0)‖ ≤
≤ 2e−

∫
t

0
γ(u) du, t ≥ 0, (4)

справедливую при любых начальных условиях
p∗ (0) и p∗∗ (0).

Однако, как и в предыдущих работах, интерес
представляет не само наличие предельного режима,
а возможность его построения.

Для получения нужных свойств и оценок потре-
буются некоторые вспомогательные «взвешенные»
нормы.

Положим d0 = 1, и пусть {dk} — неубывающая
последовательность, k ≥ 0. Рассмотрим диагональ-
ную матрицу ˜ = diag (d0, d1, d2, . . . ).

Тогда из (2) получим уравнение:

d

dt
“p(t) = “A∗(t)“p(t) + “g (t) , (5)

где “p(t) = ˜p(t); “A(t) = ˜A(t)˜−1; “g(t) = ˜g(t).
Далее будем оценивать логарифмическую нор-

му оператора “A(t). Если обозначить через −“αk(t)
сумму всех элементов k-го столбца матрицы “A(t),
то получим

“α0(t) ≥ γ(t)− λ(t)
∞∑

j=1

(
dj

d0
− 1
)
:= β(t);

“αk(t) ≥ γ(t)− λ(t)

∞∑

j=k+1

(
dj

dk
− 1
)

≥ “α0(t) = β(t),

k ≥ 1 .

Из условия (1) вытекает, что для любого ε > 0
найдется натуральное N такое, что

∑

k≥N

(k − 1) bk < ε.

Положим теперь dk = 1, если k < N , и dk = k
при k ≥ N .

Тогда логарифмическая норма оператора “A(t)
равна

− β∗(t) = sup
i




“aii(t) +
∑

j 6=i

“aji(t)




 = −β(t) ≤

≤ − (γ(t)− ελ(t)) .

Следовательно, вместо (4) получаем

‖“p∗ (t)− “p∗∗ (t)‖ ≤ e−
∫

t

0
β(u) du ‖“p∗ (0)− “p∗∗ (0)‖ ,

t ≥ 0 .

Далее, сравнивая соответствующие нормы и ма-
тематические ожидания, получаем такое утвержде-
ние.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1) и (3). То-

гда X(t) слабо эргодичен, имеет предельное среднее

и справедливы следующие оценки скорости сходи-

мости:

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ e−
∫

t

0
β(u) du ‖“p∗ (0)− “p∗∗ (0)‖ ,

t ≥ 0 ;
|E(t, k)− E(t, 0)| ≤ kNe−

∫
t

0
β(u) du, t ≥ 0 ,
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гдеE(t, j)— математическое ожидание (среднее чис-

ло требований) для X(t) при условии, что X(0) = j.

Оценим теперь само предельное среднее. До-
полнительно предположим выполнение условий

e
∫

t

s
β(u) du ≤ Re−a(t−s), γ(t) ≤ θ, (6)

для всех0 ≤ s ≤ tпри некоторых положительныхR,
a и θ.

Обозначим через “U(t, s) оператор Коши уравне-
ния (5). Тогда получим

“p(t) = “U(t, 0)“p(0) +

t∫

0

“U(t, τ)“g (τ) dτ,

откуда

lim sup
t→∞

“p(t) ≤ lim sup
t→∞

t∫

0

Re−a(t−τ)θ dτ ≤ Rθ

a
.

Тогда имеем

Следствие 1. Пусть выполнены условия (1) и (6).
Тогда при любом k справедлива следующая оценка:

lim sup
t→∞

E(t, k) ≤ NRθ

a
.

4 Аппроксимация усечениями
В заключение рассмотрим вопрос о построении

предельного режима и предельного среднего с по-
мощью аппроксимации усеченными процессами.
Получение не зависящих от времени оценок при
таких аппроксимациях описано в 4, 5].

Аналогично этим работам, будем отождествлять
конечные векторы и счетные векторы с теми же
ненулевыми координатами. Рассмотрим «усечен-
ную» матрицу (для краткости зависимость от t не
записываем)

A∗
K =




−λB∗
1 − γ µ 0 0 . . .
λb1 − (λB∗

2+ µ+ γ) µ 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
λbK λbK . . . . . . . . .

. . . 0

. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . − (λB∗
K + µ+ γ)


 ,

где B∗
k =

∑K
j=k bj .

Запишем аналогичную (2) систему для усечен-
ного процесса в виде:

d

dt
pK(t) = A

∗(t)pK(t) + g (t) +

+ (A∗
K(t)−A∗(t))pK(t), t ≥ 0 .

Тогда

pK(t) = U(t, 0)p(0) +

t∫

0

U(t, τ)g (τ) dτ +

+

t∫

0

U(t, τ) (A∗
K(τ)−A∗(τ))pK(τ) dτ =

= p(t) +

t∫

0

U(t, τ) (A∗
K(τ) −A∗(τ))pK(τ) dτ,

где U(t, s)— оператор Коши уравнения (2).
Следовательно, в любой норме справедлива

оценка:

‖p (t)− pK (t)‖ ≤

≤
t∫

0

‖U(t, τ)‖‖ (A∗
K(τ) −A∗(τ))pK(τ)‖ dτ. (7)

Рассмотрим норму ‖x‖˜ = ‖˜x‖, тогда
‖ “U(t, s)‖ = ‖U(t, s)‖˜ ≤ Re−a(t−s).

Для оценки второго множителя под знаком ин-
теграла в (7) отметим, что в левом верхнем квадрате
матрицы A∗

K − A∗ (где оба индекса не превосхо-
дятK) ненулевыми являются только диагональные
элементы, каждый из которых равен−λBK . Значит,

(A∗
K(τ) −A∗(τ))pK(τ) =

= −λ(τ)BK (p0(τ), . . . , pK(τ))
T
.

А тогда, предполагая, что λ(t) ≤ θ при всех t, полу-
чаем

‖ (A∗
K(τ)−A∗(τ))pK(τ)‖ ≤

≤ BKθ
∑

k≤K

dkpk(τ) ≤ BKNθ .

Тогда правая часть в (7) в ˜-норме не превосхо-
дитBKNRθ/a и получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1) и (6). Тогда

при X(0) = 0 справедливы следующие оценки:

‖p (t)− pK (t)‖ ≤ BKNRθ

a
→ 0 при k → ∞ ;

|E(t, 0)− EK(t, 0)| ≤
BKN

2Rθ

a
→ 0 при k → ∞.

5 Численный пример
Рассмотрим описанную модель с интенсивно-

стями γ = 1, λ(t) = 1 + sin 2πt и µ(t) = 1 +
+ cos 2πt, предполагая при этом, что bk = 4/((k(k +
+ 1)(k + 2))), т. е. убывание имеет степенной
характер.
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Рис. 1 Поведение вероятности p0(t) для усеченного
процесса, интервал [0, 20]: (а) 100 состояний; (б) 200;
(в) 300 состояний; 1 — x(0) = 0; 2 — x(0) = 100

Рис. 2 Предельная вероятность p0(t) для усеченного
процесса, интервал [20, 21]: (а) 100 состояний; (б) 200;
(в) 300 состояний; 1 — x(0) = 0; 2 — x(0) = 100

На рис. 1–4 показано поведение вероятности
отсутствия требований в системе p0(t) и среднего
числа требований в системе E(t, k) для усеченных
процессов с числом состояний 100, 200 и 300.

Можно отметить, что погрешность вектора ве-
роятностей состояний при усечениях, соответству-
ющихK = 100и 200, получается 1,2·10−2 и 1,2·10−3
соответственно, а для средних — 7,2·10−2 и 7,2·10−3
соответственно.
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Рис. 3 Поведение среднего E(t, k) для усеченного
процесса, интервал [0, 20]: (а) 100 состояний; (б) 200;
(в) 300 состояний; 1 — x(0) = 0; 2 — x(0) = 100

Рис. 4 Предельное среднее E(t, k) для усеченного про-
цесса, интервал [20, 21]: (а) 100 состояний; (б) 200;
(в) 300 состояний; 1 — x(0) = 0; 2 — x(0) = 100
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Abstract: The paper considers the nonstationary queuing system with catastrophes, one server, and special group
arrivals of requests. The intensities of increasing groups of requests can decrease rather slowly. The process X(t),
which describes the number of requirements in such system, is considered, the existence of a limiting regime of the
probability distribution of states and a limiting average for X(t) is proved, and estimates of the rate of convergence to
the limiting regime and the limiting average are obtained. Approximation estimates are obtained using truncations
by finite processes. As an example, the authors consider a simple model of a nonstationary system with a rather
slow rate of decrease in the arrival rates of customer groups when the group size grows.
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МНОГОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЫХОДЯЩИХ ПОТОКОВ

В СИСТЕМЕ С АБСОЛЮТНЫМ ПРИОРИТЕТОМ∗

В. Г. Ушаков1, Н. Г. Ушаков2

Аннотация: Изучена однолинейная система массового обслуживания с бесконечным числом мест для
ожидания, произвольным распределением времени обслуживания и пуассоновскими входящими пото-
ками требований. Между требованиями разных потоков действует дисциплина абсолютного приоритета
с обслуживанием заново прерванного требования. Методом вложенных цепей Маркова исследуется мно-
гомерный случайный процесс, компоненты которого — число требований фиксированного приоритета
в системе и длительность интервала времени между последовательными моментами ухода из системы
требований этого приоритета. Найдены конечномерные распределения указанного процесса. В каче-
стве следствия получены преобразования Лапласа–Стилтьеса одномерных и двумерных распределений
выходящего потока требований каждого приоритета в стационарном режиме.

Ключевые слова: выходящий поток; абсолютный приоритет; вложенная цепь Маркова; одноканальная
система
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1 Введение

Свойства выходящих из системы обслуживания
потоков требований важны при решении многих
задач, среди которых исследование сетей массо-
вого обслуживания, статистический анализ пара-
метров системы, оптимальное управление работой
системы.

Вероятностные свойства выходящих потоков
в приоритетных системах изучены пока недоста-
точно глубоко. В частности, практически нет работ,
посвященных исследованию многомерных распре-
делений. Методы, применяемые в работах [1–3]
при нахождении одномерных распределений, обоб-
щить на случай многомерных распределений не
удается. В работе [4] предложен метод нахожде-
ния любых конечномерных распределений в систе-
ме с относительным приоритетом. В настоящей
работе этот метод применен для анализа системы
с абсолютным приоритетом и обслуживанием пре-
рванного требования заново.

2 Обозначения и определения

Рассматривается система обслуживания типа
Mr|Gr |1|∞ с абсолютным приоритетом и обслу-

живанием прерванного требования заново. Счи-
таем, что потоки пронумерованы в порядке убы-
вания их важности, т. е. требования из потока
с меньшим номером обладают более высоким
приоритетом. Пусть a1, . . . , ar — интенсивности,
а B1(x), . . . , Br(x) — функции распределения вре-
мен обслуживания требований потоков 1, . . . , r со-
ответственно. Обозначим

βi(s) =

∞∫

0

e−sxdB(x); βij =

∞∫

0

xjdBi(x);

σk = a1 + · · ·+ ak, k = 1, . . . , r;

σ0 = 0; σ = σr; ρ11 = a1β11;

ρi1 = a1β11 + a2σ
−1
1

(
β−1
2 (σ1)− 1

)
+ · · ·

· · ·+ aiσ
−1
i−1
(
β−1

i (σi−1)− 1
)
, i = 2, . . . , r.

Пусть, далее, tiN — момент ухода из системы N-го
требования приоритета i (нумерация требований
проводится для каждого приоритета отдельно в по-
рядке их ухода из системы), ti0 = 0, τiN = tiN −
− ti,N−1, Li(t) — число требований i-го потока
(приоритета i) в системе в момент времени t, i =
= 1, 2, . . . r, N = 1, 2, . . .

Всюду в дальнейшем будем считать выполнен-
ным условие эргодичности ρr1 < 1. Положим

∗Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (проект 075-15-2019-
1621).
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Многомерные распределения выходящих потоков в системе с абсолютным приоритетом

Pi (n, x) = lim
N→∞

P (Li(tiN + 0) = n, τiN < x) ;

Qi (n,m, x, y) = lim
N→∞

P (Li(tiN + 0) = n,

Li(ti,N−1 + 0) = m, τiN < x, τi,N−1 < y) ;

pi (z, s) =

∞∫

0

e−sx
∞∑

n=0

zndxPi (n, x) ;

qi (w, z, s1, s2) =

=

∞∫

0

∞∫

0

e−s1xe−s2y
∞∑

n=0

∞∑

m=0

wnzmdxdyQi (n,m, x, y) ;

fi(s) = lim
N→∞

∞∫

0

e−sxdP(τiN < x);

gi(s1, s2) =

= lim
N→∞

∞∫

0

∞∫

0

e−s1xe−s2ydxdyP(τiN < x, τi,N−1 < y).

3 Предварительные результаты

При изучении выходящих потоков будут ис-
пользованы некоторые известные результаты (см.,
например, [5]) для рассматриваемой системы мас-
сового обслуживания. Пусть šk, Hk и ški — k-пе-
риод, k-цикл и ki-период соответственно:

πk(s) = Ee−sšk ; hk(s) = Ee−sHk ; πki(s) = Ee−sški .

Тогда

πk(s) =
k∑

i=1

aiσ
−1
k πki(s);

hk(s) = βk (s+ σk−1)×

×
(
1− σk−1πk−1(s)

s+ σk−1
(1− βk (s+ σk−1))

)−1
,

а πki(s) — единственное решение системы уравне-
ний

πk(s) = βi


s+ σk −

k∑

j=i

ajπkj(s)


−

i−1∑

j=1

πkj(s)×

× πki(s)

1 − βi

(
s+ σk −

∑k

j=i
ajπkj(s)

)

(
s+ σk −

∑k

j=i
ajπkj(s)

) ,

i = 1, . . . , k.

Пусть, далее, Wi(t) — виртуальное время ожи-
дания для требований приоритета i в момент вре-
мени t:

ω∗
i (s, t) = Ee−sWi(t);

ωi(s, q) =

∞∫

0

e−qtω∗
i (s, t) dt.

Тогда

ω1(s, q) =
1− sp

(1)
0 (q)

q − α1(s)
,

ωi(s, q) =
1− sp

(i)
0 (q)− (1− πi−1(s))p

(i)
1 (q)

q − αi(s)
,

i = 2, . . . , r.

Здесь

αk(s) = s− ak + akhk(s);

p
(k)
0 (q) = (q + σk − σkπk(q))

−1, k = 1, . . . , r;

p
(k)
1 (q) =

1− (q + ak − akπkk(q))p
(k)
0 (q)

1− πk−1(q + ak − akπkk(q))
,

k = 2, . . . , r.

4 Основные результаты
В дальнейшем будут изучены выходящие пото-

ки требований приоритетов 2, . . . , r. Для требова-
ний первого приоритета справедливы результаты
для неприоритетной системы, в которую поступает
только первый поток. Основные результаты работы
содержатся в приводимых ниже двух теоремах.

Теорема 1. Функции pi (z, s) и qi (z, w, s1, s2) опреде-

ляются соотношениями:

pi (z, s) =
(
z−1 (pi(z, 0)− pi(0, 0)) + aipi(0, 0)×

× ωi−1 (s+ ai−1 − ai−1πi−1,i−1 (s+ ai − aiz) +

+ ai − aiz, s+ ai)) hi (s+ ai − aiz) ; (1)

qi (z, w, s1, s2) =

=
(
z−1 (pi(zw, s2)− pi(0, s2)) + aipi (0, s2) ×

× ωi−1 (s1 + ai−1 − ai−1πi−1,i−1 (s1 + ai − aiz) +

+ ai − aiz, s1 + ai))hi(s1 + ai − aiz). (2)

Функция pi (z, 0) равна

pi (z, 0) =
pi(0, 0)hi (ai − aiz)

z − hi(ai − aiz)
(aizωi−1 (ai−1 −

− ai−1πi−1,i−1(ai − aiz) + ai − aiz, ai)− 1) , (3)

где

p2(0, 0) = a
−1
2 (1− ρ21) (σ2 − a1π1(a2)) ;

pi(0, 0) = a
−1
i (1− ρi1) (σi − σi−1πi−1(ai))×

×
(
1− ρi−2,1 + σ

−1
i−2ρi−2,1 ×
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× σi−1 − σi−1πi−1(ai)− ai−1 + ai−1πi−1,i−1(ai)

1− πi−2(ai + ai−1 − ai−1πi−1,i−1(ai))

)−1
,

i = 3, . . . , r ;

pi(0, s) = (vi + aipi(0, 0)ωi−1 ×
× (s+ ai−1 − ai−1πi−1,i−1(s+ ai) + ai, s+ ai))×

× hi (s+ ai) ;

vi = pi(0, 0)
(
h−1i (ai)− ai ×

× ωi−1 (ai−1 − ai−1πi−1,i−1(ai) + ai, ai)) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассматривая два соседних
момента ухода требований i-го приоритета из сис-
темы, имеем

Pi(n, x) =

=

n+1∑

j=1

Pi(j,∞)
x∫

0

e−aiu
(aiu)

n−j+1

(n− j + 1)!
dHi(u) +

+ Pi(0,∞)
x∫

0

Gi(u, n, x− u) d
(
1− e−aiu

)
, (4)

где Gi(u, k, v) — вероятность того, что первое тре-
бование приоритета i уйдет из системы через время,
меньшее чем u+v, и в момент его ухода будет k тре-
бований этого приоритета, при условии что оно
поступает в момент u, а в начальный момент систе-
ма свободна.

Положим

gi(u, z, s) =

∞∑

k=0

zk

∞∫

0

e−sxdxGi(u, k, x).

Тогда при i > 2 имеем

gi(u, z, s) = ω
∗
i−1 (s+ ai−1 − ai−1πi−1,i−1 (s+ ai −

− aiz) + ai − aiz, u)hi (s+ ai − aiz) .

Переходя в (4) к производящим функциям
и преобразованиям Лапласа–Стилтьеса, получа-
ем (1). Из (1) при s = 0 получаем (3). Устремляя
в (3) z к единице, находим pi(0, 0).

Рассмотрим теперь три последовательных мо-
мента ухода из системы требований i-го приорите-
та. Имеем

Qi (n1, n2, x, y) =

= Pi (n2, y)

x∫

0

e−aiu
(aiu)

n1+1−n2

(n1 + 1− n2)!
dHi(u),

n2 > 1 , n1 > n2 − 1 ; (5)

Qi (n1, 0, x, y) =

= Qi(0, y)

x∫

0

Gi (u, n1, x− u) d
(
1− e−aiu

)
. (6)

Переходя в (5) и (6) к производящим функциям
и преобразованиям Лапласа–Стилтьеса, получа-
ем (2).

Теорема 2. Справедливы следующие соотношения:

fi(s) = (1− pi(0, 0) + aipi(0, 0)×
× ωi−1 (s+ ai−1 − ai−1πi−1,i−1(s), s+ ai))hi(s),

gi(s1, s2) = (1− pi(0, s2) + aipi(0, s2)×
× ωi−1 (s1 + ai−1 − ai−1πi−1,i−1(s1), s1 + ai))×

× hi(s1).

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно вытекает из
результатов теоремы 1 и соотношений fi(s) =
= pi (1, s) и gi(s1, s2) = qi (1, 1, s1, s2) .
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The multivariate distributions of output streams in a queueing system with preemptive repeat priority
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Abstract: The paper studies a single server queuing system with r types of customers, preemptive repeat priority,
and an infinite number of positions in the queue. The arrival stream of customers of each type is a Poisson stream.
Each type has its own generally distributed service time characteristics. The main result is the Laplace–Stieltjes
transform of one- and two-dimensional stationary distribution functions of the interdeparture times for each type
of customers. The analysis of the output process is carried out by the method of embedded Markov chains.
As embedded times, successive moments of the end of service of the same type customers are selected. From
a practical perspective, an accurate characterization of the interdeparture time process is necessary when studying
open networks of queues.
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АНАЛИЗ НЕСМЕЩЕННОЙ ОЦЕНКИ СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОГО

РИСКА МЕТОДА БЛОЧНОЙ ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКИ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Методы обработки сигналов и изображений, основанные на вейвлет-разложении и пороговой
обработке, приобрели большую популярность при решении задач подавления шума и компрессии. Это
объясняется их адаптивностью к локальным особенностям исследуемых функций, высокой скоростью
алгоритмов обработки и оптимальностью получаемых оценок. В данной работе рассмотрен метод
блочной пороговой обработки, в котором коэффициенты разложения обрабатываются группами, что
позволяет учитывать информацию о соседних коэффициентах. В модели с аддитивным шумом проведен
анализ несмещенной оценки среднеквадратичного риска и показано, что при определенных условиях
регулярности эта оценка является сильно состоятельной и асимптотически нормальной. Данные свойства
позволяют использовать оценку риска в качестве критерия качества метода и строить асимптотические
доверительные интервалы для теоретического среднеквадратичного риска.

Ключевые слова: вейвлеты; блочная пороговая обработка; несмещенная оценка риска; асимптотическая
нормальность; сильная состоятельность

DOI: 10.14357/19922264210205

1 Введение

Методы вейвлет-анализа успешно применяются
в задачах непараметрического оценивания функ-
ций и задачах обработки и анализа сигналов
и изображений. Они приобрели свою популяр-
ность благодаря адаптивности, вычислительной
эффективности и асимптотической оптималь-
ности. Стандартные вейвлет-методы использу-
ют процедуры пороговой обработки, применяемые
отдельно к каждому коэффициенту вейвлет-разло-
жения. Коэффициент сравнивается с пороговым
значением, и если его абсолютная величина ока-
зывается меньше этого значения, то он обнуляет-
ся. Самыми популярными являются процедуры
жесткой и мягкой пороговой обработки. Однако
они имеют свои недостатки и часто не достигают
оптимальных результатов. В частности, хорошо
известный метод VisuShrink [1] приводит к слиш-
ком сглаженным оценкам функции. В работе [2]
рассмотрен метод блочной пороговой обработки,
при котором коэффициенты обрабатываются не
отдельно, а группами. Цель такого подхода за-
ключается в использовании информации о сосед-
них коэффициентах. Получаемые оценки имеют
оптимальный (в минимаксном смысле) порядок
среднеквадратичного риска для различных классов
функций [3].

Для практического анализа погрешности данно-
го метода можно использовать несмещенную оцен-
ку среднеквадратичного риска [4], которая зависит
только от наблюдаемых данных и дает возможность
оценивать качество обработанного сигнала без ис-
пользования «эталонных функций». В данной рабо-
те исследуются статистические свойства этой оцен-
ки и показывается, что для довольно широкого
класса пространств Бесова она является асимпто-
тически нормальной и сильно состоятельной. Для
методов пороговой обработки отдельных коэффи-
циентов подобные исследования проводились в ра-
ботах [5–8] в предположении о принадлежности
исследуемой функции сигнала классу равномерно
регулярных по Липшицу функций.

2 Метод блочной пороговой
обработки

Для функции сигнала f ∈ L2(R) разложение по
вейвлет-базису имеет вид:

f =
∑

j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k, (1)

где ψj,k(t) = 2
j/2ψ(2jt − k), а ψ(t) — некоторая

вейвлет-функция (семейство {ψj,k}j,k∈Z образует
ортонормированный базис в L2(R)). Индекс j

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 19-07-00352) и в соответствии с программой Московского центра
фундаментальной и прикладной математики.

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычис-
лительной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.ru
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в (1) называется масштабом, а индекс k — сдви-
гом. Преимущество разложения (1) заключается
в «экономном» представлении функций, т. е. для
довольно широкого класса функций лишь отно-
сительно небольшое число коэффициентов в (1)
заметно отлично от нуля.

Если вейвлет-функция ψ имеет r непрерывных
производных и r нулевых моментов, определим при
0 < γ < r и 1 6 p, q 6 ∞ полунорму последователь-
ности вейвлет-коэффициентов выражением

|f |Bγ
p,q
=




∞∑

j=0


2sj

(
∑

k

|〈f, ψj,k〉|p
)1/p




q

1/q

,

где

s = γ +
1

2
− 1
p
.

Далее будем считать, что f задана на конеч-
ном отрезке и принадлежит пространству Бесова
Bγ

p,q(A) (A > 0), т. е. |f |Bγ
p,q

6 A.
Модель данных, рассматриваемая в данной ра-

боте, предполагает, что функция сигнала задана
в дискретных отсчетах и наблюдения содержат шум:

Xi = fi + ǫi, i = 1, . . . , 2J ,

где 2J — число отсчетов функции сигнала; fi —
незашумленные значения функции сигнала; ǫi —
независимые нормально распределенные случай-
ные величины с нулевым средним и дисперсией σ2.
После применения дискретного вейвлет-преобра-
зования получается следующая модель зашумлен-
ных вейвлет-коэффициентов:

Yj,k = µj,k+ ǫ
W
j,k, j = 0, . . . , J−1 , k = 0, . . . , 2j −1 ,

где ǫWj,k независимы и имеют такое же распределе-

ние, как и ǫi, а µj,k ≈ 2J/2〈f, ψj,k〉.
Для подавления шума коэффициенты Yj,k под-

вергаются некоторой обработке. Самыми распро-
страненными стали методы жесткой и мягкой поро-
говой обработки и их модификации [1, 9–16]. При
использовании этих методов происходит сравнение
абсолютной величины каждого коэффициента с не-
которым порогом, и если это значение оказывается
меньше порога, то коэффициент считается шумом
и обнуляется. Такие методы обрабатывают каждый
коэффициент отдельно, не используя информацию
о других коэффициентах. Блочная пороговая об-
работка применяется к группам соседних коэффи-
циентов, т. е. решение об обнулении принимается
сразу по всем коэффициентам из группы.

Пусть Bj,1, . . . , Bj,Mj
— разбиение множества

индексов {0, . . . , 2j − 1} на блоки одинаковой дли-
ны L (для удобства предположим, что 2j делится

на L). Пусть S2j,m =
∑

k∈Bj,m
Y 2j,k. Оценки коэффи-

циентов µj,k вычисляются по правилу

µ̂j,k =

(
1− TLσ2

S2j,m

)

+

Yj,k, j = 0, . . . , J − 1, k ∈ Bm,

т. е. если величина
∑

k∈Bj,m
Y 2j,k меньше поро-

га TLσ2, то все коэффициенты в рассматриваемом
блоке обнуляются.

На качество оценок, получаемых с помощью
блочной пороговой обработки, естественно влияют
размер блока L и значение порога T . В работе [3]
показано, что при L = log 2J достигается баланс
между локальной и глобальной адаптивностью ме-
тода блочной пороговой обработки, и если при
этом T ∗ ≈ 4,50524 (T ∗ является корнем уравне-
ния T − logT −3 = 0), то среднеквадратичный риск
оказывается (почти) оптимальным (в минимаксном
смысле). В данной работе рассматриваются именно
такие значения L и T .

3 Несмещенная оценка
среднеквадратичного риска
и ее свойства

Среднеквадратичный риск описанного выше
метода определяется по формуле:

RJ (T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E (µ̂j,k − µj,k)
2
.

Вычислить его значение на практике нельзя, по-
сколькуRJ(T ) зависит от ненаблюдаемых «чистых»
коэффициентов µj,k.

В [3] показано, что

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E (µ̂j,k − µj,k)
2
=

J−1∑

j=0

Mj∑

m=1

EFm[T, L],

где

Fm(T, L) =
[
Lσ2 +

+
T 2L2σ4 − 2TLσ4(L− 2)

S2j,m
11(S2j,m > TLσ2) +

+
(
S2j,m − 2Lσ2

)
11

(
S2j,m 6 TLσ2

)]
.

Таким образом, величина

R̂J (T ) =

J−1∑

j=0

Mj∑

m=1

Fm(T, L) (2)
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служит несмещенной оценкойRJ (T ), не зависящей
от µj,k.

Покажем, что оценка (2) является асимптотиче-
ски нормальной.

Теорема 1. Пусть f ∈ Bγ
p,q(A) и задана на конечном

отрезке. Пусть вейвлет-функция ψ имеет r непре-

рывных производных и r нулевых моментов, r > γ.

Если 1 6 p, q 6 ∞ и γ > max(0, 1/p − 1/2), то при

J → ∞

P

(
R̂J (T

∗)−RJ(T
∗)

σ2
√
2J+1

< x

)
→ �(x), (3)

где�(x)— функция распределения стандартного нор-

мального закона.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем 0 < d < 1 и запи-
шем:

R̂J (T
∗)−RJ(T

∗) =

=

[dJ]∑

j=0

Mj∑

m=1

[Fm(T
∗, L)− EFm(T

∗, L)] +

+

J−1∑

j=[dJ]+1

Mj∑

m=1

[Fm(T
∗, L)− EFm(T

∗, L)] . (4)

Число слагаемых в первой сумме не превосхо-
дит 2[dJ]+1. Кроме того, существует такая константа
CF > 0, что

|Fm(T
∗, L)− EFm (T

∗, L)| 6 CFT
∗L п. в. (5)

Применяя неравенство Хеффдинга, получаем, что
для любого δ > 0 найдется константа Cδ > 0 такая,
что

P





∣∣∣∣∣∣

[dJ]∑

j=0

Mj∑

m=1

[Fm(T
∗, L)−

− EFm(T
∗, L)]

∣∣∣∣∣∣

/(
σ2

√
2J+1

)
> δ



 6

6 exp
{
−Cδ2

J−dJ
}
, (6)

т. е.

∑[dJ]

j=0

∑Mj

m=1
[Fm(T

∗, L)− EFm(T
∗, L)]

σ2
√
2J+1

P→ 0

при J → ∞. (7)

При p1 6 p2 справедливы неравенства [3]:




2j−1∑

k=0

|µj,k|p2



1/p2

6




2j−1∑

k=0

|µj,k|p1



1/p1

6

6 2j(1/p1−1/p2)



2j−1∑

k=0

|µj,k|p2


1/p2

. (8)

Так как f ∈ Bγ
p,q(A), то

2js




2j−1∑

k=0

|µj,k|p



1/p

6 A2J/2

и из неравенств (8) следует, что при p > 2

2j−1∑

k=0

µ2j,k 6 A22−2γj+J . (9)

Для произвольного ε > 0 при всех j > dJ суще-
ствует не более A22J−2γj+εj слагаемых в (9) таких,
что

∑
k∈Bj,m

µ2j,k > 2
−εj . Выделяя эти слагаемые из

второй суммы в (4) в отдельную сумму S′ и приме-
няя к S′ неравенство Хеффдинга, аналогичное (6),
получаем, что

S′

σ2
√
2J+1

P→ 0 при J → ∞ .

Таким образом, без ограничения общности мож-
но считать, что во второй сумме в (4)

∑
k∈Bj,m

µ2j,k →
→ 0 при J → ∞ для всех m = 1, . . . ,Mj и j > dJ .

Если p < 2 и γ > 1/p − 1/2, то s > 0 и из
неравенств (8) следует, что

2j−1∑

k=0

µ2j,k 6 A22−2sj+J . (10)

Рассуждая аналогично случаю p > 2, заключаем,
что без ограничения общности можно считать, что
во второй сумме в (4) также

∑
k∈Bj,m

µ2j,k → 0 при
J → ∞ для всех m = 1, . . . ,Mj и j > dJ .

Рассмотрим дисперсии слагаемых во второй
сумме в (4). Имеем

DFm(T
∗, L) = D

[
S2j,m − Lσ2 + Uj,m(T

∗, L)
]
,

где

Uj,m(T
∗, L) =

=

[
(T ∗L)2σ4 − 2T ∗Lσ4(L− 2)

S2j,m
− S2j,m + 2Lσ

2

]
×

× 11(S2j,m > T ∗Lσ2).

ПустьXL — случайная величина, имеющая распре-
деление χ2L с L степенями свободы, и C1 и C2 —
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некоторые положительные константы. Тогда в си-
лу (9) или (10) для некоторой константы 1 < Cχ <
< 1 + δχ (0 < δχ < 1)

D
[
S2j,m11

(
S2j,m > T ∗Lσ2

)]
6

6 E
[(
S2j,m

)2
11(S2j,m > T ∗Lσ2)

]
6

6 C2χE
[
X2L11(CχXL > T ∗L)

]
6

6 C1(T
∗L)2P (CχXL > T ∗L)

и аналогично

D

([
(T ∗L)2σ4 − 2T ∗Lσ4(L− 2)

S2j,m
+ 2Lσ2

]
×

× 11(S2j,m > T ∗Lσ2)

)
6 C2(T

∗L)2P (CχXL > T ∗L).

В силу леммы 2 из работы [3] и вида T ∗ и L

(T ∗L)2 P (CχXL > T ∗L)→ 0 при J → ∞ .

Таким образом, учитывая очевидное соотноше-
ние для дисперсии разности случайных величин
X − Y :
(√
DX −

√
DY
)2

6 D(X − Y ) 6
(√
DX +

√
DY
)2
,

получаем

lim
J→∞

D
∑J−1

j=[dJ]+1

∑Mj

m=1
Fm(T

∗, L)

D
∑J−1

j=[dJ]+1

∑2j−1

k=0
Y 2j,k

= 1 . (11)

Кроме того, поскольку Yj,k независимы и DY 2j,k =
= 2σ4 + 4σ2µ2j,k, получаем

lim
J→∞

D
∑J−1

j=[dJ]+1

∑2j−1

k=0
Y 2j,k

σ42J+1
= 1 . (12)

Наконец, выполнено условие Линдеберга: для
любого ǫ > 0 при J → ∞

1

D2J

J−1∑

j=[dJ]+1

Mj∑

m=1

E
[
(Fm(T

∗, L)− EFm(T
∗, L))2 ×

× 11 (|Fm(T
∗, L)− EFm(T

∗, L)| > ǫDJ)
]
→ 0 , (13)

где

D2J = D
J−1∑

j=[dJ]+1

Mj∑

m=1

[Fm(T
∗, L)− EFm(T

∗, L)] .

Действительно, в силу (5), (11) и (12) начиная
с некоторого J все индикаторы в (13) обращаются
в ноль. Объединяя (7), (12) и (13), получаем (3).
Теорема доказана.

Докажем теперь свойство сильной состоятель-
ности оценки (2), справедливое при более слабых
ограничениях.
Теорема 2. Пусть f ∈ L2(R) и задана на конеч-

ном отрезке, тогда при любом α > 1/2 имеет место

сходимость

R̂J(T
∗)−RJ(T

∗)

2αJ
→ 0 п. в. при J → ∞ . (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя неравенство Хеф-
фдинга, с учетом (5) получаем, что для любого δ > 0
найдется константа Cδ > 0 такая, что

pJ = P




∣∣∣R̂J(T
∗)− RJ(T

∗)
∣∣∣

2αJ
> δ


 6

6 exp
{
−Cδ2

2αJ−J
}
,

и, поскольку
∑∞

J=1 pJ < ∞, в силу леммы Бореля–
Кантелли выполнено (14). Теорема доказана.

Теоремы 1 и 2 дают теоретическое обосно-
вание использования значения R̂J (T

∗) в каче-
стве оценки неизвестной величины риска (по-
грешности) RJ(T

∗), а также дают возможность
строить асимптотические доверительные интерва-
лы для RJ (T

∗).
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ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ПОПОЛНЯЕМЫХ КОЛЛЕКЦИЙ

BIG DATA В РЕЖИМЕ ПРОЦЕССНО-РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ∗

А. А. Грушо1, М. И. Забежайло2, Д. В. Смирнов3, Е. Е. Тимонина4

Аннотация: Обсуждается задача поиска релевантных заданной цели данных в постоянно пополняемых
новой информацией коллекциях Big Data в условиях жестких ограничений на допустимое время (так
называемое процессно-реальное время) анализа данных (АД) и поддержки принятия решений (ППР).
В основе развиваемого подхода — использование современных методов искусственного интеллекта,
в частности представления знаний и формализации рассуждений в системах интеллектуального АД
(ИАД). Рассматривается ряд критически значимых для результативности такого ИАД барьеров, в том
числе обусловленных доказуемой трудноразрешимостью возникающих здесь комбинаторных задач, осо-
бенностями представления знаний и управления перебором вариантов, а также некоторыми аспектами
управления полнотой и точностью порождаемых результатов. Представлена схема формализации раз-
виваемой процедурной конструкции ИАД. Обсуждаемый подход сопровождается иллюстрациями его
реализации в рамках системы идентификации признаков вредоносной инсайдерской активности в круп-
ном отечественном коммерческом банке.

Ключевые слова: Big Data; процессно-реальное время; интеллектуальный анализ данных; информацион-
ная безопасность; поиск инсайдеров
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1 Введение

Потребность в разработке проблемно-ориен-
тированных средств «навигации» в Big Data оче-
видным образом ассоциируется с потребностью
в разработке эффективных поисковых технологий,
которые позволяли бы результативно обрабатывать
большие объемы не только собственно исходных
«сырых» данных, но и формируемой на их основе
аналитики — витрин данных, графической ин-
формации, dashboard’ов и др. Критичными здесь
оказываются потребности в обработке больших
объемов постоянно изменяющейся, пополняемой
новыми сведениями информации в условиях жест-
ких временн‚ых ограничений (так называемого про-
цессно-реального времени) АД и ППР.

При решении поисковых задач такого типа се-
годня широко используется ряд коммерческих кор-
поративных поисковых систем, в частности Algo-
lia [1], IBM Watson Discovery [2], Yext [3], Swiftype [4],
SearchUnify [5]. Популярны корпоративные поис-
ковые системы с открытым исходным кодом, на-
пример ElasticSearch [6], Solr [7], Sphinx [8]. Среди
отечественных коммерческих корпоративных по-

исковых систем, по-видимому, наиболее известны
Спутник (Ростелеком) [9] и 1C [10].

Говоря о критически значимых характеристиках
корпоративных поисковых систем (так называемых
поисковиков — см. [1–10]), следует в первую очередь
обратить внимание:

– на скорость индексирования первичных дан-
ных, т. е. быстроту переработки поисковиком
входных «сырых» данных для занесения в свой
внутренний поисковый аппарат — системы
поисковых индексов, классификаторы и т. п.
Обычно этот параметр оценивается в мегабай-
тах чистого «сырого» входного текста в секунду;

– на скорость переиндексации — реконструкции
поискового инструментария, т. е. обновления
индексов или создания новых с приходом но-
вой входной информации. При этом может
поддерживаться как инкрементальное индек-
сирование, так и полная перестройка (пере-
формирование) индекса, могут использоваться
и дополнительные индексы, в том числе так
называемый дельта-индекс, в который включа-
ется только новая информация;
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– на поддерживаемые API (application program-
ming interface). Поисковое ядро необходи-
мо связывать с приложениями, которые могут
иметь библиотеки, работающие с API поиско-
вика;

– на взаимосвязь размеров базы и скорости по-
иска, так как некоторые поисковики попросту
перестают отвечать на запросы при индексах,
содержащих более 50 млн записей;

– на поддерживаемые типы входных документов,
т. е. возможность индексации различных типов
источников — систем управления базами дан-
ных, файловых хранилищ и т. п.

К сожалению, на текущий момент рынок не
предлагает надежных коммерческих систем под-
держки поиска и идентификации признаков вре-
доносной инсайдерской активности, способных
обеспечить результативное применение в крупных
отечественных финансовых структурах. Именно
по этим причинам целенаправленного обсуж-
дения заслуживает разработка методики выявления
признаков инсайдерской активности и создание
компьютерной системы поддержки профильной
деятельности оперативных работников служб
безопасности.

2 Профиль угроз

Стандартный подход к решению задачи иден-
тификации признаков вредоносной инсайдерской
активности в текущих данных мониторинга функ-
ционирования объекта защиты базируется на выде-
лении в наблюдаемых данных отслеживаемого по-
ведения пользователей защищаемой системы таких
фактических действий, которые могут быть класси-
фицированы как потенциально опасное, способное
привести к вредоносным последствиям поведение.

Разработка методики и инструментария иден-
тификации признаков инсайдерской активности
основана на формировании актуальной модели
угроз. Модель угроз формализуется в виде профи-
ля угроз (ПУ), представляющего собой постоянно
поддерживаемый в актуальном состоянии перечень
так называемых типовых сценариев (ТС). Исход-
ные ТС рождаются из информации, взятой из опыта
оперативных сотрудников, вовлеченных в рассле-
дования конкретных случаев мошенничества (при-
знаки инсайдерской активности). Опыт опера-
тивных сотрудников сначала фиксируется в виде
текстового описания, которое далее преобразуется
в машиночитаемый формализованный вид. При
этом может быть задействовано промежуточное

представление знаний о каждом из ТС в виде фрей-
ма. Для описания данных в слотах подобных фрей-
мов предусмотрены иерархии типов данных: от бу-
левых значений признаков: «да»/«нет» — до графов
параметров и отношений между такими параме-
трами с пометками на вершинах и ребрах, а также
текстовых комментариев, например в виде Bina-
ry Large Objects (BLOB). Кроме обобщения опыта
в формировании ТС используется ИАД и машинное
обучение (МО).

Простейший вариант представления знаний
в ТС ПУ — использование булевых значений
«да»/«нет», позволяющих описать каждый такой
фрейм в виде множества характеризующих именно
его признаков. В свою очередь, множество всех
используемых при описании текущего ПУ призна-
ков определяет битовый вектор, соответствующими
единицами которого кодируется каждый из соот-
ветствующих ТС в ПУ. Обработка машиночита-
емого описания фреймов, представленных в виде
битовых векторов, дает возможность получить су-
щественный выигрыш в производительности при
анализе текущих данных, так как позволяет органи-
зовать сравнение текущей ситуации с описаниями
ТС средствами одной вычислительной макроопе-
рации.

Множество ТС представляет систему фильтров,
позволяющих сократить объем данных для даль-
нейшего анализа и, по возможности, не пропустить
информацию о признаках действий инсайдеров.

3 Организация быстрой
фильтрации на основе
множества типовых сценариев

Критически важную роль в обеспечении резуль-
тативности обсуждаемого подхода к выделению из
исходных «сырых» Big Data информации, содержа-
щей признаки вредоносной инсайдерской актив-
ности, играют две группы характеристик:

(1) чувствительность критериев релевантности
ПУ, т. е. возможности ошибок первого и вто-
рого рода и, как следствие, возможности не-
полноты идентификации признаков инсай-
дерской активности и ложных срабатываний;

(2) размерность текущего описания ПУ, опреде-
ляющая параметры перебора всех совпадений
его фрагментов с элементами описания теку-
щего множества отслеживаемых данных.

Если перебирать совпадения описаний каждого
ТС с текущим множеством отслеживаемых данных
по каждому пользователю, то задача приобретет
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экспоненциальную сложность. Однако даже в этой
ситуации перебор можно сократить за счет отказа
от повторных проверок общих для нескольких ТС
фрагментов:

– выделения всех общих для всех ТС частей;

– упорядочения их по взаимной вложимости, т. е.
формирования частично упорядоченного мно-
жества таких фрагментов в виде диаграммы
сходств;

– организации выделения общих с множеством
отслеживаемых данных фрагментов, начиная
с нижнего «этажа» этой диаграммы с наибо-
лее часто встречаемых в ТС общих фрагментов,
затем двигаясь «вверх» к наименее часто встре-
чающимся общим фрагментам и далее — к соб-
ственно полным описаниям актуальных ТС.

В общем случае приходится иметь дело с экспо-
ненциально быстро растущим (с линейным ростом
размеров описания текущих ТС) числом элементов
в такой диаграмме. Однако можно показать, что
верхняя и нижняя границы такой диаграммы мо-
гут быть построены полиномиально быстро, а ана-
лиз большинства реальных множеств отслежива-
емых данных требует проверки лишь нескольких
из всех цепей частичного порядка в таких диаграм-
мах. Каждая из таких цепей, ведущая от одного из
элементов нижней границы диаграммы к одному
из ее верхних элементов, имеет длину, ограничен-
ную полиномом от размеров текущего описания
имеющихся ТС. Это легко объясняется содержа-
тельными соображениями, т. е. характеристиками
бизнес-активности пользователей в реальных ситу-
ациях. Дополнительно «навигация» «снизу вверх»
по цепям частичного порядка открывает возмож-
ности проактивной ориентации офицеров безопас-
ности в «подсвеченных» ситуациях, демонстри-
рующих релевантность текущей отслеживаемой
ситуации фрагментам описания какого-либо из из-
вестных ТС. Таким образом, этот метод позволяет
целенаправленно фокусировать внимание и ресур-
сы на потенциально опасных направлениях разви-
тия каждой конкретной отслеживаемой ситуации
в динамике ее изменений.

4 Формирование типовых
сценариев с помощью
интеллектуального анализа
данных и машинного обучения

Первоначально ТС строятся на основе опы-
та оперативных работников, т. е. ТС формируются

как прецеденты, содержащие признаки инсайдеров
(они помечаются меткой «+»), и как прецеден-
ты, которые заведомо не связаны с деятельностью
инсайдеров (помечаются меткой «−»). Остальные
прецеденты помечаются меткой «0» как неопре-
деленные. Описания прецедентов формализуются
следующим образом.

Исходные («сырые») данные описываются
множеством наблюдаемых значений параметров
x1, x2, . . . , xn. В условиях открытости это множе-
ство может меняться. Каждый параметр xi, i =
= 1, . . . , n, имеет домен своих значений (характе-
ристик):

A1 = {a11, a12, . . . , a1m1} ;
A2 = {a21, a22, . . . , a2m2} ;

· · ·
An = {an1, an2, . . . , anmn

} .

Одним из элементов каждого из этих множеств
является «пустой» символ, который означает, что
соответствующий параметр не участвует в изуча-
емом объекте.

Определение 1. Объектом o называется произволь-
ный элемент множества A1 ×A2 × · · · ×An.

Формализация опыта оперативных работников
выражается в формировании классов:

O+ =
{
o+1 , o

+
2 , . . . , o

+
s

}
⊆ A1 ×A2 × · · · ×An =

=

n∏

i=1

Ai ;

O− =
{
o−1 , o

−
2 , . . . , o

−
r

}
⊆

n∏

i=1

Ai ;

O0 =
{
o01, o

0
2, . . . , o

0
v

}
⊆

n∏

i=1

Ai .

Определим множество ТС на обученных преце-
дентах как множество векторов O+ ∪O−.

Если описывать ТС с помощью длинных двоич-
ных векторов, то можно использовать возможно-
сти вычислительной техники для быстрого и ка-
чественного отбора прецедентов в соответствии
с построенной классификацией. Множество O+ ∪
O− объявляется релевантным на данном этапе
и обозначается R.

Определим функцию fR: A1 × A2 × · · · × An →
→ {0, 1}, где

fR =

{
1 , o ∈ R ;

0 , o /∈ R .

Обозначим через A ⊆ ∏n
i=1 Ai текущее множе-

ство «сырых» данных.
Задача расширения множества ТС состоит в до-

определении функции fR (где это возможно) на
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данные A\(O+ ∪ O−). Доопределение значений
функции fR на исходно неопределенных элементах
множества A\(O+ ∪O−) может быть выполнено по
традиционной для МО (интерполяционно-экстра-

поляционной) схеме.
I этап. На элементах множестваO+∪O− строят-

ся зависимости того или иного класса таким обра-
зом, что все кортежи из множества O+ «лежат» на
каких-либо из таких зависимостей, а все кортежи из
множества O− не «лежат» ни на одной из них. При
этом на каждом элементе множества O+ хотя бы
одна из таких зависимостей выполняется, а на каж-
дом из элементов множестваO− не выполняется ни
одна из таких зависимостей.

II этап. Построенные на первом этапе зави-
симости экстраполируются, где это возможно, на
исходно недоопределенные кортежи из множества
A\(O+ ∪O−). Все такие случаи классифицируются
как fR = 1, а во всех оставшихся случаях fR = 0.

Процесс экстраполяции отношения R с име-
ющихся примеров и контрпримеров на «сырые»
данные — процедура восстановления значений
функции fR на оставшихся кортежах из A\(O+ ∪
∪O−). Она основана на анализе сходства описаний
прецедентов, уточняемого как бинарная алгебраи-
ческая операция [11]. При этом

(а) задействовано описание прецедентов в виде
кортежа значений соответствующих парамет-
ров x1, x2, . . . , xn;

(б) на x1, x2, . . . , xn определяется (покомпонент-
ными сравнениями значений параметров) би-
нарная операция сходства ⊗, удовлетворяющая
стандартным условиям [11]: ∀ o1, o2, o3 выпол-
нено

(1) o⊗ o = o;

(2) o1 ⊗ o2 = o2 ⊗ o1;

(3) o1 ⊗ o2 ⊗ o3 = (o1 ⊗ o2)⊗ o3 = o1 ⊗ (o2 ⊗ o3).

При этом значения параметра xi у сравнива-
емых объектов o1 и o2 считаются сходными,
если xi ∈ A∗

i ⊆ Ai, где A∗
i — заранее задан-

ная окрестность значений параметра xi. Для
признаков, принимающих лишь булевы значе-
ния 0 или 1, это будет операция пересечения
множеств ∩;

(в) отношение сходства прецедентов определяет-
ся по непустому результату вычисления опера-
ции сходства представляющих эти прецеденты
кортежей значений признаков. Два прецедента
сходны, если результат применения операции⊗
к их описаниям не является пустым объектом;

(г) для каждого прецедента o из множестваA класс
сходства T(o) всех сходных с ним прецедентов

из A формируется объединением в T(o) всех
элементов множества A, сходных с o;

(д) сформированные классы сходства после допол-
нительного анализа эмпирических закономер-
ностей распадаются на две части, построен-
ные на позитивных примерах и построенные на
контрпримерах;

(е) для каждого из всех имеющихся позитивных,
т. е. построенных на примерах, классов сход-
ства T(o) выделяются подклассы TV (o), каждый
из которых порождается одним из соответству-
ющих (участвующих в порождении этого T(o))
сходств V примеров из T(o), т. е. V — множе-
ство значений вектора о, принадлежащих всем
векторам из множества TV (o). Из множества
TV (o) удаляются все такие элементы, в которые
вкладывается хотя бы один из контрпримеров
из множества O−. Это условие проверяется по
всем V , участвующим в порождении Т(o);

(ж) экстраполяция частично-определенного отно-
шения R на все элементы множества A\(O+ ∪
∪ O−) реализуется с помощью проверки
вложимости каждого элемента A\(O+ ∪ O−)
в какой-либо подкласс TV (o) позитивных клас-
сов сходства T(o). В случае такого попадания
fR = 1 на данном прецеденте, в противном
случае считается, что fR = 0. Таким образом,
расширяется множество ТС с признаками вре-
доносной активности инсайдера. Аналогично
из множества элементов, для которых fR = 0,
можно выделять ТС с отрицательными при-
знаками наличия вредоносной инсайдерской
активности.

5 Примеры профилей угроз
и диаграмма сходств
типовых сценариев

Рассмотрим диаграммы Dôó сходств ТС на при-
мере представления знаний в описывающих ТС
фреймах в виде булевых векторов признаков. Мно-
жество V в построенных положительных классах
TV (o) назовем актуальными признаками ТС, при-
надлежащим TV (o).

Тогда каждый ТС может быть представлен как
кортеж из 0 и 1, в котором единицы соответствуют
актуальным для данного ТС признакам.

Пример. Пусть ТСáô — сценарий, текстовое описа-
ние которого фиксирует опасность одновременного
доступа пользователя в аналитические (А) и тран-
закционные (Т) приложения. Тогда актуальные
признаки сценария ТСáô:
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P1 — доступ в аналитический блок;

P2 — доступ в транзакционный блок;

P3 – идентификация имеющего эти доступы
пользователя с учетом штатного профиля его
доступов.

Таким образом, ТСáô сопоставлено множество
признаков {P1, P2, P3}.

В построенном языке представления знаний ак-
туальный ПУ представляет собой набор множеств
актуальных для соответствующего ТС признаков,
которые можно представить в виде набора векторов
вида:

αTC1 = 〈αTC1,1, αTC1,2, . . . αTC1,n〉 ;
αTC2 = 〈αTC2,1, αTC2,2, . . . αTC2,n〉 ;

. . .

αTCm
= 〈αTCm,1, αTCm,2, . . . αTCm,n〉 ,

где ðõ = {TC1,TC2, . . . ,TCm}.
Вычисление сходств между векторами αTCi

реа-
лизуется с помощью бинарной операции ⊗ поком-
понентного сравнения булевых векторов:

αTCi,1 ⊗ αTCj ,1 = 1⇔ αTCi,1 = αTCj ,1 = 1 .

В остальных случаях результат сравнения ра-
вен 0.

Таким образом может быть сформирована диа-
грамма Dôó всех непустых сходств описаний ТС,
имеющихся на текущий момент. При этом:

– нижний «этаж» этой диаграммы формируется
сходствами (множествами общих признаков)
максимальных по числу элементов возможных
подмножеств ТС из всего текущего ПУ;

– верхний «этаж» этой диаграммы формируется
минимальными по числу образующих их ТС
и максимальными по числу общих признаков
сходствами ТС.

Проверка «сырых» данных на возможное отно-
шение к известным признакам инсайдерской ак-
тивности, представленным описаниями ТС, начи-
нается с нижнего «этажа» диаграммы Dôó и далее
осуществляется не сравнением «всех» со «всеми»,
а лишь просмотром релевантных цепей частичного
порядка (по взаимной вложимости сходств) «снизу
вверх» (к «верхнему» этажу диаграммы Dôó, а да-
лее — к полным описаниям соответствующих ТС).

6 Оценки сложности вычислений
при формировании Dôó

Пусть заданы два множества: A =
= {a1, a2, . . . , an} — множество признаков, исполь-

зуемых при формировании ТС из ПУ, и текущее
множество ðõ = {TC1,TC2, . . . ,TCm} ⊆ 2A\φ
описаний ТС в виде подмножеств признаков из A.
В [12, 13] показано, что справедливы следующие
утверждения.

Утверждение 1. Задача о вычислении числа элемен-
тов диаграммы Dôó принадлежит классу # PC — так
называемых перечислительно полных комбинатор-
ных проблем [14–16].

Таким образом, в общем случае размер диаграм-
мыDôó растет экспоненциально быстро с линейным
ростом размеров множеств A и ПУ.

Утверждение 2. Верхняя и нижняя границы диа-
граммы Dôó (множества соответственно макси-
мальных и минимальных по взаимному вложению
ее элементов) могут быть сформированы алгорит-
мом полиномиальной от размеров множествAи ПУ
вычислительной сложности.

Таким образом, порождая для всех текущих Dôó
эти границы и далее в каждом конкретном случае
направленным образом достраивая релевантные
цепочки частичного порядка в Dôó, можно управ-
лять перебором вариантов при поиске признаков
вредоносной инсайдерской активности. При этом
за счет оптимизации перебора и, если необходи-
мо, за счет подключения дополнительных вычисли-
тельных ресурсов обеспечивается достижение огра-
ничений процессно-реального времени.

Интерактивные сервисы, обеспечивающие со-
трудникам службы безопасности оперативный до-
ступ к деталям описаний диаграммы Dôó, вместе
с возможностями проактивного отслеживания
потенциально опасных направлений развития те-
кущей ситуации оказываются дополнительным
фактором повышения полноты и точности иден-
тификации признаков вредоносной инсайдерской
активности. При этом оперативный доступ к ре-
зультатам аналитической обработки ранее выявлен-
ных признаков дает дополнительные инструменты
управления качеством идентификации и противо-
действия потенциально опасной активности поль-
зователей.

7 Заключение

Исследована задача поиска релевантных для
дальнейшего анализа данных в Big Data, посто-
янно пополняемых новой информацией. В усло-
виях жестких ограничений на время АД и ППР,
т. е. процессно-реального времени, необходимо ис-
пользовать средства ИАД. При этом существенные
объемы анализируемых данных (эффект Big) и их
постоянное пополнение новыми элементами (эф-
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фект Open) — не единственные критически значи-
мые факторы такого анализа.

В исследованных ситуациях достаточно часто
встречались доказуемо трудноразрешимые комби-
наторные проблемы, попадающие в те или иные
известные классы вычислительной сложности. Для
их решения использовались специальные проблем-
но-ориентированные частные решения. В связи
с этим возникает необходимость предварительного
выделения данных, релевантных целям поиска.

Как следствие, возникает дополнительная проб-
лема «балансировки» детальности представления
знаний и управления объемами необходимых для
их обработки вычислений. Кроме того, эффек-
тивность исследований зависит от разработки на-
дежных и быстрых программных сервисов для
обеспечения эффективного интерактивного режи-
ма взаимодействия эксперта-аналитика и компью-
терной системы ИАД. Соответствующая система
АД и ППР должна предоставлять гибкие возмож-
ности направленной обработки знаний эксперта
в том или ином формализованном виде. В част-
ности, система должна позволять детализировать
представление знаний о тех или иных аспектах ана-
лизируемой проблемы, «сужая» область исследова-
ния до конкретного «сектора» и сохраняя при этом
«согласованность» с требованиями режима процес-
сно-реального времени.

Следует отдельно подчеркнуть, что ответствен-
ность за результаты АД и ППР, выполненного
с помощью компьютерной системы ИАД, ложится
все-таки на эксперта-аналитика. Именно по этой
причине сервисы интерактивного взаимодействия
эксперта и системы ИАД, возможности реализации
тех или иных эвристик в процессе поиска, сервисы
управления перебором вариантов и т. п. оказыва-
ются не только полезными «инструментами» по-
вышения полноты и точности поиска результатов,
но и помогают эксперту сохранять понимание спо-
соба порождения и неформальную объяснимость
получаемых заключений и рекомендаций.

Экспериментальное подтверждение работо-
способности и результативности предлагаемой ме-
тодики, а также ее процедурной реализации при
решении задачи идентификации признаков вредо-
носной инсайдерской активности было получено
в крупном отечественном коммерческом банке.
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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА СМЕСЕЙ НОРМАЛЬНЫХ

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ К ЗАДАЧАМ

МАГНИТОЭНЦЕФАЛОГРАФИИ∗

М. Б. Гончаренко1, Т. В. Захарова2

Аннотация: Рассматриваются различные свойства общих смесей вероятностных распределений. Особое
внимание уделено случаю, когда смешиваемое распределение является нормальным. Установлены сход-
ства в поведении нормальных смесей и нормальных распределений при трансформациях. Рассмотрено
приложение к задачам исследования головного мозга методом магнитоэнцефалографии (МЭГ). Опреде-
лены условия, при которых применима оценка Эйткена (обобщенного метода наименьших квадратов)
для поиска источников нейрофизиологической активности в случае, когда распределение шума является
нормальной смесью общего вида.

Ключевые слова: смеси распределений; смеси нормальных распределений; смеси распределений Стью-
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1 Введение

Смеси вероятностных распределений общего
вида (compound probability distribution) возникают
в широком классе математических моделей, где па-
раметры вероятностных распределений сами явля-
ются случайными величинами. Например, такая
ситуация естественным образом возникает в про-
цедуре байесовского вывода при подсчете апосте-
риорного распределения. Другое распространенное
приложение смесей — моделирование распределе-
ний с тяжелыми хвостами. Оно оказывается по-
лезным для описания данных эксперимента с более
высокой наблюдаемой дисперсией, чем предпола-
гала оригинальная модель. Стоит отметить, что рас-
пределение случайных сумм также имеет вид смеси,
а важный частный случай — конечной смеси рас-
пределений — широко используется при обработке
неоднородных данных и, в частности, в задачах
классификации наблюдений.

Данная статья посвящена исследованию
свойств смесей нормальных законов. Повышенное
внимание к нормальному распределению вызвано
его широкой распространенностью в прикладных
моделях анализа данных. Подробнее о нормаль-
ных смесях и их различных применениях можно
прочесть в книгах [1, 2]. Знание рассмотренных
в статье свойств поможет понять, как изменяются

свойства модели при замене предположения о нор-
мальности распределения какого-либо параметра
(например, аддитивного шума) на смесь нормаль-
ных распределений. В рамках данной работы были
обобщены результаты, полученные для конечных
нормальных смесей в статье [3], на случай нормаль-
ных смесей общего вида. Отдельно рассматривается
применение нормальных смесей в обратной задаче
нейровизуализации (исследования распределения
источников активности внутри головного мозга)
методом МЭГ.

2 Базовые понятия

Чтобы исследовать свойства смесей нормальных
распределений, сначала надо ввести строгое опре-
деление смеси вероятностных распределений. По
этой теме имеется обширная литература (см. напри-
мер [4, 5]), но в более современном виде понятие
смеси дается в книге В. Ю. Королева [6], которое
и будет процитировано ниже.

Рассмотрим функцию F (x, y), определенную на
множестве R × Y.

Пусть Y — это некоторое подмножество m-мер-
ного евклидова пространства, Y ⊆ R

m при неко-
тором m > 1, причем множество Y снабжено бо-
релевской σ-алгеброй B. Более того, при каждом
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фиксированном y функция F (x,y) является функ-
цией распределения по x, а при каждом фикси-
рованном x функция F (x,y) измерима по y, т. е.
для любых x ∈ R и c ∈ R выполнено условие
{y : F (x,y) < c} ∈ B. Пусть Q — вероятност-
ная мера, определенная на измеримом простран-
стве (Y,B).

Функция распределения

H(x) =

∫

Y

F (x,y)Q(dy), x ∈ R,

называется смесью функции распределения F (x, y)
по y относительно Q. Распределение F (x,y) назы-
вается смешиваемым, в то время как мера Q задает
смешивающее распределение.

Введем m-мерную случайную величину Y:
Y(y) ≡ y, y ∈ Y, определенную на вероятностном
пространстве (Y,B,Q). Тогда функция распределе-
ния H(x) может быть записана в виде:

H(x) = EF (x,Y), x ∈ R.

Если f(x,y) — плотность распределения, соот-
ветствующая функции распределения F (x,y),

f(x,y) =
d

dx
F (x,y),

то смеси H(x) соответствует плотность

h(x) = Ef(x,Y) =
∫

Y

f(x, y)Q(dy), x ∈ R.

Далее будет рассмотрен важный частный случай
вероятностных смесей: так называемая сдвиг/мас-
штабная смесь. Введем определение согласно [6].

Пусть в определении, сформулированном вы-
ше, m = 2. Предположим, что вектор y имеет
вид:

y = (u, v),

где u > 0 и v ∈ R, так что функция распределения
F (x, y) допускает представление

F (x, y) = F

(
x− v

u

)
, x ∈ R.

Тогда Y — это положительная полуплоскость,
т. е. Y = R+ × R, и функция распределения

H(x) =

∫

Y

F

(
x− v

u

)
Q(du, dv), x ∈ R,

называется сдвиг/масштабной смесью функции рас-

пределения F относительно меры Q с параметром
масштаба u и параметром сдвига (положения) v.

Если функция распределения F имеет плот-
ность f , то смеси H(x) соответствует плотность

h(x) =

∫

Y

1

u
f

(
x− v

u

)
Q(du, dv), x ∈ R.

3 Основные результаты

3.1 Свойства нормальных смесей

Определение 1. Распределение случайной вели-
чины ξ является масштабной смесью нормальных
распределений, если плотность pξ(x) представима
в виде:

pξ(x) =

∞∫

0

1

σ
ϕ

(
x

σ

)
Q(dσ), x ∈ R,

где ϕ(x) — плотность стандартного нормального
распределения.

Далее исследуем свойства этих смесей и пока-
жем, какие из свойств нормального распределения
остаются справедливыми, а какие — нет.

Для полноты изложения приведем доказатель-
ство известного утверждения.

Утверждение 1. Если плотность случайной величи-

ны ξ является масштабной смесью нормальных рас-

пределений, случайная величина X2 имеет распреде-

лениеχ2(n)— хи-квадрат с n степенями свободы,X2

и ξ независимы, то случайная величина t = ξ/
√
X2/n

имеет плотность распределения, являющуюся смесью

распределений Стьюдента с n степенями свободы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим плотность ξ, она
имеет вид:

pξ(x) =

∞∫

0

1

σ
ϕ

(
x

σ

)
Q(dσ),

где ϕ(x) — плотность стандартного нормального
распределения.

Введем вспомогательную величину η =
√
X2/n

с плотностью

pη(y) =
2ny(1/2)n/2(ny2)n/2−1

• (n/2) eny2/2
, где y ≥ 0.

Тогда плотность частного ξ/η имеет вид:

pξ/η(z) = pt(z) =

=

∞∫

0

ypη(y)




∞∫

0

1

σ
ϕ

(
z y

σ

)
Q(dσ)



 dy =

=

∞∫

0

nn/2 yn e−ny2/2

2n/2−1• (n/2)




∞∫

0

1

σ
ϕ

(
z y

σ

)
Q(dσ)


 dy.
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В силу теоремы Фубини изменив порядок интегри-
рования, проведем следующие преобразования:

pt(z) =

∞∫

0

1√
2π σ

nn/2

2n/2−1• (n/2)
×

×
∞∫

0

yne−(1/2)(z
2/σ2+n)y2dyQ(dσ) =

=

∞∫

0

1√
2π σ

nn/2

2n/2−1• (n/2)
×

×
∞∫

0

(y2)(n+1)/2−1e−(1/2)(z
2/σ2+n)y2 d

(
y2

2

)
Q(dσ) =

=

∞∫

0

1√
2π σ

nn/2

2n/2−1• (n/2)

1

2(1−n)/2
×

×
(
z2

σ2
+ n

)−(n+1)/2
•

(
n+ 1

2

)
Q(dσ).

После упрощения подынтегрального выраже-
ния плотность pt(z) примет вид:

pt(z) =

∞∫

0

1√
π σ

• ((n+ 1)/2)

• (n/2)

1√
n
×

×
(

n

z2/σ2 + n

)(n+1)/2
Q(dσ) =

=

∞∫

0

1

σ

1√
π n

• ((n+ 1)/2)

• (n/2)
×

×
(

1

1 + z2/(σ2n
)

)(n+1)/2
Q(dσ).

Используя обозначение sn(x) для плотности
распределения Стьюдента с n степенями свободы

sn(x) =
• ((n+ 1)/2)

•(n/2)
√
πn

(
1 +

x2

n

)−(n+1)/2
, x ∈ R,

получим следующее выражение для плотности pt:

pt(x) =

∞∫

0

1

σ
sn

(
x

σ

)
Q(dσ).

Таким образом, плотность pt является масштаб-
ной смесью распределений Стьюдента относитель-
но Q.

Утверждение доказано. �

Теорема 1. Если случайная величина ξ имеет смешан-

ное нормальное распределение относительно вероят-

ностной меры Q, то случайная величина η = exp(ξ)

имеет смешанное логнормальное распределение от-

носительно Q. И наоборот, если η имеет смешан-

ное логнормальное распределение, то ξ = ln η имеет

смешанное нормальное распределение относительно

одной и той же меры Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала первое
утверждение теоремы.

Получим выражение для плотности η в явном
виде. По условию теоремы

P(ξ ≤ x) =

∞∫

0

∞∫

−∞

�

(
x− a

σ

)
Q(dσ, da),

поэтому

Fη(x) = P(η ≤ x)) = P(exp(ξ) ≤ x)) =

= P(ξ ≤ lnx)) =
∞∫

0

∞∫

−∞

�

(
ln x− a

σ

)
Q(dσ, da),

где �(x) — функция распределения стандартного
нормального закона, x > 0.

Следовательно,

pη(x) =

∞∫

0

∞∫

−∞

1

xσ
ϕ

(
lnx− a

σ

)
Q(dσ, da).

Таким образом, плотность p(x) смешиваемого
распределения имеет вид

p(x) =
1

xσ
√
2π

e−(lnx−a)2/(2σ2), x > 0.

А значит, η имеет смешанное логнормальное рас-
пределение.

Для доказательства обратного утверждения тео-
ремы воспользуемся следующей известной леммой.

Лемма 1. Если функция y = g(x) возрастает и диффе-

ренцируема, случайная величина ξ имеет плотность

pξ, тогда плотность pη случайной величины η = g(ξ)
определяется формулой:

pη(y) = pξ(g
−1(y))

1

g′(g−1(y))
.

Итак, пусть плотность случайной величины ξ
является смесью логнормальных распределений от-
носительно Q. Тогда плотность случайной величи-
ны η = ln ξ, с учетом леммы, равна

46 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 2 2021



Некоторые свойства смесей нормальных распределений и их приложения к задачам магнитоэнцефалографии

pη(y) = pξ(exp(y))
1

1/ exp(y)
= exp(y)×

×
∞∫

0

∞∫

−∞

1

exp(y)σ
ϕ

(
ln exp(y)− a

σ

)
Q(dσ, da) =

=

∞∫

0

∞∫

−∞

1

σ
ϕ

(
y − a

σ

)
Q(dσ, da).

Таким образом, плотность случайной величи-
ны η является смесью нормальных распределений
относительно той же смешивающей меры Q.

Теорема доказана. �

Замечание 1. Связь между нормальным и логнор-
мальным распределениями сохраняется и для соот-
ветствующих смесей нормальных и логнормальных
распределений. Данная теорема обобщает резуль-
таты, полученные авторами в статье [3].

Теорема 2. Если плотность случайной величины ξ
является масштабной смесью нормальных распреде-

лений, то случайная величина ξ2 будет распределена

с плотностью, являющейся масштабной смесью гам-

ма-распределений, т. е.

pξ2(x) =

∞∫

0

1

σ
√
x
ϕ

(√
x

σ

)
Q(dσ) =

=

∞∫

0

1

σ
√
2πx

e−x/(2σ2)Q(dσ).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выпишем функцию распре-
деления для ξ2 и проведем необходимые преобра-
зования с использованием теоремы Фубини:

Fξ2(x) = P(ξ
2 ≤ x) = P

(
−
√
x ≤ ξ ≤

√
x
)
=

=

√
x∫

−√
x

∞∫

0

1

σ
ϕ

(
x

σ

)
Q(dσ) dx =

=

∞∫

0

√
x∫

−√
x

1

σ
ϕ

(
x

σ

)
dxQ(dσ) =

=

∞∫

0

(
�

(√
x

σ

)
− �

(−
√
x

σ

))
Q(dσ) =

=

∞∫

0

(
2�

(√
x

σ

)
− 1
)
Q(dσ) =

= 2

∞∫

0

�

(√
x

σ

)
Q(dσ) − 1.

Далее для нахождения плотности распределе-
ния ξ2 продифференцируем функцию распределе-
ния, полученную выше:

pξ2(x) =
d

dx
Fξ2(x) =

∞∫

0

1

σ
√
x
ϕ

(√
x

σ

)
Q(dσ) =

=

∞∫

0

1

σ
√
2π x

e−x/(2σ2)Q(dσ).

Таким образом, плотность распределения слу-
чайной величины ξ2 является масштабной смесью
гамма-распределений.

Теорема доказана. �

Замечание 2. Эти три теоремы наглядно демон-
стрируют схожесть в поведении нормальных сме-
сей и нормального распределения. Аналоги дан-
ных теорем для дискретных смесей можно найти
в [3]. Но смеси нормальных распределений обла-
дают особенностями поведения, отличающими их
от нормального распределения. В частности, ши-
роко известный факт об эквивалентности свойств
некоррелированности и независимости для компо-
нент многомерного нормального распределения [7]
уже не выполняется для конечной нормальной сме-
си, как показано в [3].

3.2 Обратная задача
магнитоэнцефалографии

В статье [3] рассматривалось приложение ко-
нечных нормальных смесей для моделирования
шума измерений активности головного мозга мето-
дом МЭГ. Магнитоэнцефалография — неинвазив-
ная технология нейровизуализации, позволяющая
исследовать электромагнитную активность челове-
ческого мозга путем измерения магнитного поля
непосредственно вблизи поверхности головы ис-
пытуемого (подробнее о МЭГ см. [8, 9]).

С помощью МЭГ можно исследовать различ-
ные аспекты функционирования головного мозга
с высоким временн‚ым разрешением, сопостави-
мым со скоростью передачи нервного импульса
(это качественно отличает МЭГ от другого по-
пулярного метода функциональной нейровизуали-
зации — функциональной магнитно-резонансной
томографии, фМРТ). Запись МЭГ представляет со-
бой многоканальный сигнал, регистрируемый мас-
сивом сенсоров внутри специального шлема, под
который помещается голова испытуемого. Отдель-
ный интерес представляет локализация (указание
точных координат и интенсивностей) источников
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активности внутри головного мозга испытуемого.
Для ее установления необходимо решить обратную
задачу МЭГ.

Рассмотрим обратную задачу МЭГ:

Y = L—+ E , (1)

где Y ∈ Rn — измеряемые данные; L ∈ Rn×k —
оператор Био–Савара–Лапласа; — ∈ Rk — неиз-
вестные амплитуды источников; E ∈ Rn — шум;
k — количество источников активности; n — чис-
ло МЭГ-сенсоров, k ≥ n. Классический подход
к решению подобных задач предполагает миними-
зацию нормы ошибки:

||E||2 = ||Y − L—||2 → min
—

.

О других подходах можно прочесть в статье [10].
Физические и математические свойства модели
обратной задачи МЭГ рассматриваются в [11].

В теории линейной регрессии доказано, что у за-
дачи (1) существует решение наименьших квадра-
тов [12] при выполнении следующих условий:

– EE = 0— математическое ожидание шума рав-
но нулю;

– › > 0— матрица ковариации ошибок положи-
тельно определена;

– rankL = n, т. е. L — матрица полного строко-
вого ранга.

Решение �—, полученное методом взвешенных
наименьших квадратов при выполнении обозна-
ченных выше условий, называют оценкой Эйтке-
на [12]:

�— =
(
L⊤›−1L

)−1
L⊤›−1Y . (2)

Оценка (2) является несмещенной, состоятель-
ной и оптимальной в классе всех линейных оце-
нок [12].

Анализ реальных записей «пустой комнаты»
(собственного шума сенсоров и окружающей сре-
ды, без испытуемого) показал, что зачастую распре-
деление шума имеет сложную структуру с такими
особенностями, как тяжелые хвосты, мультимо-
дальность, несимметричность. Таким образом, для
более адекватного описания реальных данных тре-
буется более сложная модель шума.

В данном разделе будет рассматриваться модель
шума, имеющего распределение в виде многомер-
ной нормальной смеси общего вида с плотностью

h(~x) =

∫

Y

fy (~x; ~µy,›y)Q(dy), (3)

где fy(~x; ~µy,›y) — плотность k-мерного нормаль-
ного распределения с вектором средних ~µy и кова-
риационной матрицей ›y (для упрощения выкла-
док будем считать, что ›y невырождена ∀y ∈ Y),

~x ∈ Rk. Далее будем использовать сокращенную
запись fy(~x).

В статье [3] была доказана теорема о том, что
матрица ковариации конечной нормальной смеси
положительно определена (в случае если в смеси
есть компоненты с положительно определенными
ковариационными матрицами).

Для доказательства соответствующей теоремы
в случае общей нормальной смеси сначала докажем
следующую лемму.

Лемма 2. Матрица ковариации нормальной смеси (3)
имеет вид:

› = Ey›y + Ey ( ~µy − Ey ~µy) ( ~µy − Ey ~µy)
⊤
,

где ~µy и›y — вектор средних и ковариационная мат-

рица смешиваемого нормального распределения.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть случайная величина ~X
имеет смешанное k-мерное нормальное распреде-
ление с плотностью (3). Тогда ее матрица ковариа-
ции по определению равна

› = E ~X ~X⊤ − E ~XE ~X⊤ .

Рассмотрим каждое из слагаемых подробнее:

E ~X ~X⊤ =

∫

Rk

~x~x⊤
∫

Y

fy(~x)Q (dy) d~x =

=

∫

Y

∫

Rk

~x~x⊤fy(~x) d~xQ(dy) =
∫

Y

(
›y + ~µy ~µy

⊤
)
Q(dy) =

= Ey

(
›y + ~µy ~µy

⊤
)
; (4)

E ~X =
∫

Rk

~x

∫

Y

fy(~x)Q(dy) d~x =

=

∫

Y

∫

Rk

~xfy(~x) d~xQ(dy) =
∫

Y

~µyQ(dy) = Ey ~µy. (5)

Объединяя результаты (4) и (5) и перегруппиро-
вывая слагаемые, получим итоговое выражение для
ковариационной матрицы в виде:

› = Ey›y + Ey( ~µy − Ey ~µy)( ~µy − Ey ~µy)
⊤. (6)

Лемма доказана. �

Теорема 3. Ковариационная матрица нормальной сме-

си (3) положительно определена.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случайную ве-
личину ~X, имеющую смешанное нормальное рас-
пределение с плотностью (3). Ее ковариационная

48 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 2 2021



Некоторые свойства смесей нормальных распределений и их приложения к задачам магнитоэнцефалографии

матрица имеет вид (6). По определению матри-
ца › является положительно определенной, если
выполнено

u⊤›u > 0, ∀ u ∈ R
k.

Распишем более подробно с учетом предыдущей
леммы

u⊤›u =

= u⊤Ey›yu+ u
⊤Ey( ~µy − Ey ~µy)( ~µy − Ey ~µy)

⊤u =

= Eyu
⊤›yu+ u

⊤Ey( ~µy − Ey ~µy)( ~µy − Ey ~µy)
⊤u =

= Ey u
⊤›yu︸ ︷︷ ︸
>0

+ u⊤Ey( ~µy − Ey ~µy)( ~µy − Ey ~µy)
⊤u︸ ︷︷ ︸

>0

.

Первое слагаемое строго положительно из-за по-
ложительной определенности матриц ›y∀y ∈ Y.
Второе слагаемое есть ковариационная матрица ~µy;
следовательно, она неотрицательно определена.
В итоге получим, что

u⊤›u > 0.

Теорема доказана. �
Замечание 3. Теорема остается справедливой, даже
если матрицы ›y вырождены при некотором y ∈
∈ A ⊂ Y. Это следует из того, что

u⊤Ey›yu = u
⊤
∫

Y

›yQ(dy)u =

= u⊤
∫

Y\A

›yQ(dy)u + u⊤
∫

A

›yQ(dy)u >

> u⊤
∫

Y\A

›yQ(dy)u > 0, ∀u ∈ R
k.

Также из доказательства видно, что для справед-
ливости теоремы достаточно, чтобы у смешиваемо-
го распределения была положительно определен-
ная матрица ковариации, а непосредственный вид
смешиваемого распределения значения не имеет.

Таким образом, при использовании модели шу-
ма в виде нормальной смеси общего вида оценка
интенсивностей источников с помощью обобщен-
ного метода наименьших квадратов остается спра-
ведливой. Стоит отметить, что решение обратной
задачи таким методом пользуется большой попу-
лярностью в прикладных нейрофизиологических
исследованиях.

4 Заключение
В статье представлены базовые понятия непре-

рывных смесей вероятностных распределений и по-
дробно рассмотрен частный случай нормальных

смесей общего вида, определены законы распре-
деления случайных величин, являющихся функ-
циональным преобразованием случайных величин
с плотностью в виде нормальной смеси общего
вида.

Смеси распределений общего вида возникают
в множестве прикладных задач, а также они исполь-
зуются как средство представления не-нормальных
распределений. Для важного частного случая,
где смешиваемое распределение является нормаль-
ным, были рассмотрены распределения трансфор-
мации смеси и установлены сходства в поведении
нормальных смесей и нормального распределения.
Также было доказано, что обобщенный метод наи-
меньших квадратов поиска псевдообратного опера-
тора остается применимым и в случае шума, име-
ющего распределение в виде смеси общего вида.
Этот результат говорит о применимости широко
распространенных методов решения обратной за-
дачи МЭГ и в случае не-нормального шума, ко-
торый может быть представлен в виде нормальной
смеси. Такая ситуация часто встречается при обра-
ботке данных реальных экспериментов.
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МЯГКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ В ЗАДАЧАХ

МЕДИЦИНСКОЙ ДИАГНОСТИКИ

М. П. Кривенко1

Аннотация: В последние годы возрастает значение информатики для интерпретации и анализа данных
с использованием вычислительных методов, в частности так называемых «мягких» вычислений (Soft
Computing, SC). Рассматриваются возможности применения SC для решения проблем, связанных с ме-
дициной, и в особенности в задачах поддержки принятия решений. При этом демонстрируется, что не
следует искусственно задействовать новации, тем более что ценой небольших усилий можно обратиться
к классическим подходам, методологически строгим и приводящим к гарантированным результатам.
Несомненный интерес к методологиям SC в различных дисциплинах (генетика, физиология, радиология,
кардиология, неврология и т. д.) показывает, что их изучение крайне плодотворно, и ожидается, что
будущие исследования в медицине будут использовать соответствующие методы в большей степени, чем
сегодня, и для решения более сложных задач.
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1 Введение

«Мягкие» вычисления — не новый термин,
он часто применяется в компьютерных науках
и информационных технологиях. Инструментарий
«мягких» вычислений использует технику нечетких
систем (нечеткие множества, нечеткая логика, «гру-
бые» множества), искусственные нейронные сети,
генетические алгоритмы и эволюционное модели-
рование, в том числе иммунные алгоритмы, алго-
ритмы роевого интеллекта. Приведенное описание
состава «мягких» вычислений не является един-
ственным, для этого достаточно сравнить аннота-
ции для SC на сайтах трех издательств: Elsevier,
Springer и Wiley.

У каждой компоненты SC есть свои достоинства.
В сочетании они представляют собой не просто на-
бор инструментов, а скорее партнерство, в котором
каждый предлагает свою методологию для решения
общей проблемы. Главное, что выделяется в насто-
ящее время при описании сути SC, — это единство
отдельных подходов (методологий), которые рабо-
тают синергетически и предоставляют в той или
иной форме гибкие возможности оценки неодно-
значных ситуаций в реальной жизни. Цель при-
менения SC состоит в том, чтобы учесть допуски,
неточности, неопределенности данных, приблизи-
тельность аргументации и правдоподобия при по-
строении вывода для получения гибких, но надеж-
ных недорогих решений.

В последние годы наблюдается рост биоинфор-
матики и медицинской информатики с использова-
нием вычислительных методов для интерпретации
и анализа данных. Если ограничиться базовыми
методологиями нечеткой логики (Fuzzy Logic, FL),
нейронных сетей (Neural Networks, NN) и приме-
нения генетического алгоритма (Genetic Algorithm,
GA), то поиск в базе данных Medline по названиям
работ за два последних десятилетия даст результа-
ты, представленные в табл. 1. Из нее видно: число
публикаций во второй декаде увеличилось на 130%,
что действительно свидетельствует о возрастании
в медицине внимания к SC; доля смешанных ме-
тодов по отношению к базовым (чистым) подходам
не изменилась и составляет 1%, т. е. о всеохватыва-
ющем синергетическом эффекте SC пока говорить
не приходится; бросающееся в глаза внимание к ге-
нетическим алгоритмам демонстрирует проявление
близости гуманитарной природы медицины и сути
эволюционных алгоритмов.

Цель данной статьи состоит в том, чтобы про-
демонстрировать возможности применения SC для
решения проблем, связанных с медициной, и в осо-
бенности в задачах поддержки принятия решений.
Несомненный интерес к изучению методологий SC
в различных дисциплинах (генетика, физиология,
радиология, кардиология, неврология и т. д.) пока-
зывает, что их освоение очень плодотворно, и ожи-
дается, что будущие исследования в медицине будут
использовать соответствующие методы в большей

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, mkrivenko@ipiran.ru
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Таблица 1 Число упомянутых в Medline работ по группам методов за два последних десятилетия

Группа методов Применяемые методы 2001–2010 гг. 2011–2020 гг.
Только FL 206 332

Одиночные Только NN 4 633 11 431
Только GA 677 970

Смешанные

Только FL и NN 2 8
Только FL и GA 2 1
Только NN и GA 66 119
FL и NN и GA 1 1

Общая Всевозможные комбинации FL, NN, GA 5 587 12 862

степени, чем сегодня, и для решения более сложных
задач. При этом не следует искусственно задейство-
вать новации, тем более что ценой небольших уси-
лий можно обратиться к классическим подходам,
методологически строгим и приводящим к гаран-
тированным результатам.

2 Области применения

В медицине можно выделить четыре области:
фундаментальная, диагностическая, клиническая
и хирургическая.

Фундаментальная медицина характеризуется на-
личием множества явлений с крайне сложным вза-
имодействием отдельных элементов, с одной сторо-
ны, и небогатым опытом моделирования подобных
явлений, с другой. По этой причине она подходит
для всех методологий SC. В первую очередь речь
идет о биохимических, генетических, физиологи-
ческих и фармакологических отраслях. Не следует
забывать о междисциплинарных направлениях ти-
па науки о здоровье.

Результаты исследования источников по ис-
пользованию методологий FL–NN приводят к та-
ким отраслям, как цитология, физиология, ге-
нетика и биостатистика. Ярким проявлением
заинтересованности фундаментальной науки в SC
служит обработка изображений [1].

Другой интересный пример — применение FL–
NN в генетике. В частности, комбинированный ме-
тод для прогнозирования раковой ткани по данным
экспрессии генов [2] — нейрокомпьютинг, осно-
ванный на знаниях, — использовался для создания
нечетких правил, которые указывают на гены, тесно
связанные с определенными типами рака.

Категория FL–GA представлена несколькими
областями исследований, причем в первую очередь
речь идет о генетике. В исследовании экспрессии
генов [3] предпочтение было отдано FL-контролле-
ру, настроенному с помощью GA. Был предложен
интерпретируемый классификатор с точной и ком-

пактной базой нечетких правил для анализа данных
на микрочипах.

Категория NN–GA стала наиболее предпочти-
тельной для дисциплин фундаментальных наук:
биохимии, биостатистики, генетики, гистологии,
патологии, фармакологии и физиологии.

Обращает внимание пример использования ука-
занной методологии в фармакологии при изучении
взаимодействия лекарственных средств с живыми
организмами. В [4] исследована модель для
прогнозирования проницаемости структурно раз-
личных препаратов в зависимости от выбранных
молекулярных дескрипторов с использованием ис-
кусственных нейронных сетей, а генетический ал-
горитм используется для выбора подмножества
дескрипторов, которые наилучшим образом опи-
сывают степень проникновения препарата.

Не всегда привлечение отдельных методов SC
оказывается ожидаемым: авторы [5] использовали
методологию GA в качестве алгоритма обучения
при сравнении производительности NN, они от-
метили, что GA оказывается неэффективным при
тонкой настройке локального поиска.

Диагностическая медицина в основном включает
в себя радиологические и клинические лаборатор-
ные исследования.

Преимущественно SC применяются в интервен-
ционной радиологии. При этом превалируют FL–
NN приложения.

Сегментация цифровых изображений — один
из наиболее важных этапов их анализа. Изображе-
ния всегда содержат значительный уровень шума
(вызванного действиями оператора, оборудовани-
ем и окружающей средой), что может привести
к серьезным неточностям при сегментации. Ав-
торы [6] эффективно использовали метод FL–NN
в своих исследованиях для решения задач магнит-
но-резонансной томографии.

Клиническая медицина стала наиболее попу-
лярной и подходящей областью для применения
методологии SC. Сравнение предпочтений в этой

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 2 2021 53



М. П. Кривенко

области указывает на первенство FL–NN и NN–
GA, при этом на первых ролях такие отрасли,
как кардиология, неврология, терапия критических
состояний, анестезиология, физическая медицина
и реабилитационная медицина.

В области анестезии есть ряд убедительных при-
меров использования адаптивных систем для кон-
троля артериального давления, обезболивания, па-
ралича, потери сознания и септического шока.
Примером последних публикаций на эту тему мо-
жет служить [7], где исследуется применимость
адаптивной нейро-нечеткой стратегии в управле-
нии анестезией с обратной связью. Показывается,
что построенный контроллер адаптивен и устойчив
к проблеме вариабельности между пациентами и по
отношению к каждому из них, а также эффективен
в условиях наличия шума измерительных устройств.

Большая часть работы по использованию адап-
тивных систем в области кардиологии была на-
правлена на кардиостимуляторы. Здесь активно
используется модель ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy
Inference System), исследование [8] которой проде-
монстрировало, что ее показатели точности выше,
чем у автономной модели NN.

По сравнению с FL–NN методология NN–GA
оказывается менее предпочтительной в клиниче-
ской науке. Несмотря на это, имеют место неко-
торые успешные применения в нефрологии, пуль-
монологии, неврологии, психиатрии, физической
и реабилитационной медицине.

В [9] представлен способ классификации ре-
зультатов аускультации легких: GA использован
с целью поиска оптимальной структуры и парамет-
ров обучения NN для лучшего прогнозирования
динамики шумов.

Хирургия. В [10] указывается, что результаты по-
иска в базе данных Medline показали, что хирурги-
ческая наука не обращается к тем или иным элемен-
там SC. Причина проста: существует общее мнение
о хирургии, что она в основном связана с навыками
хирурга. А работы, освещающие «околохирургиче-
ские» проблемы, относят обычно к другим отрас-
лям медицины. Примером может служить [11], где
предлагаются решения на основе SC для прогно-
зирования послеоперационной выживаемости при
раке легкого. Встречаются работы по использо-
ванию SC при описании объектов хирургической
практики: в исследованиях [12] применяется под-
ход, основанный на эволюционной технике вкупе
с искусственной нейронной сетью для нахождения
решений нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений второго порядка, используемых
в качестве модели роговицы глаза.

В последнее время безразличие хирургии к SC
уходит в прошлое. Современные операции ча-

ще всего проводятся с использованием роботи-
зированных хирургических инструментов и друго-
го оборудования, поэтому все более актуальными
становятся работы типа определения инструмен-
тально-тканевого нажима в роботизированной
лапароскопической хирургии с использованием
нейро-эволюционных нечетких систем [13].

Другие примеры применения SC в различных
отраслях медицины можно найти в [10], а именно:
критическая медицина (управление искусственной
вентиляцией легких, контроль развития септи-
ческого шока во время пребывания пациентов
в отделении интенсивной терапии, обнаруже-
ние нормальной и искаженной плетизмограммы);
неврология (распознавание стадии сна на основе
знаний и обработки биосигналов); физическая
и реабилитационная медицина (контроль интен-
сивности физической нагрузки спортсмена, диа-
гностика и контроль тремора); дерматология
(дифференциальная диагностика эритематозно-
сквамозных очагов); эндокринология (моделиро-
вание динамики сложных метаболических систем
применительно к внутриклеточной кинетике тиа-
мина); онкология (поддержка принятия решений
по идентификации подтипа клеток острого лим-
фобластного лейкоза у детей с использованием дан-
ных по экспрессии генов; прогнозирование рака
молочной железы и простаты); гастроэнтерологии
(дифференциальная диагностика при сложных же-
лудочно-кишечных расстройствах, таких как дис-
пепсический синдром или хронический панкреа-
тит, когда симптомы у пациента могут лежать на
пересечении группы расстройств).

3 Поддержка принятия решений
на основе референсных
значений

Поддержка принятия решений при диагности-
ровании заболеваний по результатам клинических
исследований может рассматриваться как зада-
ча классификации набора показателей, входящих
в анализы отдельного пациента, где класс — это
определенный синдром. При этом результат клас-
сификации должен представлять собой совокуп-
ность диагнозов, упорядоченную в направлении от
наиболее к наименее правдоподобным. При нечет-
ком задании исходных данных совершенно есте-
ственно обратиться к возможностям SC, тем более
что для этого имеются соответствующие наработки
в виде монографий (например, [14]) и отдельных
публикаций.
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Таблица 2 Характеристики синдрома «первичный гиперпаратиреоз»

№ fi

Критическая
область

показателя Si

Вес
показателя νi

1 Кальций в крови > 2,55 8
2 Паратгормон в крови > 55 7

. . . . . . . . . . . .
13 Отношение клиренс кальция / клиренс креатинина > 0,02 8

Сумма весов 87

В случае когда показатели суть категориальные
и/или числовые, нечеткие рассуждения можно пе-
ревести на формальный язык математической ста-
тистики и теории принятия решений. Это позво-
лит опереться на строгую методологическую осно-
ву, формулировать и решать возникающие задачи,
ясно отдавать себе отчет в том, что и как получено
в результате.

Далее будем считать, что при построении клас-
сификатора заданы следующие характеристики:
частота встречаемости ситуаций типа «определен-
ный диапазон значений показателя – конкретный
синдром», причем такие данные имеются далеко
не по всем комбинациям «показатель–синдром»;
частота встречаемости в генеральной совокупности
данных тех или иных синдромов.

Показатели в зависимости от сложности их за-
дания разбиваются на следующие группы (примеры
в скобках приведены для стандартного клиническо-
го анализа крови без указания единиц измерения):
бинарные (например, наличие или отсутствие теста
по определению общих триглицеридов); однопоро-
говые (например, при определении АСТ норма со-
ставляет диапазон от 0 до 40); многопороговые (на-
пример, при определении ЛПНП-бета оптималь-
ные значения суть 0,3–2,4, близкие к оптималь-
ным — от 2,5 до 3,1, погранично высокие — от 3,2
до 3,9, высокие — от 4,0 до 4,8, очень высокие —
более 4,8).

Для конкретности далее рассмотрим задачу, ко-
торая возникла в ходе разработки информационно-
аналитической автоматизированной системы «Ме-
галит» [15].

Распространенным на практике алгоритмом
классификации набора показателей служит ме-
тод голосования, когда для показателей определе-
ны области нормальных/аномальных референсных
значений, а вес синдрома определяется через долю
случаев, когда значение показателя отклонилось от
нормы.

Пусть показатель, входящий в состав анализа,
обозначен как fi, i = 1, . . . , d, а некоторый син-
дром — Dj, j = 1, . . . ,M . Конкретно речь шла

о 33 показателях (в частности, кальций в крови,
паратгормон в крови и т. п.), d = 33, и 6 синдромах
(в частности, первичный гиперпаратиреоз, вторич-
ный гиперпаратиреоз и т. п.), M = 6. Представле-
ние об исходных данных для одного из синдромов
можно получить из табл. 2 (используется нотация
специалистов предметной области, для сокращения
записи опущены единицы измерения). Вес показа-
теля, приведенный в последнем столбце этой табли-
цы, взят из опыта диагностирования и фактически
означает относительную частоту встречаемости. За-
метим, что в матрице «показатель–синдром» всего
198 элементов, при этом 129 комбинаций оказались
незаданными.

Таким образом, алгоритм классификации ме-
тодом голосования, обрабатывающий данные для
комбинаций fi, Dj и формирующий в результа-
те перечень весов диагнозов, принимает вид: для
j = 1, . . . ,M подсчитать веса диагнозов по формуле

Wj =

∑d

i=1
1Si
(fi)νi

∑d

i=1
νi

,

где 1A(x) — индикатор множества A, после чего
следует отдать предпочтение диагнозу с наиболь-
шим значением веса. Данный алгоритм является
эвристическим и по виду соответствует результату
обучения NN.

Использование референсных интервалов для
принятия решений создает предпосылки для при-
влечения нечетких множеств, а фактическое отсут-
ствие обоснованных правил постановки диагноза
по совокупности показателей — для мобилизации
методов SC, в частности нейронных сетей. В по-
следнем случае естественней опереться на обуча-
ющую выборку, которой в описываемой ситуации
нет. Поэтому была сделана попытка продвинуться
по пути формирования вероятностной модели так,
чтобы можно было моделировать исходные данные,
а также ставить и решать задачу построения реша-
ющих правил. Ее основу составило представление
отдельного показателя в виде категориальной пе-
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Таблица 3 Представление многопорогового показателя

j S2 ν2 Вероятности для пяти категорий
1 > 55 7 0,3/2 0,3/2 0,7/3 0,7/3 0,7/3
2 > 200 9 0,1/3 0,1/3 0,1/3 0,9/2 0,9/2
3 > 500 9 0,1/4 0,1/4 0,1/4 0,1/4 0,9/1
4 > 10 5 0,5/1 0,5/4 0,5/4 0,5/4 0,5/4
5 > 55 8 0,2/2 0,2/2 0,8/3 0,8/3 0,8/3
6 N/A N/A 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

ременной с вероятностями появления отдельных
значений.

Примером однопорогового показателя служит
«кальций в крови». Соответствующая переменная
принимает два значения: категория «1» (значения
f1 < 2,55); категория «2» (значения f1 ≥ 2,55).
Вероятности появления категорий зависят от клас-
са — синдрома: так, для j = 1 имеем S1 = (> 2,55),
ν1 = 8 и вероятности категорий (0,2; 0,8), а для j =
= 2 имеем S1 = (< 2,55), ν1 = 8 и вероятности
категорий (0,8; 0,2). При описании случаев, ко-
гда значения показателей не заданы, все исходы
принимались равновероятными. Подобных одно-
пороговых показателей среди исходных оказалось
всего 23.

В качестве примера многопорогового показате-
ля рассмотрим «паратгормон в крови», для кото-
рого большинству синдромов соответствуют свои
пороговые значения (см. столбец S2 табл. 3), поэто-
му число категорий возрастает до пяти. Соответ-
ствующие вероятности для категорий приведены
в последних столбцах табл. 3. Запись вероятности
в виде, например, 0,7/3 наглядно демонстрирует
использование столбца весов ν2. Для обозначения
ситуации, когда значение показателя не задано,
используется аббревиатура N/A. Подобных много-
пороговых показателей набралось 8.

Примером бинарных показателей может слу-
жить «вид мочевой инфекции», сводящийся к фик-
сации наличия или отсутствия мочевиноразлага-
ющей флоры. В этом случае вводятся две категории:
если появление показателя не задано, то вероятно-
сти категорий (0,5; 0,5), если же мочевиноразлага-
ющая флора встречается, вероятности категорий
(1,0; 0,0). Подобные двоичные показатели встрети-
лись 2 раза.

Перечисленные группы показателей исчерпы-
вают все имеющиеся на данный момент вариан-
ты. Таким образом, результаты анализов описы-
ваются случайным вектором, каждая координата
которого имеет дискретное распределение, в прин-
ципе, с разным числом исходов. Теперь появля-
ется возможность строить оптимальные правила

классификации, в частности на байесовских прин-
ципах.

Сравнительный анализ классификаторов. По-
строенная вероятностная модель данных позволяет
провести сравнительный анализ алгоритмов клас-
сификации как методом голосования, так и байе-
совским. В качестве критерия использовалась ве-
роятность правильной классификации pCC. Для
некоторого классификатора, заданного с помощью
вероятностных характеристик, можно построить
матрицу результатов классификацииC, где cij — ве-
роятность отнесения классифицируемого элемента
из i-го класса к j-му. Тогда pCC = tr (C).

Для реализации байесовского классификато-
ра необходимо определиться с его параметрами:
в качестве функции потерь рассматривалась еди-
ничная, объединение отдельных показателей осу-
ществлялось в предположении их независимости;
априорные вероятности классов πj принимались
либо равными (случай отсутствия информации о ве-
роятностях появления синдромов), либо «реальны-
ми», полученными на основе анализа прецедентов;
в последнем случае речь шла о значениях прева-
лентности π = (0,33; 0,49; 0,05; 0,02; 0,08; 0,03).

Дискретный характер данных создает иллюзию,
что матрицу можно посчитать точно, но из-за проб-
лем многомерности реализовать это практически не
представляется возможным: общее число различ-
ных значений классифицируемых элементов со-
ставляет 733 835 427 840 (∼ 1012). Поэтому был
применен метод моделирования, в основе которого
лежит генератор из смеси дискретных распределе-
ний с вероятностями появления элементов смеси π.

Результаты сравнительного анализа двух клас-
сификаторов при числе экспериментов, равном104,
сведены в табл. 4. Большое число экспериментов
позволяет уверенно говорить о явных преимуще-
ствах байесовского классификатора.

Как кажется на первый взгляд, условия зада-
чи поддержки принятия решений при постановке
диагноза предопределяют использование SC. Но
дополнительные усилия по формированию веро-
ятностной модели принесли свои плоды: методо-
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Таблица 4 Результаты сравнительного анализа классификаторов на основе
оценок pCC

Способ классификации
Равновероятные

синдромы

«Реальные»
вероятности
синдромов

Байесовский классификатор 74,3% 82,4%
Классификация методом голосования 62,6% 59,7%

логически выверенное построение модели помогло
формализовать постановку задачи анализа; исполь-
зование байесовского классификатора обеспечило
учет априорной информации в б‚ольшем объеме (на-
пример, вероятности появления синдромов), га-
рантировало наименьшие потери, а в случае еди-
ничной функции потерь и наименьшие значения
вероятности ошибки; предложенная вероятност-
ная модель данных позволила на основе имеющей-
ся информации проводить исследования методов
и алгоритмов анализа данных и систематизировать
алгоритмы принятия решений, строить схемы по-
следующего обучения процедур обработки.

Понятно, что все это удается сделать для ока-
завшейся приемлемой сложности реальной задачи.
Если это не так, то фактор многомерности дан-
ных (многочисленность показателей, синдромов,
отдельных значений показателей) просто сделает
актуальной постановку задач о снижении размер-
ности, приведет к необходимости развития соот-
ветствующих методов.

4 Заключение
Анализ применения SC проведен по основным

медицинским приложениям. На основании этого
можно предварительно прогнозировать дальней-
шее развитие этой технологии в медицине, полу-
чить представление о возникающих типовых зада-
чах анализа данных. Из представленного описания
различных приложений можно увидеть, что мето-
ды SC применяются в широком спектре областей
медицины для визуализации, диагностики, прогно-
зирования и контроля протекающих процессов.

Методологии SC, которые имитируют человече-
ский стиль мышления и принятия решений при ре-
шении сложных проблем, может преодолеть недо-
статки традиционных систем поддержки принятия
медицинских решений, основанных на статистиче-
ских моделях и традиционных методах искусствен-
ного интеллекта. Как и все другие приближенные
методы, SC-методы имеют относительные преиму-
щества и недостатки.

Примеры постановки рассмотренных задач с ис-
пользованием «мягких» вычислений свидетель-

ствуют о возможности применения соответству-
ющих методов, а не о необходимости прибегать
к ним. Единственным исключением служит ситу-
ация, когда исходная проблема формулируется на
языке лингвистических переменных. Но и здесь
не очевидно, что надо обращаться к нечеткому вы-
воду, нейронным сетям, генетическим алгоритмам
и т. п., а не пытаться воспользоваться методологи-
чески выверенным математическим подходом, да-
ющим четкое представление о возникающих огра-
ничениях и гарантирующим свойства построенных
решений.

Надо признать, что при использовании «мяг-
ких» вычислений возникают множества скрытых
параметров, задача выбора значений которых не
решается, а подменяется общими рекомендациями
о влиянии этих параметров на итоговое качество
принимаемых решений.

Крайне затрудняет освоение полученных ре-
зультатов то, что источники по «мягким» вычис-
лениям подчас содержат, казалось бы, мелкие не-
точности, но порождающие большие сомнения.
Публикации по «мягким» вычислениям подчас
носят рекламный характер, они хороши для зна-
комства с новыми идеями в области создания
и применения информационных технологий, но
оказываются бесполезными, а иногда и вредными,
с точки зрения специалистов, которым необходимо
решать актуальные наукоемкие задачи практики.

Все перечисленные недостатки не снижают ин-
терес к описанному подходу, а скорее подогревают.
Причина этого в первую очередь в том, что дале-
ко не все задачи практики удается пока формально
полностью поставить и тем более решить. На дан-
ный момент самым важным является улучшение
понимания сильных и слабых сторон идей и мето-
дов SC, использование их лучших возможностей.
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Abstract: In recent years, the importance of informatics has increased for the interpretation and analysis of data
using computational methods, in particular, the so-called “soft” computing (Soft Computing — SC). The article
discusses the possibilities of using SC for solving problems related to medicine and, especially, problems of decision
support. At the same time, it is demonstrated that one should not artificially use innovations, especially since, at the
cost of little effort, one can turn to classical approaches that are methodologically rigorous and lead to guaranteed
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МЕТОД ВЫПРЯМЛЕНИЯ

ИСКАЖЕННЫХ ИЗ-ЗА МУЛЬТИКОЛЛИНЕАРНОСТИ

КОЭФФИЦИЕНТОВ В РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЯХ

М. П. Базилевский1

Аннотация: При построении регрессионной модели из-за сильной мультиколлинеарности объясняющих
переменных происходит искажение ее коэффициентов, в частности их знаков, что негативно сказывается
на интерпретационных качествах такой регрессии. Статья посвящена разработке метода выпрямления
искаженных из-за мультиколлинеарности коэффициентов. В основе этого метода лежит свойство,
которым обладают ранее предложенные автором модели полносвязной линейной регрессии. Исследована
нелинейная система, по которой осуществляется оценивание полносвязных регрессий. Показано,
что решение этой системы может быть получено численно с помощью метода простых итераций.
Предложен способ выбора неизвестных лямбда-параметров в полносвязной регрессии. Установлено, что
в многофакторных полносвязных моделях при сильной корреляции всех факторов знаки коэффициентов
при переменных во вторичном уравнении совпадают с соответствующими знаками коэффициентов
корреляции. Для выпрямления искаженных коэффициентов на основе проведенного исследования
разработан алгоритм «Selection B». Разработанный метод выпрямления успешно продемонстрирован на
примере моделирования валового внутреннего продукта (ВВП) России.

Ключевые слова: регрессионный анализ; модель полносвязной линейной регрессии; мультиколлинеар-
ность; интерпретация; численный метод; ВВП России
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1 Введение

При оценивании неизвестных параметров ре-
грессионных моделей, например с помощью ме-
тода наименьших квадратов (МНК), на практике
часто приходится сталкиваться с проблемой муль-
тиколлинеарности [1, 2]. Это негативное явление
возникает из-за наличия сильной корреляции меж-
ду двумя или более независимыми переменными.
Мультиколлинеарность факторов приводит к ис-
кажению коэффициентов в уравнении регрессии.
В частности, их знаки могут противоречить теоре-
тическим предпосылкам решаемой задачи. Поэто-
му построенная при мультиколлинеарности регрес-
сионная модель остается годной в лучшем случае
только для прогнозирования, но никак не для ин-
терпретации и принятия каких-либо правильных
управленческих решений.

Проблема мультиколлинеарности на сегодня
еще окончательно не решена. Существуют лишь не-
сколько основных подходов к ее устранению [3, 4].

Во-первых, это метод исключения [3]. Он за-
ключается в том, что на основе матрицы парных
коэффициентов корреляции определяются пары
сильно коррелированных объясняющих перемен-
ных. Затем из каждой пары исключается тот фактор,
который слабее коррелирует с зависимой перемен-

ной. После чего по оставшимся факторам оцени-
вается регрессионная модель. Недостаток данного
подхода состоит в том, что в полученном уравне-
нии из-за исключения нельзя изучать совместное
влияние всех исходных объясняющих переменных
на объясняемую.

Во-вторых, метод главных компонент [5]. С по-
мощью этого способа происходит формирование
новых и не коррелирующих между собой пе-
ременных — главных компонент, являющихся
линейными комбинациями старых переменных.
К сожалению, в этом случае возникает проблема
с интерпретацией главных компонент.

В-третьих, ридж-регрессия [6]. В этом случае
в формулу для МНК-оценивания регрессии добав-
ляется так называемый коэффициент регуляриза-
ции, который решает проблему мультиколлинеар-
ности. Однако нет четких правил для выбора этого
коэффициента. И нет гарантии, что в полученной
модели коэффициенты будут удовлетворять содер-
жательному смыслу задачи.

Как справедливо отмечено в работе [7], все эти
методы ориентированы на устранение только вы-
числительных проблем. Но проблема, связанная
с построением интерпретируемых при мультикол-
линеарности регрессионных моделей, остается не-
решенной.
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Целью данной работы ставилась разработка ме-
тода выпрямления искаженных из-за мультиколли-
неарности коэффициентов линейных регрессион-
ных моделей. Основой для этого метода послужило
замеченное автором свойство двухфакторных пол-
носвязных регрессий [8, 9], состоящее в том, что
в их вторичных уравнениях знаки коэффициентов
при объясняющих переменных совпадают с соот-
ветствующими знаками коэффициентов корреля-
ции. Это же свойство может быть справедливо и для
многофакторных моделей полносвязной линейной
регрессии, впервые предложенных в работе [10].

2 Многофакторная модель
полносвязной линейной
регрессии без выходной
переменной

Пустьxij , i = 1, n, j = 1,m, — наблюдаемые зна-
чения m входных переменных x1, x2, . . . , xm. Пред-
положим, что существуют их «истинные» значения
x∗i1, x

∗
i2, . . . , x

∗
im, i = 1, n, связанные с наблюдаемы-

ми значениями соотношениями

xij = x
∗
ij + ε

(xj)
i , i = 1, n , j = 1,m . (1)

Предположим, что между «истинными» пере-
меннымиx∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m имеют место функциональ-

ные зависимости

x∗j = aj + bjx
∗
m , j = 1,m− 1 , (2)

где aj и bj, j = 1,m− 1, — неизвестные параметры.
Совокупность уравнений (1) и (2) называется

многофакторной моделью полносвязной линейной
регрессии без выходной переменной [10]. Для
ее оценивания применим взвешенный метод наи-
меньших полных квадратов (ВМНПК):

S = λ1

n∑

i=1

(xi1 − a1 − b1x
∗
im)

2
+

+ λ2

n∑

i=1

(xi2 − a2 − b2x
∗
im)

2
+ · · ·

· · · + λm−1

n∑

i=1

(xi,m−1 − am−1 − bm−1x
∗
im)

2 +

+

n∑

i=1

(xim − x∗im)
2 → min , (3)

где λ1, λ2, . . . , λm−1 — положительные весовые ко-
эффициенты (лямбда-параметры).

В работе [10] показано, что если лямбда-пара-
метры известны, то решение задачи (3) осуществля-
ется по следующему алгоритму.

1. Находятся оценки “b1,“b2, . . . ,“bm−1 параметров
b1, b2, . . . , bm−1. Для этого численно решается
нелинейная система вида:

bp


Dxm

+

m−1∑

j=1

λ2jb
2
jDxj

+

+ 2

m−2∑

j1=1

m−1∑

j2=j1+1

λj1λj2bj1bj2Kxj1xj2
+

+ 2

m−1∑

j=1

λjbjKxjxm



 =



1 +
m−1∑

j=1

λjb
2
j



×

×




m−1∑

j=1

λjbjKxjxp
+Kxmxp



 , p = 1,m− 1 . (4)

2. Определяются оценки “a1, “a2, . . . , “am−1 парамет-
ров a1, a2, . . . , am−1 по формулам:

“aj = xj − “bjxm , j = 1,m− 1 . (5)

3. Вычисляются оценки «истинных» значений пе-
ременной xm по формулам:

“x∗im =



1 +
m−1∑

j=1

λj
“b2j




−1

−
m−1∑

j=1

λj“aj
“bj +

+

m−1∑

j=1

λj
“bjxij + xim



 , i = 1, n . (6)

Очевидно, что если абсолютные значения
парных коэффициентов корреляции переменных
x1, x2, . . . , xm равны 1, то при оценивании пол-
носвязной регрессии по критерию (3) все остатки
будут равны 0, а ее оценки “bi, i = 1,m− 1, бу-
дут совпадать с МНК-оценками соответствующих
парных регрессий. А знаки этих оценок согласу-
ются со знаками соответствующих коэффициентов
корреляции rxixm

, i = 1,m− 1, т. е. справедливы
условия “birxixm

> 0, i = 1,m− 1. Значит, они будут
справедливы и при сильной корреляции факторов.

3 Численный метод решения
нелинейной системы (4)

Систему (4) нетрудно привести к виду:

Hpb
2
p +Bpbp + Cp = 0 , p = 1,m− 1 , (7)
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где

Hp = λp



Kxmxp
+

∑

j∈{1,...,m−1}\{p}
λjbjKxjxp



 ;

Bp = Dxm
+

∑

j∈{1,...,m−1}\{p}
λ2jb

2
jDxj

+

+ 2
∑

j1∈{1,...,m−2}\{p}

∑

j2∈{j1+1,...,m−1}\{p}
λj1λj2bj1bj2Kxj1xj2

+

+ 2
∑

j∈{1,...,m−1}\{p}
λjbjKxjxm

− λpDxp
− λpDxp

×

×
∑

j∈{1,...,m−1}\{p}
λjb

2
j ;

Cp = −


1 +

∑

j∈{1,...,m−1}\{p}
λjb

2
j


×

×


Kxmxp

+
∑

j∈{1,...,m−1}\{p}
λjbjKxjxp


 .

Тогда систему (7) можно представить в виде:

Hp

(
bp − b∗p,1

) (
bp − b∗p,2

)
= 0 , p = 1,m− 1 , (8)

где b∗p,1 = (−Bp −
√
Discp)/(2Hp) и b∗p,2 = (−Bp +

+
√
Discp)/(2Hp) — корни p-го квадратного трех-

члена системы (7); Discp = B2p − 4HpCp — дискри-
минанты p-го квадратного трехчлена системы (7),
которые, как видно, всегда положительны.

Понятно, что система (8) равносильна совокуп-
ности 2m−1 систем





b1 = b
∗
1,1;

b2 = b
∗
2,1;

. . .

bm−1 = b∗m−1,1 ;





b1 = b
∗
1,2;

b2 = b
∗
2,1;

. . .

bm−1 = b∗m−1,1 ;

· · ·

· · ·






b1 = b
∗
1,2;

b2 = b
∗
2,2;

. . .

bm−1 = b∗m−1,2 .

(9)

Покажем, что решение задачи (3) удовлетворяет
только системе





b1 = b
∗
1,2 ;

b2 = b
∗
2,2 ;

. . .

bm−1 = b∗m−1,2 .

(10)

Вторые частные производные функции (3) име-
ют вид:

∂2S

∂b2p
= 2λpn



1 +
m−1∑

j=1

λjb
2
j




−2 

2Hpbp +Bp −

− 2bp
n



1 +
m−1∑

j=1

λjb
2
j



 ∂S

∂bp



 , p = 1,m− 1 . (11)

Для того чтобы функция (3) имела минимум
в некоторой точке, матрица Гессе, составленная
из частных производных второго порядка, должна
быть положительно определенной. По критерию
Сильвестра для положительно определенной мат-
рицы Гессе все ее элементы на главной диагона-
ли (11) должны быть положительными. А из 2m−1

систем (9) это условие выполняется только для слу-
чая (10). Поэтому для нахождения оценок полно-
связной регрессии вместо системы (4) достаточно
решить систему (10). Если m ≥ 3, то для этого
можно воспользоваться методом простых итера-
ций. При m = 3 можно также применить метод
подстановки.

Как уже отмечалось, до решения системы (4)
необходимо задать значения лямбда-параметров.
По мнению автора, рациональным будет выбор та-
ких значений этих параметров, при которых сум-
марное аппроксимационное качество полносвяз-
ной регрессии (1), (2) будет наилучшим. Для этого
введем аддитивный коэффициент детерминации

R2add =
m∑

j=1

R2xj
,

где R2xj
— коэффициент детерминации для пере-

менной xj полносвязной регрессии (1), (2).
Сформулируем следующую оптимизационную

задачу:
m∑

j=1

R2xj
→ max ,

которая, по определению R2xj
, равносильна задаче

∑n

i=1

(
ε
(x1)
i

)2

Dx1

+

∑n

i=1

(
ε
(x2)
i

)2

Dx2

+ · · ·

· · ·+

∑n

i=1

(
ε
(xm)
i

)2

Dxm

→ min . (12)

А задача (12) эквивалентна задаче (3) при λ1 =
= Dxm

/Dx1, λ2 = Dxm
/Dx2, . . . , λm = Dxm

/Dxm−1.
Таким образом, для полученных значений ламб-
да-параметров аппроксимационное качество мно-
гофакторной полносвязной регрессии (1), (2) будет
наилучшим.
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4 Многофакторная модель
полносвязной линейной
регрессии с выходной
переменной и алгоритм
«Straight B»

Дополним набор входных переменных x1, x2, . . .
. . . , xm выходной переменной y, которая сильно
коррелирует с ними. Свяжем оцененные «истин-
ные» значения, например, переменной “x∗m со зна-
чениями переменной y моделью парной линейной
регрессии:

yi = c0 + c1“x
∗
im + εi , i = 1, n , (13)

где c0 и c1 — неизвестные параметры, которые на-
ходятся с помощью обычного МНК.

Совокупность уравнений (1), (2), (13) называет-
ся многофакторной моделью полносвязной линей-
ной регрессии с выходной переменной y [10]. Если
параметры λ1, λ2, . . . , λm−1 известны, то ее оценки
находятся в два этапа.

1. С помощью МНПК оценивается полносвязная
регрессия без выходной переменной (1), (2).

2. С помощью МНК оценивается модель парной
линейной регрессии (13).

Пусть оцененная модель (1), (2) , (13) имеет вид:

“y = “c0 + “c1“x
∗
m ; (14)

“x∗j = “aj +“bj“x
∗
m , j = 1,m− 1 ;

“x∗m = A0 +
m∑

j=1

Ajxj , (15)

где

A0 = −



1 +
m−1∑

j=1

λj
“b2j




−1

m−1∑

j=1

λj“aj
“bj ;

Aj = λj
“bj



1 +
m−1∑

j=1

λj
“b2j




−1

, j = 1,m− 1 ;

Am =



1 +
m−1∑

j=1

λj
“b2j




−1

.

Используя (15), перепишем уравнение (14) в виде:

“y = θ0 +

m∑

j=1

θjxij , (16)

где θ0 = “c0 + “c1A0; θj = “c1Aj, j = 1,m.

Уравнение (16) называется вторичным уравне-
нием многофакторной модели полносвязной ли-
нейной регрессии [10].

Как уже отмечалось, при сильной корреляции
входных переменных x1, x2, . . . , xm коэффициенты
уравнения (15) удовлетворяют условиям

Ajrxjxm
> 0 , j = 1,m− 1 ; Am > 0 , (17)

а при сильной корреляции y с этими переменными
угловой коэффициент уравнения (14) — условию

“c1ryxm
> 0 . (18)

Перемножив неравенства (17) на (18), получим
“c1Ajrxjxm

ryxm
> 0, j = 1,m− 1, и “c1Amryxm

> 0.
Отсюда, учитывая, что знаки произведе-
ний rxjxm

ryxm
совпадают со знаками ryxj

, j =
= 1,m− 1, следует, что

θjryxj
> 0 , j = 1,m ,

т. е. знаки коэффициентов при объясняющих пе-
ременных во вторичном уравнении (16) совпадают
с соответствующими знаками коэффициентов кор-
реляции ryxj

, j = 1,m.
На основе проведенных автором исследований

разработан следующий алгоритм «Straight B», реа-
лизующий метод выпрямления искаженных коэф-
фициентов (МВИК) для многофакторных регрес-
сионных моделей.

1. Приλ1 = Dxm
/Dx1, λ2 = Dxm

/Dx2 , . . . , λm−1 =
= Dxm

/Dxm−1 из системы (10) численно на-

ходятся оценки “b1,“b2, . . . ,“bm−1, затем по фор-
мулам (5) — коэффициенты “a1, “a2, . . . , “am−1 и,
наконец, по формулам (6) — оцененные «ис-
тинные» значения переменной “x∗m.

2. С помощью МНК оценивается модель (13).

3. Путем подстановки (15) в равенство (14) опре-
деляется искомое уравнение регрессии.

5 Моделирование валового
внутреннего продукта России

Для демонстрации МВИК решалась задача мо-
делирования ВВП России. Для этого были ис-
пользованы статистические данные с сайта Фе-
деральной службы государственной статистики
(https://rosstat.gov.ru) за период с 2000 по 2018 гг.
по следующим семи переменным: y — ВВП Рос-
сии (млрд руб.); x1 — среднемесячная заработная
плата в России (руб.); x2 — численность безра-
ботных в России (тыс. чел.); x3 — потребление
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Матрица парных коэффициентов корреляции

y x1 x2 x3 x4 x5 x6
y 1 0,997 −0,843 0,953 0,985 0,942 0,997
x1 0,997 1 −0,827 0,95 0,988 0,94 0,998
x2 −0,843 −0,827 1 −0,888 −0,805 −0,922 −0,831
x3 0,953 0,95 −0,888 1 0,92 0,981 0,954
x4 0,985 0,988 −0,805 0,92 1 0,917 0,987
x5 0,942 0,94 −0,922 0,981 0,917 1 0,937
x6 0,997 0,998 −0,831 0,954 0,987 0,937 1

электроэнергии в России (млн кВт·ч); x4 — продук-
ция сельского хозяйства России (млрд руб.); x5 —
грузооборот железнодорожного транспорта России
(млрд т·км); x6 — оборот розничной торговли (млн
руб.).

Матрица парных коэффициентов корреляции
для этих переменных представлена в таблице.

Как видно из таблицы, все объясняющие пере-
менные тесным образом коррелируют между собой.
Следовательно, в оцененной по исходным данным
модели множественной линейной регрессии бу-
дет присутствовать эффект мультиколлинеарности.
С помощью МНК была построена следующая ре-
грессионная модель:

“y = 24236,7 + 1,399x1 − 2,136x2 − 0,0067x3 −
− 0,225x4 − 3,073x5 + 0,0013x6 . (19)

Коэффициент детерминации модели (19) R2 =
= 0,996. Как и оказалось, из-за мультиколлинеар-
ности знаки коэффициентов при переменныхx3, x4
и x5 не согласуются с экономическим смыслом за-
дачи. Так, по регрессии (19) можно сделать абсурд-
ный вывод о том, что для повышения ВВП России
требуется снижать объемы производства продукции
сельского хозяйства.

Для МВИК на основе алгоритма «Selection B» на
языке программирования hansl эконометрического
пакета Gretl была написана соответствующая про-
грамма. С помощью этой программы было получе-
но вторичное уравнение полносвязной регрессии:

“y = −54754,02 + 0,409x1 − 4,765x2 + 0,0693x3 +
+ 3,475x4 + 15,73x5 + 0,00054x6 . (20)

Коэффициент детерминации модели (20) R2 =
= 0,971. Как видно, теперь знаки абсолютно
всех коэффициентов согласуются с экономическим
смыслом задачи. При этом по отношению к моде-
ли (19) качество регрессии (20) снизилось незначи-
тельно, поэтому ее можно использовать не только
для интерпретации, но и для прогнозирования.
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Method of straightening distorted due to multicollinearity coefficients in regression models

METHOD OF STRAIGHTENING DISTORTED

DUE TO MULTICOLLINEARITY COEFFICIENTS

IN REGRESSION MODELS

M. P. Bazilevskiy

Department of Mathematics, Irkutsk State Transport University, 15 Chernyshevskogo Str., Irkutsk 664074, Russian
Federation

Abstract: When constructing regression models, due to the strong multicollinearity of the explanatory variables,
its coefficients are distorted, in particular, their signs, which negatively affects the interpretational qualities of such
regression. This article is devoted to the development of a method of straightening coefficients distorted due to
multicollinearity. This method is based on the property of the fully connected linear regression models proposed by
the author. A nonlinear system, which is used to estimate fully connected regressions, is investigated. It is shown
that the solution of this system can be obtained numerically using the method of simple iterations. A method for
choosing unknown lambda-parameters in fully connected regression is proposed. It was found that in multivariate
fully connected models with a strong correlation of all factors, the signs of the coefficients for the variables in the
secondary equation coincide with the corresponding signs of the correlation coefficients. To straighten the distorted
coefficients on the basis of this research, the “Selection B” algorithm was developed. The developed method
of straightening has been successfully demonstrated by the example of modeling Russia’s gross domestic product
(GDP).

Keywords: regression analysis; fully connected linear regression model; multicollinearity; interpretation; numerical
method; GDP of Russia
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СОГЛАСОВАНИЕ ЦЕЛЕЙ АГЕНТОВ СПЛОЧЕННЫХ ГИБРИДНЫХ

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ МНОГОАГЕНТНЫХ СИСТЕМ∗

И. А. Кириков1, С. В. Листопад2

Аннотация: При разработке интеллектуальной системы как сообщества разнородных интеллектуальных
агентов важна организация их взаимодействия. Для снижения трудоемкости этой процедуры предлагает-
ся методами сплоченных гибридных интеллектуальных многоагентных систем (СГИМАС) моделировать
механизмы возникновения сплоченности в коллективах специалистов, решающих проблемы «за круглым
столом». Агенты таких систем должны быть способны самостоятельно согласовывать цели, модели пред-
метной области и вырабатывать протокол для решения поставленной проблемы. В статье предлагается
модель согласования целей агентов СГИМАС.

Ключевые слова: сплоченность; гибридная интеллектуальная многоагентная система; коллектив специа-
листов
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1 Введение

Решение проблем малыми коллективами спе-
циалистов снижает влияние человеческого фактора
на вероятность ошибок, обеспечивая возможность
комплексного, всестороннего рассмотрения проб-
лемы, учета целей различных заинтересованных
сторон. При этом для обеспечения эффективно-
го коллективного решения проблем недостаточно
собрать специалистов и обозначить проблему: по-
лярность точек зрений, разнородность знаний, от-
сутствие принятых норм взаимодействия обуслов-
ливают напряженность и конфликтные ситуации.
Для эффективной совместной деятельности малая
группа в процессе своего развития должна пройти
сложный путь от конгломерата незнакомых друг
с другом специалистов без общей цели до сплочен-
ного коллектива единомышленников, осуществля-
ющих совместную деятельность и добивающихся
результата на основе гармонизации целей, интере-
сов и ценностей [1].

При моделировании гибридными интеллекту-
альными многоагентными системами (ГиИМАС)
совместной работы специалистов по решению тех
или иных проблем возникают аналогичные слож-
ности. Агенты системы, собранные из разных ре-
позиториев и построенные разными разработчика-
ми, могут быть несовместимы по языкам передачи
сообщений, целям, моделям предметной области
или протоколам решения проблем. Для преодо-

ления данных трудностей в [2] предложена модель
СГИМАС. В их основу положена концепция функ-
циональных гибридных интеллектуальных систем
А. В. Колесникова [3], обеспечивающая учет проб-
лемной неоднородности, многоагентный подход
к построению интеллектуальных систем [4–7], по-
зволяющий имитировать взаимодействие специа-
листов в коллективе, а также стратометрическая
концепция (СК) сплоченности А. В. Петровско-
го [8], описывающая условия формирования спло-
ченного коллектива агентов, понимающих друг
друга, разделяющих общие цели и нормы. Цель
настоящей работы — разработка модели согласова-
ния целей агентов СГИМАС.

2 Модель сплоченной гибридной
интеллектуальной
многоагентной системы

Предложенная в [2] СГИМАС моделирует спло-
ченность коллектива специалистов на двух из трех
уровней СК А. В. Петровского [8] (из-за отсутствия
эмоциональной составляющей у агентов уровень
эмоциональных межличностных отношений СК не
рассматривается):

(1) ценностно-ориентационное единство (ЦОЕ),
т. е. близость основных ценностей и убежде-

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (проект 20-07-00104а).
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ний, возникающая в результате совместной
деятельности;

(2) ядро — единство, обусловленное сходством
целей членов коллектива.

Формально СГИМАС [2] описывается следу-
ющим выражением:

chimas =

= 〈AG, env, INT,ORG, {glng, ontng, protng}〉 , (1)

где AG — множество агентов системы, описыва-
емых выражением (2), включающее подмножество
AGsp ⊆ AG агентов-специалистов, моделирующих
знания и рассуждения специалистов — членов кол-
лектива, агента agdm ∈ AG, принимающего реше-
ния (АПР), агента-фасилитатора (АФ) agfc ∈ AG,
отвечающего за организацию эффективного взаи-
модействия агентов системы и формирование спло-
ченности, а также служебных агентов, обеспе-
чивающих взаимодействие агентов между собой;
env — концептуальная модель внешней сре-
ды СГИМАС; INT — множество элемен-
тов для структурирования взаимодействий аген-
тов (3); ORG — множество архитектур СГИМАС;
{glng, ontng, protng} — множество моделей макро-
уровневых процессов, содержащее модель glng
согласования целей агентов, обеспечивающую
сплоченность на уровне ядра СК, описываемую
выражением (5), модель ontng согласования онто-
логий (моделей предметной области) агентов, соот-
ветствующая обмену знаниями, опытом и убежде-
ниями между членами коллектива и формированию
сплоченности на уровне ЦОЕ, и модель protng по-
строения агентами протокола сплоченного реше-
ния проблем, имитирующая выработку и интерио-
ризацию членами коллектива норм взаимодействия
на уровне ЦОЕ.

Агент ag ∈ AG из формулы (1) описывается вы-
ражением:

ag = 〈idag, glag,LANGag, ontag,ACTag, protag〉, (2)

где idag — идентификатор (имя) агента; glag —
цель агента в виде нечеткого множества с функ-
цией принадлежности µid(pr

cs
id 1, . . . pr

cs
idNprid), за-

данной на подмножестве концептов-свойств
PRcsid = {prcsid 1, . . . ,prcsidNprid} множества концеп-
тов PRcsid ⊆ PRid ⊆ Cid онтологии агента ontag;
LANGag ⊆ LANG — множество языков передачи
сообщений, которыми «владеет» агент; ontag — мо-
дель предметной области (онтология) агента, опи-
сываемая выражением (4); ACTag — множество
действий, реализуемых агентом; protag — модель
протокола решения проблемы, разрабатываемая
агентом в процессе взаимодействия с другими аген-
тами [4].

Множество элементов для структурирования
взаимодействий агентов из формулы (1) описыва-
ется выражением:

INT =
{
protbsc,PRC,LANG, ontbsc, chn

}
, (3)

где protbsc — базовый протокол, обеспечивающий
взаимодействие агентов по формированию про-
токола сплоченного взаимодействия для решения
поставленных перед СГИМАС проблем; PRC —
множество элементов для конструирования про-
токола решения проблем агентами-специалиста-
ми и АПР; LANG — множество языков передачи
сообщений агентов; ontbsc — базовая онтология,
обеспечивающая интерпретацию агентами семан-
тики сообщений по согласованию собственных це-
лей и моделей предметной области, формированию
протокола сплоченного взаимодействия, описыва-
емая выражением (4); chn— степень сплоченности
агентов [2], описывающая степень сходства целей
и онтологий, а также согласованности протокола
решения проблем.

Модели онтологий агентов ontag и базовой онто-
логий ontbsc из выражений (2) и (3) соответственно
описываются следующим образом:

ont =

= 〈L,C,R,AT,FC,FR,FA, Hc, Hr, INST〉 , (4)

где L = Lc ∪ Lr ∪Lat ∪Lva — лексикон, множество
лексем, состоящее из подмножеств лексем, обозна-
чающих понятия Lc, отношения Lr, атрибуты Lat

и их значения Lva; C — множество концептов (по-
нятий); R : C × C — множество отношений между
концептами, первая компонента кортежа отно-
шения называется доменом dm (r) = ðÒ1(r),
а вторая — диапазоном значений отношения
rn (r) = ðÒ2(r); AT : C × Lva — множество атри-
бутов концептов; FC : 2L

c → 2C — функция связи
лексикона с концептами; FR : 2L

r → 2R — функ-
ция связи лексикона с отношениями; FA : Lat →
→ AT — функция связи лексикона с атрибута-
ми; Hc = C × C — таксономическая иерархия
концептов; Hr = R × R — иерархия отношений;
INST — множество экземпляров, концептов еди-
ничного объема [9]. Функции FC и FR предпо-
лагают, что в общем случае одна лексема может
соответствовать нескольким концептам или отно-
шениям и, наоборот, один концепт или отношение
может описываться несколькими лексемами.

3 Модель согласования целей
агентов

Модель согласования целей агентов описывает-
ся выражением:
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glng = 〈glest, glngn,GLNM〉 , (5)

где glest — модель оценки сходства целей; glngn —
модель оценки необходимости согласования целей;
GLNM = {glneg, glarg, gldmo} — множество мето-
дов согласования, например путем споров glarg, пе-
реговоров glneg или на основе распоряжений АПР
gldmo.

Модель оценки сходства целей пары агентов agi
и agj, которая подробно рассмотрена в [10], может
быть представлена следующим выражением:

glest = ract act1 (actagcm, act
ag
cu) ◦ ract act1 (actagcu, act

ag
cvr) ◦

◦ ract act1

(
actagcvr, act

ag
gsmc

)
◦ ract pr1 (actagcm,PR

cs
i ) ◦

◦ ract c1 (actagcm, Cj) ◦ ract res2 (actagcm,MPi j) ◦
◦ ract res1 (actagcu,MPi j) ◦ ract res1 (actagcu, ont

ag
i ) ◦

◦ ract res1

(
actagcu, ont

ag
j

)
◦ ract res2

(
actagcu,MP

′′
i j

)
◦

◦ ract res1

(
actagcvr,MP

′′
i j

)
◦ ract res1 (actagcvr, µi) ◦

◦ ract res1 (actagcvr, µj) ◦ ract res2 (actagcvr, µ
′
i) ◦

◦ ract res2

(
actagcvr, µ

′
j

)
◦

◦ ract res1

(
actaggsmc, µ

′
i

)
◦ ract res1

(
actaggsmc, µ

′
j

)
◦

◦ ract res1

(
actaggsmc,MP

′′
i j

)
◦ ract res2

(
actaggsmc, gls

ag
i j

)
,

где ract act1 — отношение «следование» типа «дей-
ствие–действие» [3]; actagcm — действие по установ-
лению соответствия MPi j (сходство пары концеп-
тов определяется как среднее геометрическое мер
лексикографического и таксономического сход-
ства [11]) между концептами-свойствами PRcsi ,
на которых определена нечеткая цель агента agi,
и концептами Cj онтологии агента agj, поскольку
в онтологиях агентов идентификаторы концептов-
свойств, на которых определены цели, и их число
могут различаться; actagcu — действие по выявле-
нию, объединению и сокращению функционально
зависимых концептов в соответствии MPi j, в ре-
зультате чего строится модифицированное соот-
ветствие MP′′i j независимых концептов обеих он-
тологий, на которых определены нечеткие цели
агентов agi и agj; actagcvr — действие по замене пере-
менных в функциях принадлежности µi и µj нечет-
ких целей агентов, в результате чего формируются
модифицированные функции принадлежности µ′

i

и µ′
j; actaggsmc — действие по расчету значения меры

сходства glsagi j нечетких целей [10] с учетом степени
сходства концептов-свойств, на которых они опре-
делены; ract pr1 — отношение «иметь аргументом» ти-
па «действие–свойство»; ract c1 — отношение «иметь
аргументом» типа «действие–концепт»; ract res2 —
отношение «иметь результатом» типа «действие–
ресурс»; ract res1 — отношение «иметь аргументом»
типа «действие–ресурс»; ◦ — операция склеивания
концептов [3].

Необходимость согласования целей агентов
оценивается АФ в соответствии со своей нечет-
кой базой знаний, представленной в [12]. Она
позволяет АФ организовать работу агентов системы
в соответствии с моделью ромба группового приня-
тия решений С. Кейнера [13], содержащей три по-
следовательные фазы: дивергентное коллективное
мышление, в ходе которого вырабатываются аль-
тернативные решения проблемы, стадию бурления,
на которой необходимо повышать «взаимопонима-
ние» между агентами, сближать их цели, модели
предметной области и вырабатывать согласован-
ный протокол решения поставленной проблемы,
и стадию конвергентного мышления, когда предло-
женные альтернативы классифицируются, ранжи-
руются и дорабатываются для принятия интегри-
рованного, устраивающего всех агентов решения.
Модель оценки необходимости согласования це-
лей агентов описывается выражением:

glngn = ract act1

(
actagdmsa, act

ag
gnmc

)
◦

◦ ract res1

(
actagdmsa,MSG

sol
)
◦ ract res1 (actagdmsa,GL

ag) ◦
◦ ract st1

(
actagdmsa, pss

it
)
◦ ract st2

(
actagdmsa, pss

it+1
)
◦

◦ ract st1

(
actaggnmc, pss

it+1
)
◦ ract res1

(
actaggnmc,GLNM

)
◦

◦ract res1

(
actaggnmc, glnm

it
)
◦ract res2

(
actaggnmc, glnm

it+1
)
,

где actagdmsa — действие по вычислению нечеткой
переменной «состояние процесса коллективного
решения проблемы» pssit+1 на основе множества
MSGsol ⊆ MSG ⊆ INST сообщений — решений
проблемы или ее частей, степени близости целей
агентов GLag и значения переменной на предыду-
щей итерации pssit; actaggnmc — действие по выбору

метода glnmit+1 согласования целей на новой ите-
рации процесса решения проблемы из множества
GLNM на основании метода на текущей итерации
glnmit и вычисленного значения нечеткой пере-
менной «состояние процесса коллективного реше-
ния проблемы» pssit+1; ract st1 — отношение «иметь
аргументом» типа «действие–состояние»; ract st2 —
отношение «иметь результатом» типа «действие–
состояние».

Методы согласования целей из множества
GLNM описывают механизмы изменения целей
агентов в процессе их «общения» в форме обме-
на сообщениями путем споров, переговоров или
на основе распоряжений АПР. Споры и перего-
воры необходимы для повышения сплоченности,
когда знания агентов друг о друге или о реша-
емой проблеме неполны [14]. Корректировка на
основе распоряжений АПР имеет серьезный недо-
статок: АПР вмешивается в систему целеполагания
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агентов, моделирующих знания реальных специа-
листов по решаемой проблеме, что может привести
к нерелевантности предлагаемых СГИМАС реше-
ний точкам зрения на проблему моделируемых спе-
циалистов. В связи с этим данный метод может
быть задействован, только если АПР может полу-
чить от агентов достоверные сведения об их целях,
при этом споры и переговоры не привели к же-
лаемому результату, т. е. после проведения споров
и переговоров АФ оценивает «состояние процес-
са коллективного решения проблемы» pssit+1 как
требующее согласования целей агентов. Необхо-
димое условие для выполнения любого из методов
согласования целей агентов — согласование онто-
логий агентов в пределах верхних котопий концеп-
тов (множества концептов, содержащего все выше-
лежащие концепты по таксономической иерархии
концептовHc по отношению к заданному концепту
и сам концепт [11]), на которых определены нечет-
кие цели.

В ходе споров glarg агенты обмениваются со-
общениями-аргументами, которые направлены на
изменение целевой функции агента-адресата. На
основе анализа рассмотренных в [14] типов аргу-
ментов, применяемых в переговорах специалистов,
для согласования целей агентами СГИМАС пред-
лагается использовать следующие механизмы аргу-
ментации:

– примеры и контрпримеры, демонстрирующие
противоречие между целями агента-адресата
и результатами реализации предыдущих его
предложений;

– обращение к «сложившейся практике», демон-
стрирующее, что агенты, ранее выполнявшие
в СГИМАС роль, занимаемую агентом-адреса-
том, придерживались предлагаемой цели, что
способствовало высокому качеству коллектив-
ных решений;

– апелляция к коллективным целям, чтобы убе-
дить агента-адресата, что корректировка его
цели позволит принять решение, соответству-
ющее поставленным перед системой целям.

Получив аргументированное предложение по
корректировке своей цели, агент-адресат оценивает
изложенные аргументы с использованием функции
«анализ аргументов» и в случае согласия с ними кор-
ректирует свою цель в соответствии с полученным
предложением.

Переговоры агентов по поводу согласования це-
лей glneg заключаются в формировании сообще-
ний-запросов на корректировку целей и угроз по
корректировке собственной цели в сторону, невы-
годную адресату сообщения, если предложение бу-
дет отвергнуто, или уступок, выгодных для адресата,

если предложение будет принято. Для этого мо-
жет использоваться метод монотонных минималь-
ных уступок [15]: агенты поочередно отправляют
сообщения-предложения, начиная с самых выгод-
ных для себя, и в процессе переговоров монотон-
но отступают от своих первоначальных требований.
В результате множество возможных соглашений от-
носительно целей агентов оказывается состоящим
из всех индивидуально рациональных соглашений,
эффективных по Парето [4].

В случае необходимости корректировки целей
на основе распоряжений АПР агенты-специали-
сты отправляют ему сообщения о своих целях на
текущий момент. Агент, принимающий решения,
анализирует множество целей агентов, сопоставляя
со своей, и формирует распоряжения для каждого
из агентов по корректировке его функции принад-
лежности нечеткой цели. Получив такое распо-
ряжение, агенты-специалисты корректируют свои
цели без дальнейших обсуждений.

Таким образом, предложенная модель и мето-
ды согласования целей агентов СГИМАС позволят
снизить интенсивность конфликтов, обусловлен-
ных различиями в целях агентов, созданных раз-
ными группами разработчиков и моделирующих
различных специалистов по решаемой проблеме.
Благодаря наличию модели оценки необходимости
согласования целей АФ может инициировать реле-
вантные ситуации механизмы согласования целей
и приостанавливать их использование для предот-
вращения таких нежелательных эффектов от чрез-
мерной сплоченности, как конформизм.

4 Заключение

Рассмотрены особенности распределенной раз-
работки систем гибридного и синергетического
искусственного интеллекта на примере ГиИМАС.
С целью снижения трудозатрат на интеграцию ав-
тономных частей интеллектуальной системы пред-
ложено моделирование механизмов сплочения кол-
лектива, возникающих в длительно существующих
группах специалистов, решающих практические
проблемы «за круглым столом». Для этих целей
предложено разработать новый класс интеллекту-
альных систем — сплоченные гибридные интеллек-
туальные системы. Рассмотрена модель системы
такого класса и разработана модель согласования
целей ее агентов. Механизм согласования целей
в ходе решения проблемы позволит агенту выра-
батывать решения с учетом не только собственных
целей, заложенных разработчиками при моделиро-
вании знаний и поведения соответствующего спе-
циалиста, но и, хотя бы частично, учитывать цели
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агентов, моделирующих других специалистов. Это
позволит снизить вероятность досрочного заверше-
ния коллективного решения проблемы и принятия
никого не устраивающего решения из-за несовме-
стимости целей и точек зрения на проблему.
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РАЗЛОЖЕНИЯ ЧЕБЫШЁВА–ЭДЖВОРТА ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

ОБОБЩЕННЫХ СТАТИСТИК ТИПА ХОТЕЛЛИНГА,

ПОСТРОЕННЫХ ПО ВЫБОРКАМ СЛУЧАЙНОГО РАЗМЕРА∗

М. М. Монахов1

Аннотация: Доказан аналог теоремы переноса для функций распределения статистики типа Хотеллинга,
размер которой является случайной величиной, позволяющий оценить скорость сходимости разложения
Чебышёва–Эджворта и получить явный вид вышеупомянутого разложения для исходной статистики.
На основании следствия к доказанному аналогу теоремы переноса для случая, когда размер статистики
имеет отрицательное биномиальное распределение (смещенное на 1), получен явный вид разложе-
ния Чебышёва–Эджворта второго порядка на базе предельного F -распределения. По построенному
разложению Чебышёва–Эджворта для специального значения параметра случайного размера выборки
построено разложение Корниша–Фишера второго порядка на базе квантилей F -распределения. Про-
веден вычислительный эксперимент и построены графики, иллюстрирующие полученное разложение
Чебышёва–Эджворта.

Ключевые слова: обобщенные разложения Чебышёва–Эджворта; разложения Корниша–Фишера; вы-
борка случайного объема; F -распределение; статистика типа Хотеллинга

DOI: 10.14357/19922264210211

1 Введение

В анализе данных довольно часто возникает за-
дача множественных сравнений. Например, раз-
личных возрастных, профессиональных, социаль-
ных слоев населения, или влияния различных доз
препарата, методов диагностики и т. д. Данную
задачу помогает решить дисперсионный анализ,
который применяется для исследования влияния
одной или нескольких качественных переменных
(факторов) на одну зависимую количественную пе-
ременную. Дисперсионный анализ широко при-
меняется в сфере производства, здравоохранения,
рекламы, продовольствия, обслуживания, его ре-
ализации представлены в статистических пакетах
для многих языков программирования. Сущность
дисперсионного анализа заключается в расчлене-
нии общей дисперсии изучаемого признака на
отдельные компоненты, обусловленные влиянием
конкретных факторов, и проверке гипотез о зна-
чимости влияния этих факторов на исследуемый
признак. Дополнительные проблемы возникают
в случае, когда объем наблюдения оказывается слу-
чайным [1].

В задачах многомерного однофакторного дис-
персионного анализа рассматриваются q вы-
борок с фиксированным размером n1, . . . , nq:

(X11, . . . , X1n1), . . . , (Xq1, . . . , Xqnq
), где Xij —

p-мерное наблюдение, представимое в виде:

Xij = µ+ αi + ǫij .

Здесь µ и αi — неизвестные векторные параметры;
ǫij — случайные ошибки, являющиеся независимы-
ми одинаково распределенными случайными вели-
чинами с нормальным распределением Np(0, B).
При рассмотрении основной гипотезы однород-
ности выборок

H0 : α1 = · · · = αq = 0

определяются матрицы Sh и Se, отражающие меж-
уровневые и внутриуровневые различия соответ-
ственно для элементов выборок

Sh =

q∑

i=1

ni(�yi − �y)(�yi − �y)′;

Se =

q∑

i=1

ni∑

j=1

(yij − �yi)(yij − �yi)
′

с n = n1 + · · ·+ nq и

�yi =
1

ni

ni∑

j=1

yij ; �y =
1

n

q∑

i=1

ni∑

j=1

yij .

∗Исследование выполнено в соответствии с программой Московского центра фундаментальной и прикладной математики.
1Московский центр фундаментальной и прикладной математики Московского государственного университета имени М. В. Ло-

моносова, mih monah@mail.ru.
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В предположении справедливости основной гипо-
тезы H0 случайные матрицы Sh и Se независи-
мы и имеют центральные распределения Уишарта
Wp(q, Ip) и Wp(n, Ip) соответственно. На базе мат-
риц Sh и Se для проверки гипотезы H0 строятся
статистики, одной из которых является статистика
Лоули–Хотеллинга.

В работах [1, 2] была доказана общая теорема
переноса, позволяющая оценить скорость сходи-
мости разложения типа Чебышёва–Эджворта пер-
вого порядка для асимптотически нормальных
статистик, построенных по выборкам случайного
объема, а также получить явный вид данного разло-
жения. В качестве примера статистики в этих рабо-
тах рассматривается выборочное среднее, которое
приближается нормальным распределением. В ра-
боте [3] получено разложение Корниша–Фишера
первого порядка для разложения Чебышёва–Эдж-
ворта из работы [1]. В работе [4] получены разло-
жения Чебышёва–Эджворта и Корниша–Фишера
второго порядка для статистик типа выборочно-
го среднего, построенных по выборкам случайного
объема. Данная работа развивает результаты выше-
перечисленных работ. Для статистики типа Хотел-
линга случайного размера доказан аналог теоремы
переноса и построено асимптотическое разложение
типа Чебышёва–Эджворта для функции распреде-
ления данной статистики.

Используем следующие обозначения:R— мно-
жество вещественных чисел; N := {1, 2, . . .} — по-
ложительные целые числа; IA(x) — индикаторная
функция.

Определим статистику Лоули–Хотеллинга (см.,
например, [5]):

Tn = T
2
0 = n trShS

−1
e . (1)

Рассмотрим случай, когда параметр n не опреде-
лен заранее, а является случайной величиной Nn.
В этом случае размеры выборок n1, . . . , nq стано-
вятся независимыми одинаково распределенными
случайными величинами Nn1 , . . . , Nnq

, а случайная
матрица Se становится случайной матрицей SNn

,
которая в предположении справедливости основ-
ной гипотезыH0 имеет центральное распределение
Уишарта Wp(Nn, Ip). Обобщенная нормированная
статистика Хотеллинга случайного размера запи-
шется в виде:

TNn
= T̃ 20 = g(n) trShS

−1
Nn
. (2)

В разд. 2 получен аналог теоремы переноса
для обобщенной нормированной статистики Хо-
теллинга случайного размера, в разд. 3 построен
аналог разложения Чебышёва–Эджворта для дан-
ной статистики, в разд. 4 получен явный вид раз-
ложения Корниша–Фишера для частного случая

параметра размера данной статистики. В разд. 5
приведены доказательства полученных теорем.

2 Аналог теоремы переноса
для статистики типа Хотеллинга

Запишем следующую теорему из работы [6, тео-
рема 4.1].

Теорема 1. Пусть статистика Tn определена в фор-

муле (1), Gk(x) = Pr
{
χ2 < x

}
— функция распреде-

ления хи-квадрат с k степенями свободы. Существу-

ет вещественное число C1 > 0 такое, что для всех

целых n ≥ 1

sup
x

∣∣∣∣∣∣
P
(
n trShS

−1
e ≤ x

)
−Gk(x)−

− k

4n

2∑

j=0

ajGk+2j(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ C1n

−2, (3)

где k = pq; a0 = q − p− 1; a1 = −2q; a2 = q + p+ 1.

Предположим, что функция распределения
нормированного случайного размера выборки Nn

удовлетворяет следующему условию.

Условие 1. Существуют константыm ∈ N, β > m/2,
C2 > 0, функция распределения H(y) с H(0+) =
= 0, функции ограниченной вариации hi(y), i =
= 1, . . . ,m, последовательность 0 < g(n) ↑ ∞, n →
→ ∞ такие, что для всех целых n ≥ 1

sup
y≥0

∣∣∣∣∣P
(
Nn

g(n)
≤ y

)
−H(y)−

m∑

i=1

1

ni/2
hi(y)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ C2n
−β, n ∈ N . (4)

Сформулируем аналог теоремы переноса, по-
зволяющий оценить распределение обобщенной
нормированной статистики Хотеллинга случайного
размера g(n) trShS

−1
Nn

.

Теорема 2. Пусть статистикаTNn
определена в фор-

муле (2) и для случайного размера выборки Nn выпол-

нено условие 1. Тогда существует константа C3 > 0
такая, что справедливо неравенство

sup
x

∣∣P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤ x
)
− Fn(x)

∣∣ ≤

≤ C1EN
−2
n +

C3 + C2Mn

nβ
,
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где

Fn(x) =

∞∫

1/g(n)

Gk(xy) dH(y) +

+

m∑

i=1

1

ni/2

∞∫

1/g(n)

Gk(xy) dhi(y) +

+
k

4g(n)

∞∫

1/g(n)

2∑

j=0

aj

y
Gk+2j(xy) dH(y) +

+
k

4g(n)

m∑

i=1

1

ni/2

∞∫

1/g(n)

1

y

2∑

j=0

ajGk+2j(xy) dhi(y);

Mn = sup
x

∞∫

1/g(n)

∣∣∣∣∣∣
∂

∂y


Gk (yx) +

+
k

4g(n)y

2∑

j=0

ajGk+2j (yx)





∣∣∣∣∣∣
dy .

Следствие 1. В условиях теоремы 2 с дополнитель-
ными предположениями

h2(0) = 0 ; H

(
1

g(n)

)
≤ c0n

−γ ;

h2

(
1

g(n)

)
≤ c1n

1−γ ;

1/g(n)∫

0

1

y
dH(y) ≤ c2g(n)n

−γ ,

1/g(n)∫

0

1

y
dh2(y) ≤ c3g(n)n

1−γ

для некоторого γ > 1 существует C3 = C3(C2, k, q)
такая, что ∀n ∈ N

sup
x

∣∣P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤ x
)
− F2;n(x)

∣∣ ≤

≤ C1EN
−2
n + C3n

−min(β,γ),

где

F2;n(x) =

∞∫

0

Gk(xy) dH(y) +

+
k

4g(n)

∞∫

0

2∑

j=0

aj

y
Gk+2j(xy) dH(y) +

+
1

n

∞∫

0

Gk(xy) dh2(y) +

+
k

4ng(n)

∞∫

0

2∑

j=0

aj

y
Gk+2j(xy) dh2(y) . (5)

3 Разложение
Чебышёва–Эджворта

Рассмотрим теперь пример применения теоре-
мы 2. Пусть размер выборки Nn(r) имеет отри-
цательное биномиальное распределение (смещен
на 1) с вероятностью успеха 1/n и функцией веро-
ятности

P(Nn(r) = j) =
•(j + r − 1)
(j − 1)!•(r)

(
1

n

)r (
1− 1

n

)j−1
,

r > 0, j = 1, 2, . . . (6)

Теперь получим разложение Чебышёва–Эдж-
ворта для нормированной статистики типа Хотел-
линга. Функция F -распределения F (x; a, b) — это
абсолютно непрерывная функция распределения
вероятности, заданная плотностью

f(x; a, b) =

=
1

B(a/2, b/2)

(
a

b

)a/2

xa/2−1
(
1 +

a

b
x

)−(a+b)/2

,

x > 0 .

Лемма 1. Пусть r > 1, случайная величина Nn(r)
определена формулой (6), тогда

E (Nn(r))
−2 ≤ C(r)






n−r, 1 < r < 2 ;

ln(n)n−2, r = 2 ;

n−2, r > 2 .

(7)

В случае если r = 2, скорость сходимости в (7), не

может быть улучшена.

Используя теорему 1 из работы [4], получаем
следующий результат.

Теорема 3. Пусть статистика Tm определена фор-

мулой (1). Пусть также дискретная случайная

величина Nn = Nn(r) с параметром r > 1 име-

ет распределение, задаваемое (6), и независима от

Wp(q, Ip) и Wp(n, Ip). Рассмотрим статистику

TNn
= g(n) trShS

−1
Nn

. Асимптотическое разложение

для случайного объема Nn(r) с r > 1 из [4, теорема 1]
справедливо с g(n) = E (Nn(r)) = r(n− 1) + 1. Тогда

существует константа C = C(r) > 0 такая, что

для всех n ∈ N

74 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 2 2021
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sup
x

∣∣P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤ x
)
− F2;n(x)

∣∣ ≤

≤ C





n−r, 1 < r < 2 ;

ln(n)n−2, r = 2 ;

n−2, r > 2 ;

(8)

где

F2;n(x) =

= F

(
x

k
; k, 2r

)
+
1

n

(r − 2)x
2rk

(
f

(
x

k
; k, 2r

)
−

− f

(
r − 1
rk

x; k, 2r − 2
))
+

k

4(r(n− 1) + 1) ×

×
2∑

j=0

ajF

(
r − 1
(k + 2j)r

x; k + 2j, 2r − 2
)
+

+
k

4n(r(n− 1) + 1) ×

×
2∑

j=0

aj

[
2− r

2(r − 1) F
(

r − 1
r(k + 2j)

x; k + 2j, 2r − 2
)
+

+
r

2(r − 1) F
(

r − 2
r(k + 2j)

x; k + 2j, 2r − 4
)
−

− (2− r)x

2r(k + 2j)
f

(
r − 1

r(k + 2j)
x; k + 2j, 2r − 2

)
−

− (r − 2)x
2(k + 2j)(r − 1) ×

× f

(
r − 2

r(k + 2j)
x; k + 2j, 2r − 4

)]
.

На рисунке демонстрируется преимущество раз-
ложения Чебышёва–Эджворта второго порядка над
разложением первого порядка в приближении эм-
пирической функции распределения.

4 Разложение Корниша–Фишера

Рассмотрим частный случай основного резуль-
тата теоремы 3. Пусть в (8) r = 3/2. Обозначим
P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤ x
)
= �F (x). Тогда

Эмпирическая функция распределения P
(
g(n) trShS−1

Nn
≤ x

)
(1), аппроксимация первого порядка F (x/k; k, 2r) (2)

и аппроксимация второго порядка F2;n(x) (3) при p = 1, n = 10 и r = 3: (а) q = 1; (б) 3; (в) 5; (г) q = 9
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�F (x) = F2;n(x)|r=3/2 +O(1/n3/2), n→ ∞ , (9)

где

F2;n(x)|r=3/2 = F
(
x

k
; k, 3

)
− 1
n

x

6k
f

(
x

k
; k, 3

)
+

+
1

n

x

6k
f

(
x

3k
; k, 1

)
+

+
k

2(3n− 1)

2∑

j=0

ajF

(
1

(k + 2j)3
x; k + 2j, 1

)
.

Домножим и разделим третий и четвертый член
разложения на плотность f (x/k; k, 3):

F2;n(x)|r=3/2 =

= F

(
x

k
; k, 3

)
+
1

n
d2(x)f

(
x

k
; k, 3

)
, (10)

где

d2(x) = − x

6k
+

x

6k

f (x/(3k); k, 1)

f (x/k; k, 3)
+

+
k

2(3− 1/n)

2∑

j=0

aj
F (x/((k + 2j)3); k + 2j, 1)

f (x/k; k, 3)
.

Перепишем исходное выражение (9), исполь-
зуя (10):

�F (x) = F

(
x

k
; k, 3

)
+
1

n
d2(x)f

(
x

k
; k, 3

)
+

+O
(
1

n3/2

)
, n→ ∞ . (11)

Используя разложение Чебышёва–Эджвор-
та (11) [4, утверждение 2], вытекающее из более
общих утверждений (см., например, работы [7,
гл. 5.6.1] и[8]), с a1(x) = 0, a2(x) = d2(x), g(x) =
= f(x/k; k, 3), G(x) = F (x/k; k, 3), получаем следу-
ющую теорему.

Теорема 4. В условиях теоремы 3 пусть x = xα,

u = uα — α-квантили нормированной статистики

P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤ x
)

и предельногоF -распределения

соответственно. Тогда справедливо следующее асим-

птотическое разложение для n→ ∞:

x = ku+
u

6

(
1− f (u/3; k, 1)

f (u; k, 3)

)
n−1 −

=
k

6

2∑

j=0

aj
F (uk/((k + 2j)3); k + 2j, 1)

f (u; k, 3)
n−1 +

+O(n−3/2).

5 Доказательства
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.

Используя формулу полной вероятности, полу-
чаем

P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤ x
)
=

= EP

(
Nn trShS

−1
Nn

≤ Nn

g(n)
x|Nn

)
=

=
∞∑

l=1

P

(
l trShS

−1
e ≤ l

g(n)
x

)
P(Nn = l) . (12)

Далее введем Fn(x), подставив оценку (3) для
статистики Хотеллинга из теоремы 1 без остаточ-
ного члена и оценку (4) без остаточного члена для
нормированной функции распределения размера
выборки из условия 1 в (12):

Fn(x) =

= P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤ x
) (3)
= E



Gk

(
Nn

g(n)
x

)
+

+
k

4Nn

2∑

j=0

ajGk+2j

(
Nn

g(n)
x

)
 =

∞∫

1/g(n)


Gk (yx) +

+
k

4g(n)y

2∑

j=0

ajGk+2j (yx)


 dP

(
Nn

g(n)
< y

)
(4)
=

(4)
=

∞∫

1/g(n)


Gk (yx) +

k

4g(n)y
×

×
2∑

j=0

ajGk+2j (yx)


 d

(
H(y)−

m∑

i=1

1

ni/2
hi(y)

)
=

=

∞∫

1/g(n)

Gk(xy) dH(y) +

+

m∑

i=1

1

ni/2

∞∫

1/g(n)

Gk(xy) dhi(y) +

+
k

4g(n)

∞∫

1/g(n)

2∑

j=0

aj

y
Gk+2j(xy) dH(y) +

k

4g(n)
×

×
m∑

i=1

1

ni/2

∞∫

1/g(n)

1

y

2∑

j=0

ajGk+2j(xy) dhi(y) . (13)

Найдем теперь оценки для supx

∣∣P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤
≤ x)− Fn(x)|. Введем обозначение

ψ(n; y) = P

(
Nn

g(n)
< y

)
−H(y)−

m∑

i=1

1

ni/2
hi(y) .
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Согласно (13),

∞∑

l=1



Gk

(
l

g(n)
x

)
+

+
k

4l

2∑

j=0

ajGk+2j

(
l

g(n)
x

)

P(Nn = l) =

=

∞∫

1/g(n)



Gk (yx) +

+
k

4g(n)y

2∑

j=0

ajGk+2j (yx)


 dP

(
Nn

g(n)
< y

)
,

поэтому

sup
x

∣∣P
(
g(n) trShS

−1
Nn

≤ x
)
− Fn(x)

∣∣ ≤ I1n + In2,

где

I1n = sup
x

∣∣∣∣∣∣∣

∞∫

1/g(n)



Gk (yx) +

+
k

4g(n)y

2∑

j=0

ajGk+2j(yx)


 dψ(n; y)

∣∣∣∣∣∣∣
;

I2n =

∞∑

l=1

sup
x

∣∣∣∣∣∣
P

(
l trShS

−1
l ≤ l

g(n)
x

)
−

−Gk

(
l

g(n)
x

)
− k

4l

2∑

j=0

ajGk+2j

(
l

g(n)
x

)∣∣∣∣∣∣
×

× P(Nn = l).

Используя формулу интегрирования по частям
и условие 1, получаем, что существует константа
C3 > 0 такая, что

I1n ≤ C3

nβ
+ sup

x

∞∫

1/g(n)

|(ψ(n; y)|

∣∣∣∣∣∣
∂

∂y


Gk (yx) +

+
k

4g(n)y

2∑

j=0

ajGk+2j (yx)




∣∣∣∣∣∣
dy ≤ C3

nβ
+
C2Mn

nβ
.

Используя результат теоремы 1, получаем

I2n ≤
∞∑

l=1

C1

l2
P(Nn = l) = C1EN

−2
n . �

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1 и леммы 1 анало-
гичны доказательствам утверждения 1 и леммы 1 из
работы [4].

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.
Обозначим

J1(x) =

∞∫

0

Gk(xy)dGr,r(y) ;

J2(x) =

=

∞∫

0

Gk(xy) d

[
(y − 1)(2− r) + 2Q1 (g(n)y)

2r
gr,r(y)

]
;

J3(x) =

∞∫

0

2∑

j=0

aj

y
Gk+2j(xy) dGr,r(y) ;

J4(x) =

∞∫

0

1

y

2∑

j=0

aj ×

×Gk+2j(xy) d

[
(y − 1)(2− r) + 2Q1(g(n)y)

2r
gr,r(y)

]
.

Тогда общий вид функции (5) из следствия 1
запишется в виде:

F2;n(x) = J1(x) +
1

n
J2(x) +

+
k

4g(n)
J3(x) +

k

4ng(n)
J4(x).

Рассмотрим интеграл J1(x):

∂

∂x
J1(x) =

∞∫

0

ygk(xy)gr,r(y) dy =

=
rr xk/2−1

•(r) •(k/2)2k/2

∞∫

0

yr+k/2−1e−(r+x/2)ydy .

Используя формулу 2.3.3.1 из [9, с. 259]
∞∫

0

xα−1e−px dx = •(α) p−α, α, p > 0 ,

c α = r + k/2 и p = r + x/2, получаем

∂

∂x
J1(x) =

rr

B(k/2, r)2k/2

xk/2−1

(x/2 + r)k/2+r
, x > 0 .

Тогда

J1(x) =

x∫

0

rr

B(k/2, r)2k/2

tk/2−1dt

(t/2 + r)k/2+r
=

=
1

B(k/2, r)(2r)k/2

x∫

0

tk/2−1dt

(t/(2r) + 1)k/2+r
=

=

{
y =

t

k
, dt = k dy

}
= F

(
x

k
; k, 2r

)
. (14)
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Обозначим

J3j
(x) =

∞∫

0

1

y
Gk+2j(xy) dGr,r(y), j = 0, 1, 2;

J3(x) =

2∑

j=0

ajJ3j
(x).

По аналогии с (∂/∂x)J1 для (∂/∂x)J30 получаем

∂

∂x
J30(x) =

=
r•(k/2 + r − 1)
•(k/2)•(r)(2r)k/2

xk/2−1
(
1 +

x

2r

)−(k/2+r−1)
.

Тогда

J30(x) =

x∫

0

r•(k/2 + r − 1)
•(k/2)(r − 1)•(r − 1)(2r)k/2

×

× tk/2−1
(
1 +

t

2r

)−(k/2+r−1)
dt =

=

{
y =

r − 1
rk

t, dt =
kr

r − 1 dy
}
=

=
r

r − 1F
(
r − 1
rk

x; k, 2r − 2
)
.

Аналогично получаем

J31(x) =
r

r − 1F
(

r − 1
r(k + 2)

x; k + 2, 2r − 2
)
;

J32(x) =
r

r − 1F
(

r − 1
r(k + 4)

x; k + 4, 2r − 2
)

и, таким образом,

J3(x) =

=
r

r − 1

2∑

j=0

ajF

(
r − 1

r(k + 2j)
x; k + 2j, 2r − 2

)
. (15)

Для вычисления J2(x) используем интегрирова-
ние по частям:

J2(x) = −x×

×
∞∫

0

gk(xy)
(y − 1)(2− r) + 2Q1(g(n)y)

2r
gr,r(y) dy =

= −x(2− r)

2r
J21(x) +

x(2 − r)

2r
J22(x)−

− x

r
J23(x), (16)

где

J21(x) =

∞∫

0

ygk(xy)gr,r(y) dy;

J22(x) =

∞∫

0

gk(xy)gr,r(y) dy;

J23(x) =

∞∫

0

gk(xy)gr,r(y)Q1(g(n)y) dy.

Заметим, что

J21(x) =
∂

∂x
J1(x); J22(x) =

∂

∂x
J30(x).

Рассмотрим третье слагаемое J23(x):

J23(x) =
rr xk/2−1

•(r)•(k/2)2k/2
×

×
∞∫

0

yr+k/2−2e−(r+x/2)yQ1(g(n)y) dy .

Применяя технику из доказательства теоремы 2
из работы [4], для J∗

4 (x) получаем:

n−1 |J23 | ≤
c(r, k)

nr

∞∑

k=1

k−r =
c1(r, k)

nr .

Подставив выражения для J21(x) и J22(x) в (16),
получаем

J2(x) =
(r − 2)x
2rk

(
f

(
x

k
; k, 2r

)
−

− f

(
r − 1
rk

x; k, 2r − 2
))

. (17)

Обозначим

J4j
(x) =

∞∫

0

1

y
Gk+2j(xy) dh2(y) , j = 0, 1, 2 ;

J4(x) =

2∑

j=0

ajJ4j
(x)

и рассмотрим J40 . Используя интегрирование по
частям, получаем

J40(x) = −
∞∫

0

(
− 1
y2
Gk(xy) +

x

y
gk(xy)

)
h2(y) dy =

=

∞∫

0

1

y2
Gk(xy)h2(y) dy − x

∞∫

0

1

y
gk(xy)h2(y) dy =

= J ′(x) − xJ ′′(x). (18)
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Заметим, что J ′′(x) = (∂/∂x)J ′(x), поэтому до-
статочно рассмотреть J ′′(x):

J ′′(x) =

∞∫

0

1

y
gk(xy)×

× (y − 1)(2− r) + 2Q1(g(n)y)

2r
gr,r(y) dy +

+
1

r

∞∫

0

1

y
gk(xy)gr,r(y)Q1(g(n)y) dy =

=
2− r

2r
J ′′
1 (x)−

2− r

2r
J ′′
2 (x) +

1

r
J ′′
3 (x).

Заметим, что

J ′′
1 (x) =

1

k
f

(
r − 1
rk

x; k, 2r − 2
)

и оценка для J ′′
3 (x) строится аналогично оценке

для J23 , но с α = r + k/2− 2. Рассмотрим J ′′
2 (x):

J ′′
2 (x) =

=
rr xk/2−1

•(r)•(k/2)2k/2

∞∫

0

yr+k/2−3e−(r+x/2)y dy =

=

{
x =

rk

r − 2 t
}
=

r

(r − 1)k f
(
r − 2
rk

x; k, 2r − 4
)
,

откуда получаем

J ′′(x) =
2− r

2rk
f

(
r − 1
rk

x; k, 2r − 2
)
+

+
r − 2
2k(r − 1) f

(
r − 2
rk

x; k, 2r − 4
)
; (19)

J ′(x) =
2− r

2(r − 1) F
(
r − 1
rk

x; k, 2r − 2
)
+

+
r

2(r − 1) F
(
r − 2
rk

x; k, 2r − 4
)
. (20)

Подставляя (19) и (20) в (18), получаем

J40(x) =
2− r

2(r − 1) F
(
r − 1
rk

x; k, 2r − 2
)
+

+
r

2(r − 1) F
(
r − 2
rk

x; k, 2r − 4
)
−

− (2− r)x

2rk
f

(
r − 1
rk

x; k, 2r − 2
)
−

− (r − 2)x
2k(r − 1) f

(
r − 2
rk

x; k, 2r − 4
)
.

Аналогично получаем, что

J41(x) =
2− r

2(r − 1) F
(

r − 1
r(k + 2)

x; k + 2, 2r − 2
)
+

+
r

2(r − 1) F
(

r − 2
r(k + 2)

x; k + 2, 2r − 4
)
−

− (2− r)x

2r(k + 2)
f

(
r − 1

r(k + 2)
x; k + 2, 2r − 2

)
−

− (r − 2)x
2(k + 2)(r − 1) f

(
r − 2

r(k + 2)
x; k + 2, 2r − 4

)
;

J42(x) =
2− r

2(r − 1) F
(

r − 1
r(k + 4)

x; k + 4, 2r − 2
)
+

+
r

2(r − 1) F
(

r − 2
r(k + 4)

x; k + 4, 2r − 4
)
−

− (2− r)x

2r(k + 4)
f

(
r − 1

r(k + 4)
x; k + 4, 2r − 2

)
−

− (r − 2)x
2(k + 4)(r − 1) f

(
r − 2

r(k + 4)
x; k + 4, 2r − 4

)
.

Таким образом,

J4(x) =

=

2∑

j=0

aj

[
2− r

2(r − 1) F
(

r − 1
r(k + 2j)

x; k + 2j, 2r − 2
)
+

+
r

2(r − 1) F
(

r − 2
r(k + 2j)

x; k + 2j, 2r − 4
)
−

− (2− r)x

2r(k + 2j)
f

(
r − 1

r(k + 2j)
x; k + 2j, 2r − 2

)
−

− (r − 2)x
2(k + 2j)(r − 1) ×

× f

(
r − 2

r(k + 2j)
x; k + 2j, 2r − 4

)]
. (21)

Объединяя |1/g(n) − 1/(rn)| ≤ max{2, r}(r −
− 1)(rn)−2, (14), (17), (15), (21) и лемму 1, полу-
чаем доказательство оценки (8).

6 Заключение

Доказанный в данной работе аналог теоремы пе-
реноса позволяет обобщить результаты работ [3, 4]
для случая, когда статистика имеет распределе-
ния типа Хотеллинга случайного размера. Полу-
ченное в работе асимптотическое разложение типа
Чебышёва–Эджворта для функции распределения
вышеупомянутой статистики позволяет построить
разложения типа Корниша–Фишера для данной
статистики.

Автор выражает благодарность В. В. Ульянову
и Г. Кристофу за полезные обсуждения задачи.
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АЛГОРИТМЫ СЖАТИЯ ДАННЫХ МАССИВОВ СИЛОВЫХ

КРИВЫХ I: КОДИРОВАНИЕ ОШИБОК ПРЕДСКАЗАНИЯ

Д. В. Сушко1

Аннотация: Рассмотрена задача обратимого (без потерь) сжатия данных массивов силовых кривых —
трехмерных массивов, элементы которых суть 16-битные целые числа. Такие массивы являются результа-
том сканирования микрообъектов на атомно-силовом микроскопе (АСМ) в режиме измерения силовых
карт. Предложены алгоритмы обратимого сжатия массивов силовых кривых, основанные на универсаль-
ном арифметическом кодировании ошибок их предсказания. Применены два метода универсального
кодирования. Первый основан на использовании статистической модели источника с вычислимой после-
довательностью состояний и предполагает разложение всей последовательности ошибок предсказания на
две независимо кодируемые подпоследовательности. Второй предполагает выбор подходящего веса при
построении используемых в арифметическом кодировании кодовых вероятностей. Для предложенных
алгоритмов на пяти тестовых массивах построены оценки скорости кодирования. Результаты показыва-
ют, что использование комбинации упомянутых выше методов универсального кодирования позволяет
заметно уменьшить скорость кодирования. Скорости кодирования тестовых массивов наиболее эффек-
тивным алгоритмом среди предложенных практически применимых алгоритмов составили 3,9285, 3,5268,
3,5024, 4,2813 и 4,2246 бит/пиксель.

Ключевые слова: атомно-силовой микроскоп; массив силовых кривых; обратимое сжатие; арифметиче-
ское кодирование; универсальное кодирование

DOI: 10.14357/19922264210212

1 Введение

В настоящее время широко распространенным
методом исследования микрообъектов (например,
клеток, вирусов, белков, нуклеиновых кислот и др.
в микробиологии) стало их сканирование на АСМ
в режиме измерения силовых карт. Результатом
таких исследований являются массивы силовых
кривых – трехмерные массивы данных большого
объема (в типичном случае ∼ 70 МБ). Необходи-
мость долгосрочного хранения и передачи по ка-
налам связи таких данных делает задачу их сжатия
весьма актуальной, а поскольку получение данных
связано с проведением трудоемкого и длительно-
го эксперимента, потери при сжатии недопустимы,
т. е. сжатие должно быть обратимым (без потерь).

Разработка алгоритмов обратимого сжатия дан-
ных массивов силовых кривых представляет ин-
терес с теоретической точки зрения, так как
распространенные алгоритмы обратимого сжатия
ориентированы главным образом на сжатие дан-
ных одного из двух типов: текст или изображение,
а массивы силовых кривых, очевидным образом, не
относятся ни к одному из этих типов.

Исследование задачи обратимого сжатия дан-
ных массивов силовых кривых было начато в ра-

боте [1], где были определены потенциальные воз-
можности некоторых алгоритмов сжатия. В ка-
честве экспериментальных данных в работе были
использованы массивы, полученные при скани-
ровании мягких биологических образцов в режи-
ме измерения силовых карт на микроскопе Mul-
tiMode V (Veeco, США). В число рассмотренных
алгоритмов вошли стандартные алгоритмы
(DEFLATE, JPEG 2000) и предложенные в [1] про-
стые алгоритмы на основе арифметического коди-
рования. Были получены оценки скорости кодиро-
вания этих алгоритмов. Напомним, что скоростью

кодирования R алгоритма называется отношение
длины кодового слова L (в битах), порождаемого
алгоритмом для описания массива данных, к пол-
ному числу элементов (пикселей) N этого масси-
ва; единица измерения скорости кодирования –
бит/пиксель (бт/п). При этом коэффициент сжатия
равен отношению длины элемента массива в битах
к скорости кодирования.

Цель настоящей работы — предложить и ис-
следовать более сложные алгоритмы обратимо-
го сжатия, основанные на универсальном ариф-
метическом кодировании ошибок предсказания.
Скорость кодирования алгоритмов оценивается на
тех же экспериментальных данных, что и в ра-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, dsushko@ipiran.ru
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боте [1], что позволяет сравнивать получаемые
результаты непосредственно. Вычисления про-
водятся программами, написанными на языке
Python.

2 Массивы силовых кривых

Кратко рассмотрим вопросы, связанные с про-
цессом сканирования и структурой массивов сило-
вых кривых. Более подробное изложение приведе-
но в [1], детальное описание технологии измерений
с помощью АСМ и интерпретации соответству-
ющих данных можно найти, например, в [2].

Принцип работы АСМ заключается в сканиро-
вании поверхности образца атомарно острой иглой
(зондом), которая является частью гибкого крон-
штейна (кантилевера), закрепленного на пьезо-
электрическом двигателе. Силы, действующие на
зонд со стороны поверхности, вызывают изгиб кан-
тилевера, что приводит к перераспределению ла-
зерного сигнала на фотодетекторе. Регистрируя
величину этого сигнала и зная жесткость кантиле-
вера, можно определить силу взаимодействия зонда
с поверхностью.

Современные АСМ позволяют работать в ре-
жиме измерения силовых кривых и силовых карт.
Силовая кривая представляет собой график зави-
симости силы взаимодействия зонда и поверхности
образца от расстояния между ними. При фиксиро-
ванном положении зонда в плоскости образца сни-
маются две кривые: кривая подвода (зонд прибли-
жается к образцу) и кривая отвода (зонд удаляется
от образца). Пары силовых кривых снимаются для
множества точек в поле наблюдения. В результате
формируется карта силовых кривых — трехмерный
массив данных.

Введем некоторые обозначения. Пусть
OXY Z — трехмерная декартова система координат.
Твердая подложка образца располагается в горизон-
тальной плоскости OXY , поле наблюдения пред-
ставляет собой прямоугольник в этой плоскости.
Силовые кривые измеряются в узлах (x, y) ≡ (xi, yj)
равномерной прямоугольной решетки в поле на-
блюдения, i = 0, 1, . . . , I − 1, j = 0, 1, . . . , J − 1. Пе-
ребор узлов решетки осуществляется в следующем
порядке: сначала по ширине (в направлении OY ),
затем по длине (в направлении OX). В каждом
узле (x, y) решетки измеряется пара силовых кри-
вых FA

(x,y)(z) (кривая подвода) и FR
(x,y)(z) (кривая

отвода), z ≡ zk, k = 0, 1, . . . ,K − 1. Шаг по вер-
тикали равномерный, высота z отсчитывается от
поверхности образца в узле (x, y).

Значения элементов силовых кривых FA,R
(x,y)(z)

пропорциональны силе, действующей на зонд

в точке пространства, находящейся на расстоянии z
от поверхности образца и имеющей координаты
(x, y) в поле наблюдения, в процессе подвода зонда
к образцу и отвода зонда от образца. Значения F
записываются в виде 16-битных целых чисел, т. е.
целых чисел в диапазоне [−215, 215 − 1]. Увеличе-
ние значения F отвечает увеличению отталкивания
(уменьшению притяжения) между зондом и поверх-
ностью. При измерении кривой подвода FA

(x,y)(z)

зонд может достичь поверхности образца до того,
как будет зарегистрировано необходимое число (K)
значений. В таком случае осуществляется дополне-
ние соответствующей строки до требуемой длины
(K) минимально возможным значением −215, за-
писываемым в конец строки.

Для всего массива силовых кривых будем ис-
пользовать обозначение

V = {V (i, j, k)}, i = 0, 1, . . . , I − 1 ,
j = 0, 1, . . . , J − 1 , k = 0, 1, . . . , 2K − 1 .

При этом

V (i, j, k) =

=





FA
(xi,yj)

(zk) , k = 0, 1, . . . ,K − 1 ;

FR
(xi,yj)

(zk−K) , k = K,K + 1, . . . , 2K − 1 .

В качестве экспериментальных данных исполь-
зуются пять массивов силовых кривых (I–V), по-
лученных при сканировании образцов, представ-
ляющих собой абсорбированные из раствора на
твердую подложку вирусы.

Первый образец (I) — это риновирус 2 на под-
ложке из слюды, второй и третий образцы (II
и III) — вирус мягкой мозаики ячменя на под-
ложке из слюды, четвертый и пятый образцы (IV
и V) — вирус табачной мозаики на подложке из
стекла. Массивы силовых кривых имеют следу-
ющие размеры: I = J = 64, K = 4096 (массив I);
I = J = 128, K = 1024 (массивы II–V). Полное
число элементов всех массивов равно 225. Каж-
дый элемент представляет собой 16-битное целое
число.

В качестве иллюстрации на рисунке представле-
ны пары силовых кривых образца II в двух разных
узлах поля наблюдения. Кривые подвода изобра-
жены черным цветом, кривые отвода — серым. На
фрейме (б) представлена кривая подвода, при из-
мерении которой зонд достиг поверхности образца
до того, как было зарегистрировано необходимое
число (K = 1024) значений, и поэтому в конец
строки было записано нужное число минимальных
значений (−215).
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Силовые кривые образца II

3 Алгоритмы кодирования
ошибок предсказания

Общепринятый метод решения задач обратимо-
го сжатия цифровых данных заключается в при-
менении к исходному массиву данных некоторых
обратимых преобразований, обеспечивающих де-
корреляцию его отсчетов и/или уменьшение диа-
пазона их значений, и последующего арифметиче-
ского кодирования [3] полученного таким образом
массива как последовательности независимых от-
счетов.

При арифметическом кодировании конечной
числовой последовательности x = {xn}, n =
= 0, 1, . . . , N − 1, принимающей значения в апри-
ори известном диапазоне A, множество условных

кодовых распределений вероятностей (или просто
кодовых распределений) {qn(a) = qn(a|xn−1, . . . , x0),
a ∈ A} используется для того, чтобы приписать
последовательности x кодовую вероятность Q(x)
и кодовое слово (результат сжатия) длины

L(x) =

⌈
− log2

(
Q(x)

2

)⌉
=

=

⌈
− log2

N−1∏

n=0

qn(xn) + 1

⌉
≤

≤
N−1∑

n=0

− log2 qn(xn) + 2 . (1)

Здесь ⌈·⌉ — результат округления вещественного
числа до ближайшего целого вверх. При этом
построение кодовых распределений, обеспечива-
ющих получение возможно более коротких кодовых
слов при неизвестной статистике, — задача универ-
сального кодирования [4]. Отметим, что восстанов-
ление исходной последовательности по кодовому

слову осуществляется в процессе декодирования
без задержки. Это означает, что в момент вос-
становления очередного значения xn декодеру уже
известны все предыдущие значения {x0, . . . , xn−1}
и кодовые распределения могут быть построены
декодером так же, как они были ранее построены
кодером в процессе кодирования. Это позволяет
декодеру восстановить значение xn.

В настоящей работе кодовые распределения
строятся следующим образом:

qn(a|xn−1, . . . , x0) =

=






1 + wθn(a)

amax(x)− amin(x) + 1 + wn
при a ∈

∈ [amin(x), amax(x)] ;
0 в противном случае ,

(2)

где θn(a) — число элементов, принимающих зна-
чение a, на начальном участке последователь-
ности x до (n − 1)-го члена включительно; amin(x)
и amax(x) — нижняя и верхняя границы диапазо-
на значений последовательности x; параметр w =
= 1, 2, . . . — вес. В частном случае w = 2 форму-
ла (2) превращается в соответствующую формулу
работы [1]. Границы amin(x) и amax(x) могут быть
вычислены кодером и должны быть переданы деко-
деру помимо кодового слова, что, вообще говоря,
несколько увеличивает скорость кодирования. Од-
нако кодируемые в работе массивы имеют 225 эле-
ментов, а для передачи значения одной границы
требуется 25 бит; соответствующее увеличение ско-
рости кодирования составляет 2−20 бт/п — величи-
ну, которой можно пренебречь.

В настоящей работе скорость кодирования оце-
нивается по формуле

R(x)
.
=
1

N
L(x) =

1

N

N−1∑

n=0

− log2 qn(xn) , (3)
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вытекающей из (1), если пренебречь бесконечно
малым членом 2N−1.

Величины θ(x)/N , x ∈ A, где θ(x) — число
элементов, принимающих значение x, в последо-
вательности x, образуют частотное (или эмпириче-

ское) распределение вероятностей значений после-
довательности. Величина

H(x) =
∑

x∈A

θ(x)

N

[
− log2

θ(x)

N

]
(4)

(используется соглашение о том, что 0 · log2 0 =
= 0) называется квазиэнтропией последователь-
ности. Единица измерения квазиэнтропии — бт/п.
Квазиэнтропия зависит только от самой последова-
тельности и представляет собой нижнюю границу
скорости арифметического кодирования (см., на-
пример, [4]). Разность R −H ≥ 0 — избыточность

арифметического кодирования. Величина избы-
точности характеризует качество решения одной из
задач универсального кодирования — задачи по-
строения кодовых распределений.

Арифметическое кодирование многомерного
массива данных требует их одномерного упорядо-
чения. В работе принято так называемое строчное
упорядочение, при котором трехмерный массив X
размерами (I, J,K) превращается в последователь-
ность x размером N = IJK так, что x(n) =
= X(i, j, k), n = JKi+Kj + k.

В работе исследуются алгоритмы, использу-
ющие в качестве основного декорреляционного
преобразования переход к ошибкам предсказания
и два предваряющих его преобразования, кото-
рые увеличивают неравномерность распределения
и уменьшают диапазон значений данных.

Первое преобразование заключается в разделе-
нии массива силовых кривыхV на массивы кривых
подводаVA и отводаVR:V→ {VA,VR},

V A(i, j, k) = V (i, j, k),

V R(i, j, k) = V (i, j,K + k),

k = 0, 1, . . . ,K − 1 . (5)

Второе преобразование применяется к получен-
ному массиву кривых подвода VA и заключается
в сужении диапазона значений этого массива, не-
померно широкого из-за наличия значения −215,
используемого для дополнения «неполных» строк:
VA → �VA,

�V A =

{
V A

dmin − 1, V A = −215 ;
V A, V A > −215 ,

(6)

где V A
dmin — динамический минимум значений мас-

сива VA (т. е. минимум значений без учета значе-

ния −215). Чтобы обратить преобразование суже-
ния диапазона (6), декодеру нужна информация
о том, встречалось ли значение −215 в исходном
массиве кривых подвода. Для передачи декодеру
этой известной кодеру информации требуется один
бит, и соответствующее увеличение скорости коди-
рования пренебрежимо мало.

Переход к ошибкам предсказания X → D для
данного трехмерного массива X = {X(i, j, k)} раз-
мерами (I, J,K) имеет вид:

D(i, j, k) =

=






X(0, 0, 0), i = j = k = 0;

X(i, 0, 0)−X(i− 1, 0, 0), i = 1, . . . , I − 1,
j = k = 0;

X(i, j, 0)−X(i, j − 1, 0), i = 1, . . . , I − 1,
j = 1, . . . , J − 1, k = 0;

X(i, j, k)−X(i, j, k − 1), i = 1, . . . , I − 1,
j = 1, . . . , J − 1, k = 1, . . . ,K − 1.

(7)

Преобразование применяется к каждому из двух по-
лученных в результате предварительной обработки
массивов: �VA → DA;VR → DR.

Все исследуемые в работе алгоритмы использу-
ют преобразования (5)–(7) и различаются приме-
няемыми методами универсального кодирования.
Отметим, что использование этих преобразова-
ний обеспечило наименьшую скорость кодирова-
ния массивов силовых кривых среди рассмотрен-
ных в [1] алгоритмов, основанных на кодировании
ошибок предсказания.

Начнем с рассмотренного в [1] алгоритма A[1|0],
который осуществляет независимое арифметиче-
ское кодирование массивовDA иDR с использова-
нием построенных по формуле (2) с весом w = 2
кодовых распределений. В строке 1 табл. 1 приве-
дена квазиэнтропия

H [1]
.
= H({DA,DR}) = 1

2

[
H(DA) +H(DA)

]

ошибок предсказания для массивов I–V, а в стро-
ке 4 — скорость кодирования

R[1|0] .= R({DA,DR}) = 1
2

[
R(DA) +R(DA)

]

алгоритма. Значения квазиэнтропии и скорости
кодирования в табл. 1 приводятся в единицах бт/п
с точностью до четырех знаков после десятичной
запятой. Избыточность кодирования алгоритма со-
ставляет 0,0009–0,0022 бт/п в зависимости от мас-
сива.

Рассмотрим метод сжатия, основанный на ис-
пользовании статистической модели источника
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Таблица 1 Квазиэнтропия и скорость кодирования

№ Величина I II III IV V
1 H[1] 3,9496 3,6922 3,6945 4,3091 4,2454
2 H[2,opt] 3,9256 3,5261 3,5015 4,2806 4,2239
3 H[2,fix] 3,9281 3,5261 3,5015 4,2806 4,2239
4 R[1|0] 3,9504 3,6944 3,6959 4,3103 4,2463
5 R[1|opt] 3,9498 3,6927 3,6951 4,3096 4,2458
6 R[1|¦x] 3,9498 3,6928 3,6951 4,3096 4,2458
7 R[2,¦x|0] 3,9294 3,5288 3,5038 4,2823 4,2256
8 R[2,¦x|opt] 3,9285 3,5268 3,5024 4,2813 4,2246
9 R[2,¦x|¦x] 3,9285 3,5268 3,5024 4,2813 4,2246

с вычислимой последовательностью состояний (см.,
например, [4]). Модель предполагает, что элементы
последовательности x (в данном случае одномерно
упорядоченные ошибки предсказания DA и DR)
один за другим «порождаются» некоторым ис-
точником данных и распределение значений оче-
редного элемента xn зависит только от текущего
состояния источника, которое, в свою очередь,
определяется значением предыдущего элемен-
та xn−1 последовательности. Назовем элемент
последовательности, «порожденный» источником
в некотором состоянии, элементом этого состоя-
ния. Элементы каждого состояния будем коди-
ровать/декодировать независимо. Это возможно,
поскольку в момент обработки данного элемента
значение предыдущего элемента известно не только
кодеру, но и декодеру (декодирование осуществля-
ется без задержки). Эффективность кодирования
зависит от выбора множества состояний.

Определим способ построения состояний в сти-
ле [5]. Выберем некоторое натуральное число t —
порог. Отнесем к нулевому состоянию те элемен-
ты xn, для которых n ≥ 1 и |xn−1| < t, прочие
элементы отнесем к первому состоянию. Теперь по-
следовательностьxразложена на две подпоследова-
тельности элементов нулевого и первого состояний
x0 и x1. Квазиэнтропия и скорость кодирования
пары подпоследовательностей равны

H({x0,x1}) =
N0
N
H(x0) +

N1
N
H(x1);

R({x0,x1}) =
N0
N
R(x0) +

N1
N
R(x1), (8)

где N0 и N1 — число элементов нулевого и первого
состояний, а квазиэнтропия и скорость кодирова-
ния каждой отдельной подпоследовательности x0
и x1 даются формулами (4) и (3).

Результирующие квазиэнтропия и скорость ко-
дирования (8) зависят от выбора порога t, опреде-
ляющего состояния. При любом значении поро-

га квазиэнтропия (8) не превышает квазиэнтропии
всей последовательности x (4) (см., например, [4]).
Естественная оптимизационная задача — нахожде-
ние порога, при котором квазиэнтропия (8) прини-
мает минимальное значение, — может быть решена
для конкретных данных численно путем перебора.

Применим описанный метод разложения дан-
ных на два состояния к ошибкам предсказания DA

иDR. Оптимальные пороги в обоих случаях прини-
мают одинаковые значения, равные 3, 4, 4, 3, 4 для
массивов I,. . . ,V. Значения оптимальной квазиэн-
тропии H [2, opt]

.
= H({{DA

0,D
A
1, }, {DR

0,D
R
1, }})

для массивов I–V представлены в строке 2 табл. 1.
Среднее по массивам уменьшение по сравнению
с квазиэнтропией H[1] составляет 0,0866 бт/п, ми-
нимальное — 0,0215 бт/п (массив V), максималь-
ное — 0,1930 бт/п (массив III).

Нахождение оптимальных порогов для данно-
го массива силовых кривых требует значительного
времени счета и не может быть реализовано на
этапе кодирования в режиме реального времени.
Поэтому для построения состояний в алгоритме,
предназначенном для практического применения,
следует использовать общие фиксированные зна-
чения порогов для всей совокупности подлежащих
сжатию массивов. В строке 3 табл. 1 представле-
ны значения квазиэнтропии H[2,fix], отвечающие
построенным с порогами t = 4 двум состояниям
ошибок предсказания DA и DR, для массивов I–V.
Увеличение квазиэнтропии по сравнению с опти-
мальным значениемH[2,opt] составляет 0,0025 бт/п
для массива I, пренебрежимо мало для массива IV
и равно нулю для остальных массивов. Таким
образом, использование общих фиксированных
порогов для построения состояний не приводит
к значительному увеличению квазиэнтропии по
сравнению с оптимальными значениями.

Скорости кодирования R[2, fix|0] .
=

.
= R({{DA

0,D
A
1, }, {DR

0,D
R
1, }}) массивов I–V

алгоритмом A[2,fix|0], который независимо коди-
рует элементы состояний ошибок предсказанияDA
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и DR, построенных с фиксированными порогами,
принимающими значение t = 4, и использует фор-
мулу (2) с весом w = 2 для построения кодовых
распределений, представлены в строке 7 табл. 1.
Для всех массивов имеет место снижение скорости
кодирования по сравнению с алгоритмом A[1|0],
которое лишь немного меньше, чем уменьшение
квазиэнтропии H[2,fix] по сравнению с квазиэн-
тропией H[1]. Среднее по массивам снижение
составляет 0,0855 бт/п, минимальное — 0,0207 бт/п
(массив V), максимальное — 0,1921 бт/п (мас-
сив III). Избыточность кодирования алгоритма
составляет 0,0012–0,0026 бт/п и в 1,2–1,8 раза
больше избыточности алгоритма A[1|0].

Рассмотрим метод уменьшения избыточности
кодирования, основанный на выборе веса w в фор-
муле (2) для кодовых распределений. Отметим,
что снижение скорости кодирования при таком
подходе заведомо не превысит избыточности ко-
дирования с принятым по умолчанию значением
веса w = 2. Оптимизационная задача нахождения
веса w, при котором для конкретной последова-
тельности данных минимальна скорость кодирова-
ния (3), может быть решена численно путем пере-
бора. В колонках табл. 2, обозначенных I,. . . ,V,
представлены значения оптимальных весов w для
ошибок предсказания DA и DR каждого из мас-
сивов I–V и элементов состояний DA

0, DA
1, DR

0

и DR
1 этих ошибок; состояния построены с фик-

сированными порогами, принимающими значение
t = 4 (см. выше).

Обозначим через A[1|opt] алгоритм независи-
мого кодирования ошибок предсказания DA и DR

с использованием оптимальных весов для по-
строения кодовых распределений. Скорости ко-
дирования R[1|opt] массивов I–V этим алгорит-
мом приведены в строке 5 табл. 1. Избыточность
кодирования по сравнению с алгоритмом A[1|0]
уменьшается в 2,1–4,4 раза и составляет теперь
0,0003–0,0006 бт/п в зависимости от массива.
Соответствующее снижение скорости кодирования
составляет 0,0005–0,0017 бт/п.

Вычисление оптимальных весов требует значи-
тельного времени. Поэтому в предназначенном для
применения на практике алгоритме следует исполь-
зовать общие фиксированные значения весов. Та-
кие значения для совокупности массивов I–V пред-
ставлены в колонках табл. 2, обозначенных I–V.

Обозначим через A[1|fix] алгоритм независимо-
го кодирования ошибок предсказания DA и DR

с использованием фиксированных весов для по-
строения кодовых распределений. Скорости ко-
дирования R[1|fix] массивов I–V этим алгоритмом,
приведенные в строке 6 табл. 1, практически не

Таблица 2 Оптимальные и фиксированные веса

Массив I II III IV V I–V

D
A 30 22 14 11 13 12
D

A
0 37 13 15 15 17 15

D
A
1 22 34 32 13 16 20

D
R 59 285 81 81 42 45
D

R
0 29 54 22 22 46 30

D
R
1 68 332 96 80 46 60

отличаются от скоростей кодирования R[1|opt] ал-
горитма A[1|opt] с оптимальными весами.

Обозначим через A[2,fix|opt] алгоритм, который
независимо кодирует элементы состояний DA

0,
DA

1, DR
0 и DR

1 ошибок предсказания, построен-
ных с фиксированными порогами, принимающи-
ми значение t = 4, и использует оптимальные веса
для построения кодовых распределений. Скорости
кодирования R[2,fix|opt] массивов I–V этим алго-
ритмом приведены в строке 8 табл. 1. Избыточность
кодирования по сравнению с алгоритмом A[2,fix|0]
уменьшается в 2,5–3,8 раза до 0,0004–0,0008 бт/п
в зависимости от массива. Снижение скорости ко-
дирования составляет 0,0009–0,0020 бт/п.

Обозначим через A[2,fix|fix] алгоритм, ана-
логичный A[2,fix|opt], но использующий фик-
сированные веса для построения кодовых рас-
пределений. Скорости кодирования R[2,fix|fix]
массивов I–V этим алгоритмом, приведенные
в строке 9 табл. 1, практически не отличают-
ся от скоростей кодирования R[2,fix|opt] алгорит-
ма A[2,fix|opt], использующего оптимальные веса.

4 Заключение

Рассмотрен ряд алгоритмов обратимого сжатия
массивов силовых кривых, основанных на уни-
версальном арифметическом кодировании ошибок
предсказания, и получены оценки скорости коди-
рования таких алгоритмов. Показано, что разложе-
ние ошибок предсказания на независимо кодиру-
емые вычислимые состояния и выбор подходящих
весов в формуле для кодовых распределений позво-
ляют уменьшить скорость кодирования.

Применимым на практике алгоритмом, обес-
печивающим наименьшую скорость кодирования,
оказался алгоритм A[2,fix|fix]. Скорости коди-
рования этим алгоритмом массивов I–V даны
в строке 9 табл. 1. Алгоритм A[2,fix|fix] дает за-
метно меньшую скорость кодирования по срав-
нению с алгоритм обратимого сжатия стандарта
JPEG 2000 [1]. Для массивов I,. . . ,V выигрыш со-
ставляет 0,1737, 0,1967, 0,1591, 0,1404, 0,1117 бт/п
соответственно.
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Интересно применить использованные методы
универсального кодирования (разделение на вы-
числимые состояния, выбор весов в формуле (2))
в случае арифметического кодирования компонент
вейвлет-преобразования [1]. Это должно стать
предметом следующей работы.
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ПРИНЦИПЫ СТРУКТУРИЗАЦИИ СТАТЕЙ

В ЭЛЕКТРОННЫХ СЛОВАРЯХ∗

А. А. Гончаров1, И. М. Зацман2

Аннотация: Рассмотрены две задачи, возникающие при переводе бумажных словарей в электронную фор-
му представления: (1) структуризация унаследованных и существующих в бумажной форме словарных
статей, обеспечивающая расширение функциональных возможностей электронного словаря по сравне-
нию с бумажным; (2) замена традиционных способов шрифтового выделения структурных элементов
словарной статьи на способы, обеспечивающие их программную адресацию в базе данных. Показано, что
структуру словарных статей, используемую в традиционной лексикографии, необходимо детализировать
и одновременно с этим категоризировать часть структурных элементов для расширения функциональных
возможностей электронного словаря. Описан подход к формированию классификационной системы,
интегрированной в электронный словарь, и последующей рубрикации структурных элементов словарных
статей на ее основе. Предлагаемые решения позволяют значительно расширить функционал элек-
тронного словаря по сравнению с его бумажным аналогом и преодолеть ограничения традиционной
лексикографии, обусловленные бумажной формой представления.
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1 Введение

Еще в 2000 г. французский лингвист Б. Серки-
лини (B. Cerquiglini) в ходе своего выступления на
Седьмой международной конференции «Journ‚ee des
dictionnaires», тема которой звучала как «От бумаж-
ных словарей к словарям электронным», выделил
в развитии электронной лексикографии три эта-
па. Первый из них — создание бумажных словарей
с использованием компьютера; второй — перевод
существующих бумажных словарей в электронный
формат; третий (на тот момент только начинавший-
ся) — изначальная разработка словарей в электрон-
ном формате с пользовательскими функциями,
реализация которых невозможна при издании сло-
варей на бумажном носителе [1, с. 188], например
использование потоковых объектов мультимедиа.

В том же 2000 г. Р. Вешлер и К. Питтс сравнили
электронные и бумажные словари применительно
к обучению английскому языку как иностранно-
му. Вывод, который они сделали, оказался неуте-
шительным: «электронные словари по-прежнему
остаются по своей сути бумажными словарями, за-
писанными на электронный носитель» [2]. В 2012 г.,
по мнению С. Гранже, это утверждение — несмот-
ря на улучшение ситуации — все еще оставалось

актуальным для значительного числа электронных
словарей [3, с. 2].

Сегодня также приходится признавать, что ра-
бота по созданию электронных словарей, которые
принципиально расширяли бы функционал слова-
рей бумажных и были бы удобны для пользователя
и лексикографа, не теряет актуальности. Более
того, при создании электронного словаря на осно-
ве бумажного необходимо учитывать отличия как
в структуре их словарных статей, так и в спосо-
бах выделения структурных элементов. Например,
в бумажных словарях для этой цели может исполь-
зоваться шрифтовое выделение (курсив, полужир-
ный шрифт, заглавные буквы), символы шрифта
Wingdings ( , , и т. д.), нумерация арабскими
и/или римскими цифрами и спецсимволы (точ-
ка с запятой, пробелы, скобки, слеши, кавычки
и т. п.) [4].

Следовательно, когда при подготовке электрон-
ного словаря используются наследуемые лекси-
кографические ресурсы, возникают две задачи:
(1) более детальная (по сравнению с бумажным
словарем) структуризация словарных статей, обес-
печивающая расширение его функциональных воз-
можностей; (2) замена традиционных способов
выделения структурных элементов (= полей) раз-

∗Работа выполнена в Институте проблем информатики ФИЦ ИУ РАН при поддержке РФФИ (проект 20-012-00166).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, a.gonch48@gmail.com
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, izatsman@yandex.ru
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Пример распределения содержания словарной статьи из [5] по зонам

Заглавное слово (= лемма) и его варианты k�onnen

Зона грамматической информации о лемме в целом vmod (perf hat k�onnen, в неполных предложениях,

где пропущен инфинитив полнозначного глагола hat
gekonnt)

З
он

а
зн

ач
ен

и
я

З
н

ач
ен

и
е

1

Толкование леммы
в данном значении

для выражения потенциальной возможности

Варианты перевода леммы
в данном значении

мочь, иметь возможность; можно; под отрицани-

ем нельзя
Примеры употребления

леммы в данном значении
ich habe heute frei und kann dich besuchen я сегодня
свободен и могу к тебе зайти; [. . .]

Устойчивые конструкции
с использованием леммы

в данном значении∗

. . ., ich kann dir sagen! (только в постпозиции

и с прямым порядком слов) . . ., просто фантасти-
ка!; das war eine Schl�agerei, ich kann dir sagen ну
и драка была, я тебе скажу!; [. . .]

. . . . . . . . .

Зона идиоматики [. . .] (gut) k�onnen (mit jmdm.) разг. быть в (дру-
жеских) отношениях (с кем-л.); die beiden k�onnen
einfach nicht miteinander отношения у них просто
не складываются; [. . .]

∗В более ранних работах, в том числе [9,10], эта зона носила название «Грамматическая фразеология с использованием
леммы в данном значении».

меткой тегами и/или использование баз данных
в процессе его подготовки. Лишь после их решения
появляется возможность существенного расшире-
ния функциональных возможностей электронного
словаря по сравнению с бумажным.

Цель статьи состоит в описании принципов
решения первой задачи на примере двуязычного
(немецко-русского) словаря, создаваемого груп-
пой лексикографов под руководством Д. О. Доб-
ровольского [5], с применением надкорпусной ба-
зы данных (НБД) немецких модальных глаголов,
созданной в ФИЦ ИУ РАН (см. подробнее [6]).
Решение этой задачи с применением НБД необхо-
димо, в частности, и для того, чтобы обеспечить
возможность фиксации ретроспективы изменений,
вносимых в словарные статьи лексикографами (см.
об этом [7, 8]1). Частично рассматривается решение
и второй задачи, которая более детально описана
в работе [4]2.

2 Структуризация словарных
статей

В работе [9, с. 92] в форме таблицы была пред-
ставлена структура статьи, используемая в бумаж-
ном словаре [5]3. Каждая строка таблицы соот-

ветствовала зоне словарной статьи с точки зрения
традиционной лексикографии, а столбцы показы-
вали уровень вложенности зон.

В таблице проиллюстрировано, каким образом
содержание словарной статьи распределено по зо-
нам. Для примера взята статья на один из модаль-
ных глаголов немецкого языка — глагол k�onnen.
В целях экономии места в таблице приведено толь-
ко первое из девяти его значений, а также сокраще-
но число примеров употребления, устойчивых кон-
струкций и идиом (пропуски отмечены как [. . .]).

Хотя на первый взгляд может показаться, что
такого распределения содержания статьи по зо-
нам — структурным элементам верхнего уровня —
достаточно для работы со словарем в электронном
формате, почти каждая зона с содержательной
точки зрения может быть разделена на поля —
структурные элементы нижних уровней, что даст
возможность расширить спектр областей поиска
в электронном словаре.

Так, «зона грамматической информации о лем-
ме в целом» объединяет как минимум два по-
ля: (1) «vmod» (‘модальный глагол’) — инфор-
мация о том, к какой части речи принадлежит
лемма; (2) «perf hat k�onnen, в неполных предложе-

ниях, где пропущен инфинитив полнозначного глагола

1В этих работах механизм фиксации изменений, вносимых в словарные статьи, рассматривается на примере лишь одной зо-
ны статьи — зоны значения, приводимой, кроме того, в сокращенном виде. Однако при условии, что словарные статьи были
структурированы, применение НБД позволяет фиксировать ретроспективу изменений, вносимых в любую из зон статьи.

2В этой работе задача решается на примере немецко-русского фразеологического словаря.
3Более подробное описание см. в [10, с. 40–44]; хотя там говорится о структуре статьи нового большого немецко-русского

словаря, она во многом совпадает со структурой статьи словаря [5]. Другие зоны, которые также используются при составлении
словарей, перечисляются в [11].
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hat gekonnt» — информация об особенностях обра-
зования грамматических форм леммы. Более то-
го, внутри второго поля можно выделить элемент
«perf » (‘перфект’), указывающий, формы какого
грамматического времени глагола образуются не
по общему правилу.

Зона вариантов перевода леммы в данном зна-
чении в примере из таблицы распадается на 3 по-
ля, в бумажном оформлении разделенные точкой
с запятой. Таким образом сгруппированы наиболее
близкие по значению варианты перевода: (1) «мочь,
иметь возможность»; (2) «можно»; (3) «под отрица-

нием нельзя». Кроме того, третье поле содержит
комментарий, в данном случае — объяснение усло-
вий, при которых следует использовать этот вариант
перевода («под отрицанием»).

Зона примеров употребления леммы в данном
значении, во-первых, состоит из отдельных приме-
ров (в бумажном оформлении также разделенных
точкой с запятой), в каждом из которых, во-вторых,
можно выделить оригинальный текст примера и его
перевод (отделенные друг от друга пробелом).

Зона «Устойчивые конструкции с использова-
нием леммы в данном значении» имеет сходную
структуру, которая, однако, включает и другие по-
ля. Полужирным шрифтом выделена сама устойчи-
вая конструкция, для которой в скобках курсивом
могут указываться (1) синтаксические валентности1

и (2) комментарии особенностей употребления. Бо-
лее того, для некоторых устойчивых конструкций
приводятся примеры их употребления (оригинал
и перевод).

Зона идиоматики с точки зрения структуры
почти полностью повторяет зону «Устойчивые
конструкции. . .», однако идиомы могут сопровож-
даться указаниями на стилистические особенности
их употребления — стилистическими пометами (см.
«разг.» в нижней строке таблицы).

Из сказанного выше можно сделать вывод, что
для создания электронного словаря, функционал
которого был бы шире функционала соответству-
ющего бумажного словаря, требуется сделать при-
годными для адресации и программной обработки
не только традиционно выделяемые зоны статьи,

но и вложенные в них поля. Так, если представить
пример из таблицы в виде XML-дерева2 с учетом
предлагаемого уровня детализации, получим следу-
ющий результат структуризации словарной статьи3:

〈entry〉
〈hdw〉k�onnen〈/hdw〉
〈grinf〉
〈pos〉vmod〈/pos〉
〈grforms〉
〈form〉perf 〈/form〉

hat k�onnen, в неполных предложениях, где

пропущен инфинитив полнозначного глагола

hat gekonnt
〈/grforms〉

〈/grinf〉
〈mn§d〉
〈mn〉
〈mndesc〉

〈interp〉для выражения потенциальной

возможности〈/interp〉
〈trnsl〉
〈tgroup〉мочь, иметь возможность〈/tgroup〉
〈tgroup〉можно〈/tgroup〉
〈tgroup〉
〈comm〉под отрицанием〈/comm〉 нельзя

〈/tgroup〉
〈/trnsl〉

〈/mndesc〉
〈ex§d〉
〈ex〉

〈orig〉ich habe heute frei und kann dich
besuchen〈/orig〉
〈trnsl〉я сегодня свободен и могу к тебе
зайти〈/trnsl〉

〈/ex〉
. . .

〈/ex§d〉
〈phras§d〉
〈phras〉
〈orig〉
. . ., ich kann dir sagen!

〈comm〉только в постпозиции и с прямым

порядком слов〈/comm〉
〈/orig〉
〈trnsl〉. . ., просто фантастика!〈/trnsl〉
〈ex§d〉. . .〈/ex§d〉

〈/phras〉
. . .

1Синтаксической валентностью называется «способность слова вступать в синтаксические связи с другими элементами» [12, с. 79–
80]. В нижней строке таблицы для идиомы «(gut) k�onnen» указана валентность «mit jmdm.» — буквально ‘с кем-либо’. Валентность
«с кем-л.» указана и для перевода данной идиомы на русский язык.

2Идея использования XML-разметки словарных статей не нова и ранее была описана в контексте обмена словарными ресурса-
ми [13, 14, с. 291–329].

3Разметка выполнена для статьи из таблицы с использованием следующих тегов: 〈entry〉 — словарная статья; 〈hdw〉 — лемма;
〈grinf〉 — грамматическая информация; 〈pos〉 — информация о том, к какой части речи принадлежит лемма; 〈grforms〉 — описание
особенностей образования грамматических форм; 〈form〉 — грамматическая форма; 〈usn〉 — стилистические пометы; 〈idm§d〉 — зона
идиоматики; 〈idm〉 — идиома; 〈mn§d〉 — зона значения; 〈mn〉 — значение; 〈mndesc〉 — описание значения; 〈interp〉 — толкование
значения; 〈orig〉 — текст оригинала; 〈trnsl〉 — текст перевода; 〈tgroup〉 — группа вариантов перевода; 〈phras§d〉 — зона «Устойчивые
конструкции. . .»; 〈phras〉 — устойчивая конструкция; 〈comm〉 — комментарий; 〈ex§d〉 — зона примеров; 〈ex〉 — пример; 〈val〉 —
зона синтаксических валентностей.
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〈/phras§d〉
〈/mn〉
. . .

〈/mn§d〉
〈idm§d〉
〈idm〉
〈orig〉(gut) k�onnen

〈val〉mit jmdm.〈/val〉
〈usn〉разг.〈/usn〉

〈/orig〉
〈trnsl〉

быть в (дружеских) отношениях
〈val〉с кем-л.〈/val〉

〈/trnsl〉
〈ex§d〉. . .〈/ex§d〉

〈/idm〉
. . .

〈/idm§d〉
〈/entry〉

Такая структура является более детальной, чем
представленное в таблице традиционное деление на
зоны, что и обеспечивает существенное расшире-
ние функционала электронного словаря. Наиболее
очевидная новая возможность — поиск словарных
статей по тексту любого из структурно выделенных
полей.

Другие возможные объекты поиска: все статьи,
где описываются единицы, которые можно пере-
вести на русский словом «можно»; все статьи, ко-
торые включают интересующий пользователя или
лексикографа структурный элемент (например, зо-
ну «Устойчивые конструкции. . .» или зону идиома-
тики) и т. д. Это может быть ценным для лекси-
кографии (создание словарей разных типов), для
обучения иностранному языку (отбор материала по
значениям грамматических признаков), а также для
решения переводческих задач.

3 Формирование
классификационной системы

Хотя одно только выделение новых структур-
ных элементов статьи расширяет функционал элек-
тронного словаря по сравнению с бумажным, вы-
полнение категоризации этих элементов способно
обеспечить решение еще более широкого круга за-
дач. Категоризация структурного элемента (= по-
ля) словарной статьи — это отнесение его к не-
которому классу или группе согласно некоторому
признаку, например: (1) «часть речи» (значения
признака: n — существительное, v — глагол и т. д.);
(2) «постоянные грамматические характеристики»
(отметим, что наборы значений этого признака
отличаются в зависимости от значения признака

«часть речи», см. об этом также [13, с. 116]: так,
для существительного это грамматический род —
мужской (m), средний (n) или женский (f ); для гла-
гола — переходность (vt) или непереходность (vi)
и т. п.); (3) «стилистические особенности употреб-
ления» (значения признака: разг., груб. и т. д.) и др.

Значения признаков могут быть объединены
в фасеты, которые, в свою очередь, объединяют-
ся в фасетную классификацию (с помощью кото-
рой выполняется рубрикация всей словарной ста-
тьи и/или ее структурных элементов).

Создание и использование такой классифика-
ции даст возможность искать по значению при-
знака, например, словарные статьи, где лемма
представляет собой: слово разговорного стиля;
существительное среднего рода; прилагательное,
имеющее особенности образования форм сравни-
тельной степени, и т. д. Важно отметить, что могут
отбираться статьи, где, например, к разговорному
стилю относится не лемма, а только идиома с этой
леммой (см. идиому с пометой «разг.» в нижней
строке таблицы).

Существует также возможность добавления но-
вых классификационных признаков. Одним из
таких признаков, имеющих особую ценность для
пользователей, может стать признак «семантика
леммы». Для его использования следует, во-первых,
выбрать готовую (или создать новую) классифика-
ционную систему, которая будет использоваться
в электронном словаре, и, во-вторых, добавить
поле для значения признака «семантика леммы»,
указывающего на принадлежность леммы к некото-
рому семантическому классу1. Таким образом, дву-
язычный словарь приобретает отдельные свойства
словаря идеографического или тезауруса [16, 17].

Элементы реализации идеи включения в сло-
варь семантической классификационной системы
можно найти во французско-русской лексикогра-
фии — это так называемые «комплексные словар-
ные статьи» в [18]. В отличие от традиционных
статей двуязычного словаря комплексные статьи
решают специализированные задачи: в них могут
разъясняться трудности перевода применительно
к описываемой паре языков (в случае словаря [18]
это пара «французский–русский»), рассматривать-
ся способы выражения семантических категорий
(например, «цель», «причина»). Также в словарь
могут включаться семантические группы слов (на-
звания и перевод месяцев, дней недели, стран света
и т. п.). Однако в рамках бумажного словаря лекси-
кографы сталкиваются с б‚ольшими сложностями
при реализации этой идеи, чем при создании сло-
варя электронного.

1Применительно к фразеологическому словарю об этом говорилось в [15].
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Включение в электронный словарь фасетной
классификации с возможностью отбирать словар-
ные статьи по значениям разных признаков и их
сочетаниям дает пользователю широкие возмож-
ности поиска и существенно увеличивает спектр
решаемых лексикографических задач1.

4 Заключение
Существующие средства информатики дают

возможность значительно расширить функционал
электронных словарей по сравнению с бумажными
словарями, записанными на электронный носи-
тель. Однако для использования накопленных
лексикографических ресурсов требуется выпол-
нить структуризацию наследуемых словарных ста-
тей, обеспечивающую последующее наполнение
баз данных наследуемыми лексикографическими
ресурсами, формирование электронных словарей
и выполнение в них лексико-грамматических ви-
дов поиска.

Для создания лексикографических баз знаний
с развитыми возможностями семантического по-
иска необходимо предварительно сформировать
и потом использовать лингвистическую фасетную
классификацию, объединяющую грамматические,
функционально-стилистические и семантические
признаки с их простановкой как в словарных стать-
ях, так и в их структурных элементах. В настоящее
время проблема создания лексикографических баз
знаний с подобными возможностями находится на
начальной стадии решения.
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ИЗВЛЕЧЕНИЕ ЗНАНИЙ О СРЕДСТВАХ ВЫРАЖЕНИЯ

ЛОГИКО-СЕМАНТИЧЕСКИХ ОТНОШЕНИЙ

ПРИ ПОМОЩИ НАДКОРПУСНОЙ БАЗЫ ДАННЫХ

А. А. Гончаров1, О. Ю. Инькова2

Аннотация: Цель статьи — показать продуктивность использования параллельных текстов и их анно-
тирования в надкорпусной базе данных (НБД) коннекторов для извлечения знаний об альтернативных
средствах выражения логико-семантических отношений (ЛСО). На примере наиболее известных дискур-
сивно аннотированных корпусов — Penn Discourse Treebank (PDTB), Prague Dependency Treebank (PDT)
и Rhetorical Structure Theory Discourse Treebank (RST-DT) — авторы показывают, что в существующих
исследованиях нет консенсуса относительно того, какие языковые средства относить к классу коннек-
торов (прототипических показателей ЛСО), а какие — к альтернативным средствам. В исследовании
продемонстрировано, что применение сопоставительного метода и использование возможностей НБД
коннекторов позволяет не только извлекать новое знание о средствах выражения ЛСО в изучаемых
языках, но и создавать тезаурусы таких средств, в том числе альтернативных коннекторам. Кроме того,
информация, хранящаяся в НБД, дает возможность получать новые знания о том, какие ЛСО могут быть
выражены неспециализированными средствами и какова частотность использования этих средств для
каждого ЛСО в каждом из изучаемых языков.

Ключевые слова: надкорпусная база данных; логико-семантические отношения; коннекторы; извлечение
новых знаний; параллельные тексты
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1 Вводные замечания

Логико-семантические, или, шире, дискурсив-
ные, отношения, обеспечивающие связность тек-
ста на естественном языке, привлекают внимание
лингвистов и специалистов по информатике уже не
один десяток лет: первые исследования начали по-
являться в 1970-х гг. (например, работы Дж. Хобб-
са [1, 2]). Однако многие вопросы до сих пор
остаются дискуссионными: это, в первую очередь,
и само понятие «дискурсивное отношение», и поня-
тие «коннектор» (единицы этого класса считаются
прототипическими эксплицитными показателями
таких отношений). Нет консенсуса и относитель-
но того, можно ли создать исчерпывающий список
коннекторов для исследуемого языка. Тем не ме-
нее важность списков коннекторов для разработки
дискурсивных парсеров и, шире, средств автомати-
ческой обработки текста и автоматического извле-
чения информации из текста подчеркивается в ряде
работ (см., например, [3, с. 55]). В [4], где описыва-
ются результаты разработки дискурсивного парсера
для русского языка, отмечается, что наличие пока-
зателя ЛСО служит наиболее надежным признаком

для определения того, каким именно отношением
связаны фрагменты текста.

В то же время в [5] показано, что в зависимости
от типа текста и вида ЛСО коннекторы использу-
ются лишь в 30%–40% случаев. Остальные случаи
представляют собой либо имплицитные ЛСО (по-
дробнее об этом понятии см., например, [6]), ли-
бо ЛСО, показателем которого являются языковые
средства, отличные от коннекторов. Следователь-
но, качество результатов автоматической обработ-
ки текстов на естественном языке непосредственно
зависит от уровня наших знаний не только о кон-
некторах, но и об этих, альтернативных, средствах
выражения ЛСО. Цель статьи состоит в том, что-
бы показать продуктивность использования парал-
лельных текстов и поисковых возможностей НБД
коннекторов, разработанной в ИПИ ФИЦ ИУ РАН
(подробнее см. [7–9]), для извлечения знаний об
альтернативных средствах выражения ЛСО.

2 Существующие подходы
Отправной точкой для активных исследований

средств выражения ЛСО, альтернативных коннек-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, a.gonch48@gmail.com

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, olyainkova@yandex.ru
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торам, стала статья [10], отражающая подход со-
здателей Пенсильванского дискурсивно аннотиро-
ванного корпуса (PDTB) [11] к этому вопросу. При
аннотировании корпуса выяснилось, что если два
фрагмента текста связаны каким-либо ЛСО (дис-
курсивным отношением в терминах PDTB), то это
отношение может: (i) выражаться коннектором1;
(ii) не выражаться коннектором, причем какой-
либо коннектор можно добавить (= имплицитные
ЛСО); (iii) не выражаться коннектором, причем
никакой коннектор не может быть добавлен из-
за возникающей в этом случае семантической из-
быточности. Авторы пришли к выводу, что такая
избыточность вызвана наличием альтернатив-
ных коннекторам лексических средств выражения
ЛСО — «альтернативных лексикализаций» (alterna-
tive lexicalizations, AltLex).

Если в PDTB в разряд коннекторов попадает
ограниченный круг языковых единиц, то разработ-
чики Пражского корпуса синтаксических зависи-
мостей (PDT) трактуют понятие коннектор более
широко, включая в этот класс большинство лек-
сических средств, которые так или иначе могут
выражать ЛСО [3, 12]. Коннекторы при этом раз-
деляются на «первичные» (primary) и «вторичные»
(secondary), довольно разнообразные по своей мор-
фологической природе. Не включаются в число
коннекторов лишь так называемые «неуниверсаль-
ные», или «свободные связующие сочетания» (non-
universal / free connecting phrases), образующие тре-
тий класс средств выражения ЛСО. Ср. (1)–(4) из [3,
с. 51, 68]:

(1) Fred didn’t stop joking. As a result, his friends enjoyed
hilarity throughout the evening.

‘Фред не переставал шутить. В результате его друзья
смеялись весь вечер’.2

(2) I had all the necessary qualifications. Despite this, I didn’t
get the job.

‘Я удовлетворял всем квалификационным требова-
ниям. Несмотря на это, на работу меня не приняли’.

(3) Fred didn’t stop joking. This caused hilarity among his
friends for the whole evening.

‘Фред не переставал шутить. Это вызывало смех его
друзей весь вечер’.

(4) Fred has pneumonia. Because of this illness, he will be
absent from his work for two weeks.

‘У Фреда пневмония. Вследствие этой болезни его
не будет на работе две недели’.

Так, в (1) причинно-следственные ЛСО выраже-
ны союзом as a result — «первичным коннектором».
В (2) и (3) используются «вторичные коннекторы»:
в (2) это сочетание предлога despite с анафорическим

выражением this, отсылающим к ситуации I had all

the necessary qualifications, которое выражает усту-
пительные ЛСО; в (3) «вторичным коннектором»
считается глагол caused, выражающий причинные
ЛСО. Наконец, в (4) because of this illness рассма-
тривается как «неуниверсальное», или «свободное
связующее сочетание», поскольку оно непосред-
ственно связано с предыдущим контекстом (в ко-
тором упомянута пневмония Фреда), в отличие от
despite this в (3), имеющего более общее значение.

«Альтернативным лексикализациям» в подхо-
де PDTB соответствуют второй и третий клас-
сы единиц в PDT [3, с. 54]. Такого же широ-
кого подхода к «коннекторам» придерживаются
разработчики русского дискурсивно аннотирован-
ного корпуса [13].

Подчеркнем, что во всех описанных случаях во
внимание принимаются лишь лексические сред-
ства выражения ЛСО. В [3, с. 62] даже особо отме-
чается, что «коннекторами» не считаются синтак-
сические и морфологические средства, например
относительные придаточные или деепричастия, ко-
торые в ряде языков способны выражать ЛСО (см.
ниже). Подчеркивая важность создания лексико-
нов связующих средств, разработчики Пражского
корпуса не дают, тем не менее, списка «вторичных
коннекторов».

В последней версии PDTB (3.0) появился класс
показателей ЛСО AltLexC (где «С» означает Con-

struction), включающий лексико-синтаксические
средства выражения ЛСО [14, с. 9–10, 76]. Одна-
ко если для «первичных коннекторов» приводится
список языковых единиц, то ни для «альтернатив-
ных лексикализаций», ни для нового класса AltLexC
списков не дается. В [14, с. 75–76] приводятся лишь
ЛСО, которые выражают те единицы этих классов,
что зафиксированы в последней версии корпуса
PDTB.

В рамках Теории риторической структуры
(Rhetorical Structure Theory, RST) принципы клас-
сификации языковых единиц, способных выражать
риторические (в данной терминологии) отноше-
ния, даны в работе [15, с. 8, 9], которая служит
пособием по аннотированию показателей ритори-
ческих отношений в корпусе RST Discourse Tree-
bank (RST-DT). Поскольку объем понятия «ри-
торическое отношение» шире, чем ЛСО, так как
включает не только отношения связности, которые
могут быть выражены коннектором, то и набор по-
казателей этих отношений шире. К «первичным»
коннекторам добавляются показатели самой разно-
образной природы: лексические, морфологические

1К коннекторам относятся сочинительные и подчинительные союзы, а также некоторые другие языковые единицы, за которыми
грамматиками английского языка традиционно признается связующая функция.

2Здесь и далее в отсутствие других указаний перевод авторов статьи.
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(временн‚ые формы), семантические (синонимия,
антонимия и др.), синтаксические (различные ви-
ды придаточных и др.), графические (знаки пре-
пинания и др.) и т. д.; причем эти средства могут
также комбинироваться друг с другом1. Однако
в пособии по аннотированию приводятся лишь ти-
пы показателей риторических отношений, а не их
список.

3 Альтернативные
средства выражения
логико-семантических
отношений в надкорпусной
базе данных коннекторов

Если во всех упомянутых выше работах сред-
ства выражения ЛСО изучаются на одноязычном
материале, то НБД коннекторов позволяет прово-
дить исследования на материале параллельных тек-
стов, используя методы сопоставительной лингви-
стики. Аннотирование употреблений коннекторов
в параллельных текстах позволило заметить, что
в некоторых случаях использованный в оригина-
ле коннектор переведен не коннектором, а другим
языковым средством (или наоборот, в оригинале
коннектор отсутствует, но появляется в переводе).
С точки зрения сопоставительного подхода такие
случаи представляют собой примеры «дивергент-
ного перевода»2.

Для обозначения языковых единиц, не явля-
ющихся коннекторами, но способными выражать
ЛСО, предлагается использовать термин «альтер-
нативные коннекторам средства выражения ЛСО».
В НБД такие средства делятся на (i) лексические;
(ii) грамматические и (iii) пунктуационные.

3.1 Лексические средства

В примере (5) коннектор то есть, выражающий
ЛСО переформулирования, двумя переводчиками
передан альтернативными коннекторам лексиче-
скими средствами — ‘я имею в виду’ и ‘я хочу
сказать’ соответственно.

(5) Моя теща, то есть мать жены моей, тоже ничего не
видит. [Н. В. Гоголь. Нос (1832–1833)]

‘Ma belle-mère, j’entends la mère de ma femme, a, elle
aussi, la vue faible.’ [Tr. H. Mongault (1938)]

‘Ma belle-mère, je veux dire, la mère de ma femme, elle
non plus, elle n’y voit rien du tout.’ [Tr. A. Markowitz
(2007)]

3.2 Грамматические средства

В примере (6) для передачи коннектора потому
что, выражающего ЛСО причины, также два пере-
водчика используют форму причастия настоящего
времени, которая во французском языке способна
выражать это отношение.

(6) В заключение прибавлял, что он «был бы счастлив,
если б удалось ему на себе оправдать свое убежде-
ние, но что достичь этого он не надеется, потому

что это очень трудно». [И. А. Гончаров. Обломов
(1848–1859)]

‘Et il concluait en ajoutant qu’il serait tout à fait heureux
s’il parvenait à justifier ses id‚ees par son comportement,
mais qu’il n’esp‚erait pas y parvenir, cette ad‚equation
‚etant fort difficile à atteindre.’ [Tr. A. Adamov (1959)]

‘En guise de conclusion il ajoutait «qu’il serait heureux
s’il pouvait justifier ses convictions par sa propre vie,
mais qu’il ne l’esp‚erait pas, cet objectif ‚etant trop diffi-
cile à atteindre».’ [Tr. L. Jurgenson (1988)]

3.3 Пунктуационные средства

В (7) уже упоминавшийся выше коннектор по-
тому что передан в двух переводах двоеточием.

(7) . . .но коллежский асессор Ковалев не мог слышать
запаха, потому что закрылся платком и потому что
самый нос его находился бог знает в каких местах.
[Н. В. Гоголь. Нос (1832–1833)]

‘. . .Mais l’assesseur de collège Kovaliov ne pouvait pas
s’en rendre compte: il avait cach‚e son visage sous un
mouchoir, et d’ailleurs son nez se trouvait en cet instant
Dieu sait où.’ [Tr. B. de Schloezer (1925)]

‘. . .Cependant le major Kovaliov ne s’en trouvait point
incommod‚e: il tenait son mouchoir sur son visage,
et d’ailleurs son nez se promenait. . . Dieu sait où.’
[Tr. H. Mongault (1938)]

Тот факт, что в примерах (5)–(7) несколько пе-
реводчиков выбирают альтернативные средства вы-
ражения ЛСО, свидетельствует о том, что эти сред-
ства выражают ЛСО на регулярной основе, а не
являются единичными переводческими решени-
ями.

Промежуточное положение между коннектора-
ми и альтернативными им средствами выражения
ЛСО занимают языковые единицы, представля-
ющие собой сочетание коннектора и лексического
и/или грамматического средства. Так, в (8) при

1Заметим, что в более ранних версиях корпусов, размеченных в соответствии с RST, во всех таких случаях риторическое отно-
шение считалось имплицитным. Согласно версии, представленной в [15], оно оказывается эксплицитным, а в тех случаях, когда
никакой из потенциальных показателей отношения не может быть идентифицирован, проставляется метка unsure.

2Термин «дивергентный перевод» заимствован из работы [16], посвященной использованию многоязычных корпусов в контра-
стивных исследованиях; он был уточнен для исследования коннекторов в [17].
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переводе коннектора так как на французский язык
использовано сочетание коннектора puisque и фор-
мы причастия настоящего времени. Для обо-
значения таких сочетаний используется термин
«комбинированные средства выражения ЛСО»,
а переводное соответствие считается конгруэнтно-
дивергентным.

(8) Предприятия, расположенные в городе и севернее
города, не выполнили своих обязательств перед го-
сударством, так как находятся в районе военных
действий. [В. С. Гроссман. Жизнь и судьба (1960)]

‘Les entreprises situ‚ees dans la ville, ou un peu au nord,
n’avaient pu remplir leurs obligations envers l’‚Etat,
puisque se trouvant en pleine zone d’op‚erations mili-
taires.’ [Tr. A. Berelowitch (1980)]

Похожая группа появляется в последней версии
PDTB (3.0) — «AltLex Relations Linked with Explic-
its» [14, с. 80]. Она, однако, не аналогична классу
комбинированных средств выражения ЛСО, так как
включает единицы, относимые нами к коннекто-
рам, такие как and in general, but in general.

В табл. 1 приводятся данные (по состоянию на
02.03.2021) о числе зафиксированных в НБД кон-
некторов переводных соответствий (далее — ПС),
где в русском языке (языке оригинала) исследуемая
языковая единица является коннектором. Для срав-
нения: в Пражском корпусе на «вторичные кон-
некторы», при довольно широкой трактовке этого
термина, приходится 5% [12, с. 456], а в PDTB 3.0
на AltLex и AltLexC — в сумме чуть более 3% [14,
с. 5].

По данным НБД, в дивергентных ПС коннектор
чаще всего передается лексическими средствами,
а реже всего — знаками препинания. На грамма-
тические средства, которые совсем не учитываются
в Пражском корпусе и лишь недавно стали анноти-
роваться в PDTB, приходится более 26% альтерна-
тивных средств. Этим, видимо, можно объяснить
более высокую долю дивергентных соответствий
в НБД. В табл. 2 приводятся наиболее употребитель-
ные грамматические средства выражения ЛСО. На
данный момент они не разделены на более мелкие
подклассы, но фасетная классификация, использу-
емая в НБД (см. [18]), позволяет решить эту задачу.

В табл. 3 сравниваются, с одной стороны, дан-
ные о том, какие ЛСО могут передаваться с ис-
пользованием альтернативных средств при пере-
воде с русского языка на французский, и, с другой
стороны, данные о том, какие ЛСО могут выражать-
ся альтернативными средствами в англоязычном
корпусе PDTB 3.0. В работе [14] отсутствуют дан-
ные об общем числе примеров для каждого ЛСО,
поэтому в табл. 3 приводятся только абсолютные
цифры. В четвертом столбце табл. 3 указано общее
число примеров для AltLex и AltLexC, так как обе
группы соответствуют альтернативным средствам
выражения ЛСО в НБД. Данные из табл. 3 пока-
зывают, что использование параллельных текстов
позволяет извлечь знания об альтернативных сред-
ствах выражения большего числа ЛСО, чем анализ
одноязычного материала.

Таблица 1 Виды ПС для коннекторов русского языка в НБД (направление перевода русский–французский)

Всего Конгруэнтное ПС Дивергентное ПС Конгруэнтно-дивергентное ПС

Эксплицитная
языковая
единица

отсутствует
11 175 (100%) 8 948 (80,07%) 942 (8,43%) 167 (1,5%) 1 118 (10%)

Таблица 2 Наиболее употребительные дивергентные ПС, зафиксированные в НБД
(направление перевода русский–французский)

№ Средство выражения ЛСО в переводе
Число ПС

(с коннектором
в оригинале)

1 Придаточное определительное предложение 47
2 Форма деепричастия настоящего времени 35
3 Конструкция с местоименным повтором 20
4 Форма деепричастия настоящего времени в сочетании с tout 20
5 Форма причастия настоящего времени 17

. . . . . . . . .
46 Il n’y a que. . . qui 1

246

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 2 2021 99



А. А. Гончаров, О. Ю. Инькова

Таблица 3 Альтернативные коннекторам средства выражения в НБД и в PDTB

Отношение в НБД

Дивер-

гентных

ПС

Отношение в PDTB AltLex

Исключение
Исключение из рассмотрения

131
27

Exception.Arg2-as-excpt 3

«Вопреки ожидаемому» 47

Contrast 41

Сопоставительные 35
«Вопреки ожидаемому» иллокутивные 19
Возместительное противопоставление 12

Противительно-уступительные иллокутивные 4
Противительно-уступительные 5

Контраст 2
Противопоставление 2

Аддитивные иллокутивные
Аддитивные пропозициональные

Соединительные

45
16
28

Conjunction 139

Замещение 73
Substitution.Arg1-as-subst;
Substitution.Arg2-as-subst

29

Переформулирование 68 Equivalence 10

Спецификация 60
Instantiation.Arg2-as-instance;
Level-of-detail.Arg2-as-detail

106

Временные 53 Asynchronous.Precedence;

Временные метаязыковые 4
Asynchronous.Succession;

Synchronous
160

Пропозициональное сопутствование 42 — 0

Уступительные 42
Concession.Arg1-as-denier;
Concession.Arg2-as-denier

39

Условные
Метаязыковые условные

36
1

Condition.Arg1-as-cond;
Condition.Arg2-as-cond

74

Коррекция 32 — 0
Пропозициональная причина 32 Cause.Reason 281

Сравнительные 31 Similarity 63
Неединственности 25 — 0

Аналогия 18 — 0
Иллокутивная причина 16 Cause+Belief.Reason+Belief 6

Иллокутивное сопутствование 16 — 0
Пропозициональная альтернатива

Гипотетическая альтернатива
15

1
Disjunction 0

Экстенсиональная генерализация
Интенсиональная генерализация

7
5

Instantiation.Arg1-as-instance 1

Тождество 11 — 0
Несоответствие 6 — 0

Обобщающее переформулирование 6 Level-of-detail.Arg1-as-detail 16
Отрицательная альтернатива

Оговорка
4
2

Negative-condition.Arg2-as-negCond 2

Следствие 4
Cause.Result; Cause.negResult;

Cause+Belief.Result+Belief
663

Уступительные иллокутивные 4 Concession+SpeechAct.Arg2-as-denier+SpeechAct 1
Отрицание тождества 1 — 0

Цель 0
Purpose.Arg1-as-goal;
Purpose.Arg2-as-goal

35

— 0
Manner.Arg1-as-manner;
Manner.Arg2-as-manner

3

988 1672
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4 Заключительные замечания

Таким образом, исследование ЛСО с исполь-
зованием параллельных текстов и аннотирование
их показателей в НБД позволяет, во-первых, из-
влекать новое знание о средствах выражения ЛСО
(в том числе альтернативных коннекторам) и со-
здавать тезаурусы таких средств в изучаемых язы-
ках; во-вторых, на основе информации, хранящей-
ся в НБД, получать новые знания о том, какие
ЛСО могут быть выражены неспециализированны-
ми средствами и какова частность их использования
для каждого ЛСО в каждом из изучаемых языков.
Все это способно улучшить работу дискурсивных
парсеров за счет пополнения спектра признаков,
на основании которых принимаются решения о на-
личии того или иного ЛСО между фрагментами
текста.
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МЕТОДЫ ОЦЕНКИ КАЧЕСТВА МАШИННОГО ПЕРЕВОДА:

СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

В. А. Нуриев1, А. Ю. Егорова2

Аннотация: Представлен обзор современных методов оценки качества машинного перевода (МП). В осно-
ве этих методов лежат два подхода — автоматический и экспертный. Автоматическая оценка построена
на сопоставлении с референтным (профессиональным/эталонным) переводом (РП). Экспертная (с при-
влечением человека-эксперта) учитывает в первую очередь функциональность: качество перевода оце-
нивается в прагматико-функциональном аспекте, т. е. принимается во внимание, насколько полученный
перевод справляется со своими задачами. В первой части статьи рассматривается ряд метрик, использу-
емых для автоматической оценки МП, отмечаются их недостатки и описываются новые направления в их
разработке. Вторая часть статьи сфокусирована на экспертной оценке МП. Здесь приведены несколько
основных способов такой оценки: оценивание в соответствии с критериями точности и естественности,
ранжирование переводов, прямое оценивание, оценка с учетом коэффициента редактирования перевода
человеком, аннотирование перевода с применением типологии ошибок.

Ключевые слова: машинный перевод; качество перевода; оценка качества машинного перевода; автома-
тические метрики; прямое оценивание; типология ошибок машинного перевода
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1 Введение
Проблема и, следовательно, необходимость

оценки качества переводного текста возникает на
регулярной основе, причем не только в профес-
сиональном сообществе, но и в жизни обычного
человека. Во многом это связано с тем, что
МП стал неотъемлемой частью повседневной ре-
альности. Происходит реструктуризация рынка
переводческих услуг и, в частности, МП, а бюд-
жет индустрии постоянно наращивает объемы (см.
об этом [1, с. 260–263]). Ежедневно с по-
мощью публично доступного веб-сервиса нейрон-
ного МП Google.Translate обрабатывается около
143 млрд слов в 100 языковых парах [2]. Чело-
век использует МП для решения задач широко-
го профиля: для получения информации, связан-
ной с конкретной и требующей незамедлительных
действий проблемой (перевод технического сопро-
вождения, инструкции к лекарствам и т. д.); для
покупок на зарубежных сайтах; в целях оптимиза-
ции профессиональной деятельности переводчика
с помощью внедрения в его рабочий цикл этапа,
предполагающего последующую редактуру автома-
тически сгенерированного текста. Не все указан-
ные задачи предполагают обязательный высокий
уровень качества МП. Для осуществления ряда из
них достаточно общего понимания содержания да-
же при наличии несущественных ошибок, наруша-

ющих правила целевого языка. Для выполнения
других задач требуется высокое качество получен-
ного автоматическим способом перевода, что ука-
зывает на необходимость постоянно оценивать ди-
намику этого качества, изучать и совершенствовать
методы его оценки. Этим обусловлено повышенное
внимание научного сообщества к данной пробле-
ме: за последние четыре года были опубликованы
несколько авторитетных монографий, фокусиру-
ющихся на оценке качества МП [3–5].

Целью статьи, таким образом, ставится об-
зор современных тенденций в разработке методов
оценки качества МП. В основе этих методов лежат
два подхода — автоматический и экспертный. Ав-
томатическая оценка построена на сопоставлении
с референтным (профессиональным/эталонным)
переводом (англ. reference translation). Экспертная
(с привлечением человека-эксперта) оценка учиты-
вает в первую очередь функциональность: качество
перевода оценивается тем выше, чем успешнее он
справляется со своими задачами.

2 Автоматическая оценка
качества машинного перевода

Как правило, автоматическая оценка измеря-
ет уровень соответствия МП одному или несколь-
ким РП. Чтобы определить уровень соответствия

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, nurieff.v@gmail.com

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, ann.shurova@gmail.com
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МП и РП, применяются критерии точности (доля
правильно переведенного) и полноты (доля пере-
веденных слов, совпадающих с профессиональным
переводом). Ниже представлены некоторые метри-
ки автоматической оценки качества МП.

Метрика, к которой обращаются чаще всего, —
это разработанная в IBM метрика BLEU (Bilin-
gual Evaluation Understudy) [6]. Она вошла в золо-
той стандарт автоматической оценки качества МП
и нередко применяется в качестве эталонной. Со-
поставление МП и РП проводится путем вычис-
ления n-граммной точности (максимальная длина
n-граммного блока слов равна 4). Чтобы избе-
жать искажения в оценке, за слишком короткий
перевод назначается штраф (brevity penalty — BP),
n-граммная точность при этом представляет собой
«отношение последовательностей из n слов, совпа-
дающих в МП и РП, к общему числу последователь-
ностей из n слов в МП» [7, с. 111–112]. «Оценка. . .
вычисляется как произведение среднего геометри-
ческого из полученных модифицированных коэф-
фициентов и штрафного коэффициента» [8, с. 86].
Полученное значение BLEU изменяется в пределах
от 0 до 1. При процентном представлении значение
изменяется в промежутке от 0% до 100%. Вычисля-
ется метрика по следующей формуле:

BLEU = BP exp

(
n∑

n=1

wi log pi

)
,

BP = min

(
1,
c

r

)
,

«гдеwi — положительные веса для каждого исполь-
зуемого параметра n-грамм. . . n — максимальная
длина n-грамм, i — длина блока в пределах n-грам-
мы, pi — модифицированная точность n-грамм,
c — длина полученного машинного перевода, r —
длина наилучшего совпадающего эталонного тек-
ста» [8, с. 86]. Метрика BLEU использует стати-
стические инструменты, не принимая во внимание
лингвистические знания.

Другая наиболее востребованная метрика —
METEOR (Metric for Evaluation of Translation with
Explicit Ordering) — предусматривает интеграцию
языковых знаний. Так, наряду с n-граммными со-
впадениями в МП и РП она учитывает изменения
в словоформах, синонимические ряды и т. д. [9].
Поэтому для обеспечения ее функционирования
необходимо привлечение баз данных, содержащих
лингвистическую информацию, нужна морфоло-
гическая разметка и вычислительно затратное по-
словное выравнивание. Иначе говоря, требуется
сложная и тонкая настройка, куда вовлечено гораз-
до больше параметров, чем в BLEU.

Еще одной получившей широкое распростра-
нение метрикой автоматической оценки качества
МП стала TER (Translation Error Rate). Она исходит
из расчета исправлений/трансформаций, необхо-
димых для приведения МП к эталонному образцу,
и вычисляется по следующей формуле:

TER =
þÉÓÌÏ ÒÅÄÁËÔÉÒÏ×ÁÎÉÊ

óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÜÔÁÌÏÎÎÙÈ ÐÅÒÅ×ÏÄÏ×
.

При этом пунктуационные знаки принимаются за
отдельные слова, а трансформациями считаются не
только удаление, вставка и замена, но и переста-
новка — в отличие, например, от метрики WER
(Word Error Rate), которая эту последнюю транс-
формацию не учитывает (подробнее о TER и WER
см. в [8, 10]).

Наряду с рассмотренными метриками автома-
тической оценки качества МП также имеются: PER
(Position-Independent Word Error Rate), chrF (Char-
acter F-measure), NIST (название образовано от US
National Institute of Standards and Technology) и др.
(о них см. [7, 8, 11, 12]).

Целесообразность использования метрик авто-
матической оценки качества МП постоянно ставит-
ся под вопрос. Действительно, может ли метрика
с простейшим алгоритмом вычисления типа BLEU
(как и другие метрики) адекватно отражать отличия
между МП и РП? Основные критические замеча-
ния, высказываемые в этой связи, заключаются
в следующем.

1. При вычислении не принимается во внимание,
что слова несут на себе разную функциональ-
ную нагрузку и имеют неодинаковую релевант-
ность для формирования предложения.

2. Сравнение РП и МП носит локальный характер
и проводится на уровне n-граммного соответ-
ствия, при этом упускается из виду грамматиче-
ская связность в рамках всего предложения, что
искажает результаты в пользу систем МП, ко-
торые лучше переводят отдельные словарные
блоки, но не всегда способны грамматически
правильно оформить целое предложение.

3. Вычисляемые значения не информативны:
неизвестно, как интерпретировать значение
BLEU, равное, например, 30,7%, так как при
вычислении задействовано множество факто-
ров — число РП, языковая пара, терминологи-
ческое наполнение текста, схема токенизации,
используемая для вычленения слов в РП и МП.

4. Ненадежность алгоритма оценки. Так, недав-
ние эксперименты показали, что BLEU оцени-
вает выполненные человеком переводы на том
же уровне, что и машинные, хотя последние
имеют гораздо худшее качество. В ходе этих
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экспериментов с помощью BLEU выполня-
лось сравнение между несколькими РП, а также
между РП и МП.

Эти недостатки необходимо учитывать в разра-
ботке новых метрик автоматической оценки МП,
как необходимо учитывать и то, что в идеальном
случае оценка, получаемая с помощью такой мет-
рики, должна демонстрировать явную корреляцию
с оценкой человека-эксперта. Обычно эту кор-
реляцию рассчитывают с помощью коэффициента
корреляции Пирсона [10, с. 61]. Его значение ва-
рьируется от 0 до 1, и чем оно выше в указанном
диапазоне, тем лучше метрика.

Автоматические метрики получили всеобщее
признание в качестве эффективного способа для
оценки продуктивности систем статистического
МП, однако они не совсем приспособлены, чтобы
сравнивать производительность систем МП разно-
го типа между собой, и в этом отношении разработ-
ки средств автоматической оценки МП пока не до-
стигли сколь-нибудь значимых результатов. Вместе
с тем такие разработки интенсивно ведутся, и авто-
матические метрики постоянно совершенствуются.

Так, все большее распространение получает под-
ход, учитывающий при сопоставлении МП и РП
морфологические, синтаксические и семантиче-
ские параметры. Это, например, MEANT, где со-
поставляются синтаксические древовидные струк-
туры и принимаются во внимание такие свойства,
как семантические роли [13]. Или RIBES (Rank-
based Intuitive Bilingual Evaluation Score) — метрика,
специально разработанная для языковых пар ти-
па японский–английский, где коренным образом
различается синтаксическое устройство.

Имеются попытки применять машинное обуче-
ние — обучать метрики на данных, полученных по
результатам оценки человеком-экспертом (см., на-
пример, BEER (BEtter Evaluation as Ranking) [14,
15] или BLEURT (Bilingual Evaluation Understudy
with Representations from Transformers) — одну из
самых новых метрик, которая использует нейро-
сетевую языковую модель BEURT и обучается на
рейтинговых данных [16]).

Наряду с увеличением степени корреляции меж-
ду оценкой человека-эксперта и автоматической
оценкой МП разработчики также стремятся обес-
печить большую информативность метрик (см. вы-
ше замечание о непрозрачности значения BLEU)
и снижение вычислительной трудоемкости.

Важным сейчас становится создание информа-
ционных ресурсов, содержащих лингвистические
знания разной направленности, предназначенные
для обучения современных автоматизированных

метрик. Примером таких ресурсов служат надкор-
пусные базы данных, разрабатываемые в отделе 54
ФИЦ ИУ РАН [17].

Подробнее о новейших разработках в области
автоматизированных средств оценки качества МП
см. [10, с. 59–64].

3 Экспертная оценка качества
машинного перевода

Говоря об экспертной оценке качества МП
с привлечением специалистов (лингвистов, пере-
водчиков), можно выделить несколько основных
способов: оценивание в соответствии с критерия-
ми точности и естественности, ранжирование пе-
реводов, прямое оценивание, оценка с учетом ко-
эффициента редактирования перевода человеком,
аннотирование перевода с применением типологии
ошибок.

Понятие «правильности» перевода недоопреде-
лено и, следовательно, плохо применимо. Вот
почему для оценки качества МП руководствуются
критериями1 точности (adequacy) и естественности
(fluency), используя в опросе экспертов 5-балль-
ную шкалу Ликерта [19]. Такой подход имеет свои
недостатки: эксперты не всегда последовательны
в своем выборе из-за неоднозначности определе-
ний в шкале оценки, к тому же одни специалисты
более снисходительны при назначении оценок, чем
другие.

Чтобы избежать этих трудностей, при оценке
двух и более систем МП применяется ранжирова-
ние переводов относительно друг друга. Для изме-
рения меры согласия между экспертами использу-
ют коэффициенты каппа Коэна [10, с. 48], каппа
Флейса [20].

Так, в работе [21] ранжирование проводилось
для оценки качества переводов, реализованных по-
средством системы статистического фразового МП
(СФМП) и системы нейронного МП (НМП). В ходе
эксперимента каждому эксперту были представле-
ны триплеты, состоящие из предложения на ис-
ходном языке и двух его переводов (полученных
с помощью СФМП и НМП). Экспертам предлага-
лось оценить триплет и приписать его к одному из
трех классов, показывающих соотношение качества
сравниваемых переводов:

óæíð = îíð ; óæíð < îíð; óæíð > îíð .

Полученные экспертные оценки были сопоставле-
ны с результатами автоматических метрик (BLEU,
TER, Character F-measure).

1Другие возможные критерии оценки описаны в [18].
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В эксперименте, описанном в [22], помимо ран-
жирования еще задействованы постредактирование
переводов, экспертная аннотация ошибок в МП,
а также оценка точности/естественности. Подоб-
но [21], для установления корреляции между экс-
пертной и автоматической оценкой используются
автоматические метрики.

Одной из последних разработок в области оцен-
ки качества МП является прямое оценивание (di-
rect assessment) [10, с. 49–50]. Оно предполагает
оценку одного предложения единовременно (в от-
личие от ранжирования переводов) с применением
100-балльной шкалы, которая имеет вид немар-
кированной прямой с бегунком. Для экспертов
характерны неодинаковые ожидания в отношении
качества МП: одни склонны его оценивать выше,
а другие, наоборот, ниже, что может объясняться
имеющимися предубеждениями о низком качестве
МП. Кроме того, разными экспертами 5-балльная
шкала используется неравномерно — некоторые
никогда не ставят самый низкий и самый высо-
кий баллы. 100-балльная шкала представляет собой
более гибкий оценочный инструмент. Она дает
возможность измерить ожидания в отношении ка-
чества МП у каждого эксперта с помощью среднего
балла всех его оценок, выявляя задействованный
интервал шкалы, который отражается в дисперсии
оценок. Оценки разных экспертов нормируются
согласно формулам в [10, с. 49–50]. Переводы, по-
ступающие эксперту для обработки, генерируются
в разных системах МП и выбираются случайным
образом. После нормирования оценок, получен-
ных от каждого из экспертов, вычисляется средний
балл для переводов отдельно взятой системы МП.

Прямое оценивание было использовано в хо-
де краудсорсинговой кампании по оценке качества
МП, организованной ACL (Association for Computa-
tional Linguistics) в 2018 г. в рамках Конференции по
компьютерной лингвистике (Workshop on Machine
Translation, WMT).

Оценивать качество перевода можно и с точ-
ки зрения усилий по его постредактированию. Так,
при оценке МП с учетом HTER1 (Human Translation
Edit Rate — коэффициент редактирования перевода
человеком) [10, с. 51–52] эксперты получают под-
борку переводов, выполненных разными система-
ми МП, которые им предлагается отредактировать.
Затем для каждой системы МП проводится сопо-
ставление перевода с его отредактированной верси-
ей и подсчитывается число изменений, сделанных
экспертом.

Качество МП может оцениваться и в процессе
аннотирования перевода с применением типоло-
гии ошибок. Обзор классификаций представлен
в работе [23].

Одной из наиболее известных является типо-
логия DQF/MQM (Dynamic Quality Framework —
динамическая модель оценки качества; Multidi-
mensional Quality Metrics — многомерные метрики
качества), разработанная в TAUS2 и DFKI3

в 2014 г. [24]. Типология имеет 4 уровня: наибо-
лее специфицированные типы ошибок относятся
к четвертому уровню; при этом при оценке пере-
вода можно выбирать степень спецификации, т. е.
использовать от одного до четырех уровней в зави-
симости от задачи. Также в типологии учитываются
четыре степени критичности ошибок. Подробнее
о MQM-метриках см. в работе [7].

Типология DQF/MQM получила широкое рас-
пространение. Так, в [25] она применяется для про-
ведения количественного анализа работы разных
систем МП. При этом классификация претерпева-
ет ряд изменений, обусловленных необходимостью
учитывать особенности славянских языков (в дан-
ном случае хорватского).

Следует отметить, что типологии ошибок могут
быть специфицированы в зависимости от цели ис-
следования. Так, по мнению авторов статьи [26],
категория «Терминология» в классификации MQM
не отражает нюансы, которые могут возникать при
ошибочном переводе терминов. В работе предпри-
нята попытка провести анализ ошибок в переводе
терминов, уточнить их классификацию и сопоста-
вить на этой основе работу систем СФМП и НМП.

Представленная в [26] типология ошибок
включает в себя 5 классов:

(1) «Ошибка в словопорядке» (Reorder error);

(2) «Ошибка в формообразовании» (Inflectional
error);

(3) «Ошибка в части термина» (Partial error);

(4) «Лексическая ошибка» (Incorrect lexical selec-
tion);

(5) «Пропуск термина» (Term drop).

Оставшиеся виды ошибок образуют 6-й класс, ко-
торый подразделяется на три подкласса:

– «Копирование исходного термина» (Source term
copied);

1Аббревиатура совпадает с названием автоматической метрики HTER (Human-targeted Translation Error Rate) (подробнее см. [18,
с. 25]).

2Translation Automation User Society — Пользовательское сообщество по автоматизации перевода.
3Deutsches Forschungszentrum f�ur K�unstliche Intelligenz — Немецкий центр исследований искусственного интеллекта.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 2 2021 107



В. А. Нуриев, А. Ю. Егорова

– «Ошибка, вызванная затруднением при снятии
многозначности слова на целевом языке» (Dis-
ambiguation issue in target);

– «Другие ошибки» (Other error).

Переводы исходных терминов, в которых не
было допущено ошибок, объединены в отдельный
класс «Правильного перевода» (Correct translation).
В нем авторы исследования выделяют еще 7 под-
классов, которые демонстрируют разнообразие мо-
делей перевода и отображают степень соответствия
переводного эквивалента исходному термину.

Еще одним примером типологии ошибок может
послужить классификация, представленная в [27].
Она подробно описана в работе [28]. Эта типология
имеет 5 укрупненных классов ошибок, которые,
в свою очередь, делятся на подклассы.

В работе [29] проводится количественный ана-
лиз ошибок мультимодальных систем НМП, спо-
собных обрабатывать изображения. За основу взята
классификация ошибок [27] с некоторыми уточне-
ниями. Изменения в ней обусловлены интересом
авторов исследования к тому, как мультимодаль-
ные системы НМП переводят «визуальные» терми-
ны (visual terms) — термины, обозначающие поня-
тия, прямое соответствие которым можно найти на
предъявляемом изображении, причем задействова-
ны только укрупненные классы типологии оши-
бок [27] без уточнения их дальнейшего иерархиче-
ского устройства.

С учетом всех преобразований модифицирован-
ная классификация [29] включает в себя следующие
классы ошибок:

(1) «Пропущенные слова» (Missing words);

(2) «Неправильные слова» (Incorrect words), куда
входят подклассы

– «Неправильный перевод» (Mistranslation);

– «Неправильная форма, лишние слова, сти-
листическая ошибка» (Incorrect form, extra
words or style);

(3) «Другие ошибки» (Other), куда входят под-
классы

– «Словопорядок» (Word order);

– «Неизвестные слова» (Unknown words);

– «Пунктуационная ошибка» (Punctuation).

Также был добавлен новый, 4-й класс, полу-
чивший название «Визуальная категория» (Visual
category). В него входят 4 подкласса:

– «Правильный перевод» (Correct);

– «Неправильный перевод» (Mistranslation);

– «Неправильный, но интересный перевод» (In-
correct but interesting);

– «Новый термин» (Novel).

Разнообразие способов экспертной оценки МП
свидетельствует о неослабевающем интересе про-
фессионального сообщества к этой области, а так-
же говорит о том, что даже с учетом существенно
меньшей стоимости и большей быстроты автомати-
ческой оценке не доверяют полностью и стремятся
проверить ее с помощью мнения компетентного
человека.

4 Заключение

В статье представлен обзор современных подхо-
дов к оценке качества МП. Выделены два основных
направления: автоматизированная оценка и оцени-
вание с привлечением человека-эксперта. С изме-
нением парадигмы МП и внедрением нейросетей
в архитектуру автоматических переводчиков изме-
няются и разработки в области оценки качества
МП. Это затрагивает в первую очередь автома-
тические метрики, используемые для оценивания
переводов: для обеспечения их работы пытаются
применять машинное обучение. В качестве тре-
нировочных привлекаются данные, полученные по
результатам оценки человеком. Нововведения име-
ются и в области экспертной оценки качества МП.
Одна из последних разработок здесь — прямое оце-
нивание. Востребованным остается аннотирование
МП с применением типологии ошибок. Оно стало
одним из самых продуктивных способов оценива-
ния, поскольку позволяет гибко типологизировать
ошибки в соответствии с целым рядом параметров,
которые легко варьировать в зависимости от кон-
кретных характеристик текста, поступающего на
вход системы МП.
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СТОХАСТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА САМООРГАНИЗУЮЩИХСЯ

СОЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ С ПАМЯТЬЮ

(ЭЛЕКТОРАЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ)

А. С. Сигов1, Е. Г. Андрианова2, Л. А. Истратов3

Аннотация: Обсуждаются вопросы применения методологии и подходов теоретической информатики для
анализа и моделирования социальных групповых процессов. Обработка социологических данных элек-
торальной кампании выборов президента США в 2016 г. позволила построить гистограммы плотности
вероятности амплитуд отклонений предпочтений избирателей в зависимости от величины интервала
времени их определения и разработать модель описания стохастических социальных процессов с учетом
самоорганизации и наличия памяти, учитывающую основные характеристики наблюдаемых процессов.
При создании модели рассмотрены схемы вероятностей переходов между возможными состояниями
социальной системы и выведено нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка. Сфор-
мулирована и решена граничная задача для определения функции плотности вероятности амплитуды
отклонений предпочтений избирателей в зависимости от величины интервала времени ее определения.
Дифференциальное уравнение модели содержит член, отвечающий за возможность самоорганизации,
а также учитывает наличие памяти. Возможность возникновения осцилляций определяется начальными
условиями. Разработанную модель можно использовать для анализа электоральных кампаний и принятия
решений.

Ключевые слова: функция распределения амплитуд колебаний; стохастическая динамика; самоорганиза-
ция; наличие памяти; осцилляции плотности вероятности; электоральные процессы
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1 Введение
Человеческий фактор в социальных системах

активно влияет на происходящие явления, внося
неопределенность воздействием на протекающие
процессы и создавая возможности для самоорга-
низации систем. Возможность появления памяти
о предыдущих состояниях системы и оказанных на
нее воздействиях приводит к существенно нелиней-
ной динамике процессов в социальных системах.
Применение методов и средств теоретической ин-
форматики и кибернетики для моделирования ди-
намики самоорганизующихся социальных систем
с памятью позволяет получить качественно новые
результаты для описания социальных систем.

2 Обзор исследований по анализу
и моделированию социальных
процессов

Социальные процессы характеризуются слож-
ными механизмами протекания и стохастичностью.
Различные множественные состояния зависят от

влияния друг на друга участников процесса [1, 2].
Изначально теоретические подходы к описанию со-
циальных систем имели много общего с кинетиче-
ским описанием физических систем [3, 4]. Эти
модели актуальны, однако наблюдения процессов
в социальных сетях показали ограничения кинети-
ческих моделей. В частности, кинетические модели
фокусируются на появлении мгновенных глобаль-
ных каскадов, инициированных одиночными ло-
кальными возмущениями.

Известны примеры, когда главную роль играют
пороговые механизмы развития процессов в соци-
альных системах. Состояния узлов могут зависеть
от внешних импульсов, например из средств мас-
совой информации [5], определяющих стохастиче-
скую составляющую процессов.

Более поздние модели описания процессов в со-
циальных сетях используют стохастические подхо-
ды, учитывающие зависимости состояний от вре-
мени [6–8]. В работе [6] рассматривается модель
смешанного членства в стохастически формиру-
ющихся группах, основанная на рассмотрении по-
парных измерений, таких как присутствие или от-

1МИРЭА — Российский технологический университет (РТУ МИРЭА), sigov@mirea.ru
2МИРЭА — Российский технологический университет (РТУ МИРЭА), andrianova@mirea.ru
3МИРЭА — Российский технологический университет (РТУ МИРЭА), istratov@mirea.ru
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сутствие связей между парой объектов. Данная
модель позволяет при определенных допущениях
отследить динамику изменения численности чле-
нов в формирующихся группах и кластеризацию
членов по группам. В работах [7, 8] групповые
социальные процессы рассматриваются с позиций
теории перколяции, что позволяет учитывать струк-
туру сети. В частности, было исследовано влияние
плотности сети на величину порога ее перколяции
(проводимости сети в целом) и динамику его дости-
жения. Для моделирования поведения участников
социальных процессов используют теорию много-
агентных систем. На основании некоторых пра-
вил переходов агенты принимают определенные со-
стояния, образуют связанную по своим свойствам
группу, могут сотрудничать, чтобы решить некую
задачу или достигнуть определенной цели [8], а по-
ведение агентов может зависеть от динамически
меняющихся условий [9].

В работе [10] использована теория клеточных
автоматов для описания социальной системы,
поведение которой зависит от свойств внешней
среды и структуры поведения. Поведение соци-
альной системы описывают четыре параметра: раз-
нообразие; связность; взаимозависимость; адап-
тируемость. При увеличении взаимозависимости
и адаптивности поведение системы становится бо-
лее упорядоченным и целенаправленным. Счита-
ем, что дальнейшая разработка моделей поведения
участников социальных процессов является акту-
альной задачей. Рассмотрена электоральная кам-
пания как стохастический динамический процесс
перехода между возможными состояниями системы
с течением времени. Изменения состояния могут
иметь не только случайный характер, но и учиты-
вать возможные процессы самоорганизации, нали-
чие памяти и осцилляции.

Более подробное описание математических мо-
делей динамики процессов в сложных социальных
и экономических системах можно найти в обзо-
ре [11] и ряде других оригинальных работ [12–22].

3 Выбор данных для анализа
динамики социальных
процессов и получение
гистограмм статистических
распределений и их моментов

Для создания и проверки модели требуется зна-
чительный объем наблюдаемых данных. Большая
статистически достоверная база данных по элек-
торальным процессам доступна на ресурсе http://
www.realclearpolitics.com. Анализ динамики измене-
ния настроений избирателей в ходе предвыборных
кампаний и прогнозирование на ее основе ито-
гов представляет огромный интерес. Поэтому для
анализа и разработки модели выбраны электораль-
ные процессы. Для обработки наблюдаемых дан-
ных (изменения процентов предпочтения избира-
телей в США на протяжении 500 дней, с 1 июля
2015 г. по 7 ноября 2016 г.) и определения функций
плотности вероятности амплитуд колебаний пред-
почтений избирателей использован следующий ал-
горитм.

1. Выбираем все значения исследуемых предпо-
чтений избирателей за некоторый диапазон
времени (сутки, неделя, месяц и т. д.), вычисля-
ем значения амплитуды изменения величины
колебаний предпочтений избирателей за раз-
личные интервалы времени.

Рис. 1 Гистограммы плотности вероятности амплитуд отклонений предпочтений избирателей для различных
интервалов времени их расчета: (а) 1 день; (б) 10 дней
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Рис. 2 Зависимости математического ожидания (а)
и дисперсии (б) амплитуд отклонений предпочтений из-
бирателей

2. Полученные для каждого из расчетных интер-
валов времени значения амплитуд сортируем
в порядке возрастания и для каждого из интер-
валов строим гистограммы плотности распре-
деления амплитуд (рис. 1).

3. По полученным гистограммам для каждого из
интервалов времени расчета амплитуд вычис-
ляем моменты распределений (среднее значе-
ние — математическое ожидание, дисперсия),
проводим построение их зависимостей от вели-
чины интервала времени расчета амплитуды.

Визуальный анализ данных (см. рис. 1) показы-
вает, что для небольших интервалов времени расче-
та амплитуд колебаний предпочтений избирателей
(один день) гистограммы имеют большой централь-
ный пик вблизи нулевого значения (вероятность
около 0,60), а амплитуды с большими значениями
имеют маленькую вероятность. При увеличении
интервала времени определения амплитуды коле-
баний предпочтений избирателей центральный пик

уменьшается, ширина распределения увеличивает-
ся, появляются осцилляции.

На рис. 2 приведены графики зависимостей ма-
тематического ожидания и дисперсии амплитуд от-
клонений предпочтений избирателей от величины
интервала времени, для которого они были рассчи-
таны по наблюдаемым данным (см. рис. 1). Наблю-
даемые процессы носят сложный характер.

4 Модель стохастической
динамики формирования
состояний социальных систем
с учетом процессов
самоорганизации
и наличия памяти

4.1 Вывод основного уравнения модели
Все множество возможных величин амплитуд

отклонений предпочтений избирателей для любой
величины интервала времени t обозначим X. Счи-
таем, что интервал времени t состоит из малых
частей τ . Тогда любое значение интервала време-
ни t представим как th = hτ , где h — номер шага
(h = 0, 1, 2, . . . , N ). Величину амплитуды для вы-
бранного интервала времени t обозначим xh (xh ∈
∈ X). Анализ наблюдаемых величин амплитуд (см.
рис. 1) показывает, что xh могут иметь положитель-
ные и отрицательные значения. Предположим, что
значение амплитуды xh при изменении дискрет-
ного времени h на единицу может увеличиваться
на некоторую малую величину ε или уменьшать-
ся на величину ξ. Найдем вероятность P(x, h) того,
что величина амплитуды отклонений предпочтений
избирателей для некоторого интервала дискретного
времени h окажется равна x. Пусть P(x− ε, h− 1)—
вероятность того, что для некоторого (h−1) ампли-
туда имела величину (x− ε); P(x+ ξ, h− 1)— веро-
ятность того, что для некоторого (h− 1) амплитуда
имеет величину (x + ξ); P(x, h − 1) — вероятность
того, что для некоторого (h − 1) амплитуда имеет
величину x. Вероятность P(x, h) того, что величина
амплитуды отклонения предпочтений избирателей
для интервала дискретного времениhокажется рав-
ной x (рис. 3), можно определить по формуле:

P(x, h) =

= P(x− ε, h− 1) + P(x + ξ, h− 1)− P(x, h− 1).
Человеческий фактор, внося неопределенность

воздействием на процессы и создавая стохастич-
ность, открывает возможности для самоорганиза-
ции и определяет наличие памяти о предыдущих
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Рис. 3 Схема переходов между величинами амплитуды
при изменении h на 1

действиях. Для учета памяти определим вероятно-
сти P(x− ε, h), P(x+ ξ, h) и P(x, h) через состояния
на предыдущем, (h − 1)-м, шаге. Схемы соответ-
ствующих переходов можно изобразить аналогично
схеме на рис. 3. Получаем для вероятности пере-
хода:

P(x, h+ 2) =

= {P(x − 2ε, h) + P(x − ε+ ξ, h)− P(x− ε, h)}+
+ {P(x+ ξ − ε, h) + P(x + ξ, h)− P(x+ ξ, h)} −

− P(x− ε, h)− P(x+ ξ, h− 1) + P(x, h) .

Далее, учитывая, что t = hτ , перейдем от h к t,
затем разложим в ряд Тейлора:

dP(x, t)
dt

= a
d2P(x, t)
dx2

− b
dP(x, t)
dx

− c
d2P(x, t)
dt2

, (1)

где

a =
ε2 − εξ + ξ2

τ
; b =

ε− ξ

τ
; c = τ .

Член уравнения вида dP(x, t)/dx описывает упо-
рядоченный переход либо в состояние, когда оно
увеличивается (ε > ξ), либо когда оно уменьшается
(ε < ξ); член уравнения вида d2P(x, t)/dx2 описыва-
ет случайное изменение состояния (неопределен-
ность изменения). Член уравнения вида dP(x, t)/dt
определим как скорость общего изменения состо-
яния системы с течением времени; член уравнения
вида d2P(x, t)/dt2 описывает процесс, при котором
состояния сами становятся источниками возник-
новения других состояний (самоорганизация и уско-
рение как упорядоченных (dP(x, t)/dx), так и слу-
чайных (d2P(x, t)/dx2) переходов).

4.2 Формулировка и решение граничной
задачи для нахождения функции
распределения амплитуд отклонений
предпочтений избирателей

Считая функциюP(x, t)непрерывной, перейдем
от вероятности P(x, t) (1) к плотности вероятности

ρ(x, t) = dP(x, t)/dx и сформулируем граничную за-
дачу для нахождения зависимости плотности веро-
ятности наблюдения различных величин амплитуд
отклонений предпочтений избирателей за произ-
вольный интервал времени t. Анализ статисти-
ческих данных показывает, что вероятности на-
блюдения больших величин амплитуд отклонений
предпочтений избирателей в течение рассматрива-
емых интервалов времени ничтожно малы. Мож-
но предположить, что функция плотности вероят-
ности быстро убывает, и задать граничные условия:

ρ(x, t)x=∞ = 0 ; ρ(x, t)x=−∞ = 0 .

Первое начальное условие зададим в виде дель-
та-функции, исходя из того, что для интервала вре-
мени t = 0 возможно только значение амплитуды
x0 = 0:

ρ(x, t)|t=0 = δ(x−0) =





∫
δ(x− 0) dx = 1 , x = 0 ;

0 , x 6= 0 .

Второе начальное условие (∂ρ(x, t)/∂t)|t=0 зада-
ет скорость изменения плотности вероятности для
любого значения амплитуды. Сложение множе-
ства различных типов поведения избирателей ведет
к тому, что некоторые амплитуды могут усиливать-
ся, а некоторые ослабевать. В конечном итоге это
приводит к периодичности для некоторых значе-
ний амплитуд, т. е. возникновению волн. Так как
–t → τ (по условиям протекания процессов), то
второе начальное условие можно записать в виде:

∂ρ(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

= lim
–t→τ

ρ(x+–x, t+–t)− ρ(x, t)

–t

∣∣∣∣
t=0

=

=
ρ(x+–x, 0 + τ)− ρ(x, 0)

τ
=
1

τ
ψ(x)δ(x − y) ,

где ψ(x) — некоторая периодическая функция. Из
решения граничной задачи для уравнения (1) полу-
чаем для функции плотности вероятности амплитуд
отклонений предпочтений избирателей следующую
зависимость:

ρ(x, t) =
τU(t− k)e(ε−ξ)x/(2(ε2−εξ+ξ2))e−t/(2τ)

2
√
ε2 − εξ + ξ2

×

×
{
1

τ

{
1

2
+ ψ(x)

} ∞∑

n=0

{
ω2
{
t2 − k2

}}n

4n(n!)2
+

+
t

t2 − k2

∞∑

n=0

2n
{
ω2
{
t2 − k2

}}n

4n(n!)2

}
, (2)
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где

ω =

√
εξ

4τ2(ε2 − εξ + ξ2)
;

k =
|x|τ√

ε2 − εξ + ξ2
;

ψ(x)— периодические функции:

ψ(x) =






cos

{
2π
x

λ

}
;

sin

{
2π
x

λ

}
;

U(t− k)— функция Хэвисайда:

U(t− k) =





0 , если t < k ;
1

2
, если t = k ;

1 , если t > k .

Величинаλ в периодической функцииψ(x)име-
ет смысл длины волны для процесса колебаний
амплитуды. При отсутствии осцилляций ψ(x) =

= 0. Величина k = |x|τ/
√
ε2 − εξ + ξ2 имеет смысл

времени запаздывания распространения волнового
процесса на время, равное k (k = |x|/V0, где V0 =
=
√
ε2 − εξ + ξ2/τ = λ/τ — скорость распростра-

нения волнового процесса, λ =
√
ε2 − εξ + ξ2 —

длина волны). Для функции ρ(x, t) выполняется
условие нормировки

+∞∫

−∞

ρ(x, t) dx = 1 .

4.3 Анализ модели, учитывающей
влияние на амплитуду отклонений
предпочтений избирателей, процессов
самоорганизации и наличия памяти

На рис. 4 представлены результаты моделирова-
ния зависимости плотности вероятности амплиту-
ды отклонения от интервала времени ее расчета для
различных наборов параметров ε и ξ с использова-
нием полученного уравнения (2). При увеличении
длины волны λ =

√
ε2 − εξ + ξ2 число осцилляций

на графиках плотности вероятности амплитуд от-
клонений предпочтений избирателей падает, а при
уменьшении — растет. С увеличением интерва-
ла времени расчета амплитуд ширина и число ос-
цилляций увеличиваются, а высота распределения
уменьшается. При ε > ξ происходит смещение
максимума плотности вероятности вправо, а при
ε < ξ — влево. С ростом интервала времени рас-
чета амплитуд высота распределения уменьшает-
ся, а ширина и число осцилляций увеличиваются.
Наблюдаются асимметрия распределения относи-
тельно линии максимума. Если ψ(x, λ) = 0, то
осцилляции исчезают, а остальные характеристики
поведения распределения сохраняют свою тенден-
цию. При выборе другого набора параметров ξ, ε,
τ и t поведение плотностей вероятности амплитуд
остается прежним, но значения и положения мак-
симумов на графиках изменяются. Сравнение на-
блюдаемых гистограмм распределений (см. рис. 1)
с результатами теоретического моделирования (см.
рис. 4) показывает хорошее соответствие разрабо-
танной модели наблюдаемым данным.

На рис. 5 представлены зависимости математи-
ческого ожидания и дисперсии величины амплиту-
ды в зависимости от интервала времени ее расчета,

Рис. 4 Теоретические зависимости плотности вероятности величин амплитуд от времени их расчета (τ = 0,7):
(а) ε = ξ = 4,5; (б) ε = 4,0, ξ = 2,5; 1 — t = 1; 2 — 4; 3 — 5; 4 — t = 15
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Рис. 5 Теоретические зависимости математического ожидания (а) и дисперсии величин амплитуд (б) от времени их
расчета для наборов параметров (τ = 0,1): 1 — ξ = 0,2, ε = 0,7; 2 — ξ = 0,7, ε = 0,2

полученные с использованием разработанной мо-
дели (для различных наборов величин параметров ε
и ξ).

Расчеты показывают, что приε > ξнаблюдаются
амплитуды роста и их значения находятся в поло-
жительной области на рис. 5 (кривая 1). При ε < ξ
наблюдаются амплитуды падения, их математиче-
ское ожидание находится в отрицательной области
(кривая 2). Для наборов параметров с инверсией
величин ε и ξ (τ = 0,1): ξ = 0,7, ε = 0,2 и ξ = 0,2,
ε = 0,7 — поведение дисперсии имеет одинако-
вый характер, так как она является квадратичной
величиной и не имеет отрицательных значений.

Среднее значение амплитуды отклонения (ма-
тематическое ожидание) µ(t) и дисперсия σ2(t) рас-
считываются с использованием выражения (2) сле-
дующим образом:

µ(t) =

+∞∫

−∞

xρ(x, t) dx ; σ2(t) =

+∞∫

−∞

x2ρ(x, t) dx .

Положение максимумов и другие характеристи-
ки процессов зависят от выбора величин парамет-
ров модели: при увеличении значений параметров
модели ε и ξ математическое ожидание амплитуд
уменьшается, а максимум сдвигается в область ма-
лых интервалов времени. Зависимости математи-
ческого ожидания и дисперсии наблюдаемых ам-
плитуд отклонения предпочтений избирателей от
величины интервала времени их расчета, получен-
ные из социологических данных (см. рис. 2), от-
личаются по виду от результатов моделирования,
представленных на рис. 5. Предполагая наличие не-
скольких процессов для выбора предпочтений из-
бирателей по каждому из кандидатов с разными ве-
совыми коэффициентами α1, α2, . . . и несколькими

наборами параметров модели εи ξ, получим резуль-
таты теоретического моделирования (рис. 6), хоро-
шо соответствующие наблюдаемым данным (τ =
= 0,1). Для процесса I (возрастание): ξ1 = 0,15;
ε1 = 0,45; α1 = 0,65; для процесса II (возрастание):
ξ2 = 0,20; ε2 = 0,75; α2 = 0,15; для процесса III
(возрастание): ξ3 = 0,25; ε3 = 0,95; α3 = 0,10; для
процесса IV (возрастание): ξ4 = 0,30; ε4 = 1,70;
α4 = 0,10. Весовые коэффициенты каждого из
процессов могут быть различными и меняться от 0
до 1. Наличие нескольких процессов для динамики
предпочтений одного и того же кандидата может
быть обусловлено различными группами избира-
телей с различным типом поведения при выборе
предпочтений, а величина весовых коэффициен-
тов может зависеть от соотношения численности
каждой из групп.

Сравнение наблюдаемых данных (см. рис. 2)
и результатов теоретического моделирования (см.
рис. 6) показывает (с учетом приближенности мо-
делирования), что подбором величин параметров
можно получить неплохое совпадение с наблюда-
емыми данными. Полученные результаты позво-
ляют сделать общий вывод о том, что созданная
модель в целом хорошо описывает наблюдаемую
динамику электоральных процессов и ее можно ис-
пользовать для прогнозирования.

Общий алгоритм прогнозирования:

(1) на основе наблюдаемых за какой-то промежу-
ток времени данных (например, первая поло-
вина избирательной кампании) строим гисто-
граммы, описывающие зависимость амплитуд
отклонений предпочтений избирателей от ин-
тервала времени их расчета. Далее находим за-
висимости математического ожидания и дис-
персии;
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Рис. 6 Теоретическое моделирование зависимостей математического ожидания и дисперсии амплитуд отклонений
предпочтений избирателей

(2) на основе уравнения (2) и наблюдаемых ха-
рактеристик процессов (см. рис. 2) определя-
ем величины параметров ξ и ε. Используем
полученные результаты для расчета величины
предпочтений избирателей на момент окон-
чания избирательной кампании. Если полу-
ченный результат не приводит к победе, то
необходимо повлиять на процесс и изменить
его параметры. Например, за счет средств
массовой информации изменить величину па-
раметра ε в нужную сторону (увеличить свою
или уменьшить у соперника).

5 Заключение и выводы

1. Проведен анализ динамики электоральной
кампании по выборам президента США в 2016 г.
На основании полученных данных построены
гистограммы зависимостей амплитуд отклоне-
ний предпочтений избирателей от величины
интервала времени их определения. На осно-
ве обработанных данных наблюдений создана
модель стохастической динамики изменения
предпочтения избирателей, учитывающая про-
цессы самоорганизации, наличие памяти и хо-
рошо описывающая основные характеристики
исследуемых процессов (появление осцилля-
ций, изменение высоты и ширины распределе-
ния при изменении интервала времени расчета
амплитуд и т. д.).

2. При создании модели стохастической дина-
мики предпочтений избирателей рассмотрены
схемы вероятностей переходов между ее воз-
можными состояниями. Выведено нелинейное
дифференциальное уравнение второго поряд-
ка, сформулирована и решена граничная зада-

ча для определения функции плотности веро-
ятности амплитуды отклонений предпочтений
избирателей от величины интервала времени
ее определения. Дифференциальное уравнение
содержит член, отвечающий за возможность
самоорганизации, а также учитывает наличие
памяти.

3. Разработанную стохастическую модель дина-
мики изменения величины предпочтений изби-
рателей с учетом процессов самоорганизации,
наличия памяти и осцилляций можно исполь-
зовать для прогнозирования результатов элек-
торальных кампаний и принятия решений.
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Abstract: The paper discusses the use of the methods and approaches which are common for theoretical computer
science as well as the use of its applications for analysis and modeling of social group processes. Based on the
developed model for describing stochastic processes, taking into account self-organization and the presence of
memory, an analysis of the voter preference dynamics during the 2016 U.S. presidential campaign was conducted.
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The sociological data processing allowed plotting the probability density histograms for the amplitudes of voter
preference deviation, depending on their determination interval, and developing a model that well describes the
main characteristics of the observed processes (appearance of oscillations, changes in the height and width of the
distribution depending on the changes in the amplitude calculation interval, etc.). In the course of building the
model, the probability schemes of transitions between the possible states of the social system (voter preferences)
were considered and a second-order nonlinear differential equation was derived. In addition, a boundary problem
to determine the probability density function of the amplitude of voter preference deviation depending on its
determination interval was formulated and solved. The model differential equation has a term responsible for the
self-organization possibility and takes into account the presence of memory. The oscillation possibility depends
on the initial conditions. The developed model can be used for analyzing election campaigns and making relevant
decisions.

Keywords: oscillation amplitude distribution function; stochastic dynamics; self-organization; presence of memory;
probability density oscillations; electoral processes
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Dissertation and Thesis:
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