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О ФОРМИРОВАНИИ МНОЖЕСТВ ПРЕЦЕДЕНТОВ НА ОСНОВЕ

ТАБЛИЦ РАЗНОРОДНЫХ ПРИЗНАКОВЫХ ОПИСАНИЙ

МЕТОДАМИ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ АНАЛИЗА ДАННЫХ∗

И. Ю. Торшин1

Аннотация: Факторизация вкладов различных переменных при анализе разнородных признаковых опи-
саний — насущная задача интеллектуального анализа сложных данных. В работе предложено развитие
решеточного формализма топологической теории анализа данных, в рамках которого получены новые
способы порождения параметрических оценок и метрик на решетках, образованных над топологиями
множеств объектов. Формализм был апробирован на задаче формирования множеств прецедентов для
проведения хемомикробиомного анализа. Тогда как порождение множества исходных информаций на
основе регрессионных коэффициентов и разности значений материала обучения соответствовало крайне
низкой обобщающей способности настраиваемых алгоритмов (коэффициент корреляции на контроле —
0,32 ± 0,20), использование предлагаемых оценок для порождения множеств прецедентов в задачах
хемомикробиомики позволило существенно повысить обобщающую способность соответствующих ал-
горитмов (коэффициент корреляции на контроле — 0,79± 0,21).
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1 Введение

В биомедицинских исследованиях объектом
служит формализованное описание состояния па-
циента, включающее булевы (диагнозы, прием ле-
карств и др.), числовые (лабораторные анализы)
и категорные (показатели демографии и др.) пе-
ременные, графы (формулы лекарств), временн‚ые
ряды и изображения (результаты обследования па-
циента аппаратными методами). При формали-
зации таких задач важно выделить независимые
вклады переменных-признаков в таргетную пере-
менную (отклик) таким образом, чтобы получить
высокое качество работы алгоритмов распозна-
вания/классификации. Топологический анализ
данных, развиваемый в рамках алгебраическо-
го подхода к распознаванию научной школы
Ю. И. Журавлёва и К. В. Рудакова [1, 2], позволяет
систематически исследовать возможные решения
этой задачи.

В настоящей работе данный подход апробиро-
ван на задаче формирования множества прецеден-
тов для проведения хемомикробиомного анализа
лекарств [3]. В этой прикладной задаче (оценка
влияния лекарств на микробиоту) факт использо-
вания лекарства, как правило, описан булевым при-
знаком, а откликом служит уровень той или иной

бактерии микробиома (числовая переменная).
Для выделения независимых вкладов булевых пере-
менных в числовые таргетные переменные предло-
жен системный подход к порождению параметри-
зованных оценок на решетке (решеточных термов)
и соответствующих метрик. Такой подход пред-
ставляет собой теоретическое обобщение «расщеп-
ления» эмпирической функции распределения бу-
левым признаком [2] и тесно связан с порождением
метрических функций расстояния и с проблема-
тикой так называемых «оценок информативности»
(точнее, весовых функций признаков), использу-
емых в комбинаторной теории разрешимости [4].

2 Основные понятия

Основы формализма изложены в [2, 5]. Зада-
но множество исходных описаний объектов X =
= {x1, . . . , xN0}, X ⊆ S, множества значений
признаков Ik = {λk1 , λk2 , . . . , λkb

, . . . , λk|Ik|−1
,–},

b = 1, . . . , |Ik|, функции •k : S → Ik, k = 1, . . . , n+ l
(n — число признаков; l — число таргетных
(прогнозируемых) переменных; – — неопреде-
ленность). Определено пространство допустимых
признаковых описаний объектов Job ⊆ Ii × If
(Ii ⊆ I1 × · · · × In, If ⊆ In+1 × · · · × In+1),

∗Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект 23-21-00154) с использованием инфраструктуры Центра коллективного
пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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функции D : S → Job, D(xα) = (•1(xα) × · · ·
· · ·×•k(xα)×· · ·×•n+1(xα))– иϕ(X) = {D(xα)|xα ∈
∈ X}. Принимается, что множестваX и Q = ϕ(X),
|Q| = N , регулярны, т. е. N0 = N и ∃D−1 : ∀x ∈ X,
x = D−1(D(x)) [5]. МножествоU(X) = {•−1k (λkb

)},
образованное функциями полных прообразов зна-
чений признаковλkb

, рассматривается как предбаза
топологии T (X) = {∅, I, a ∪ b, a ∩ b : a, b ∈ U(X)},
где I = {X}. Топологии T (X) соответствует ре-

шетка L(T (X)) = {a ∨ b, a ∧ b : a, b ∈ T (X)}. При
регулярностиX и Q решетка L(T (X))— булева [2].

Теорема 1. Произвольной цепи 〈u1, . . . , um〉 решет-

ки L(T (X)) можно сопоставить числовой признак

с множеством значений It = (λt1 , . . . , λtb
, . . . , λm),

λti−1 ≤ λt1 ≤ λti+1
.

Справедливость теоремы следует из того, что
линейный порядок любой конечной цепи 〈u1 ⊇
⊇ u2 · · · ⊇ ui · · · ⊇ um〉 изоморфен линейному по-
рядку на конечном множестве чисел {λti

}, λti−1 ≤
≤ λti

, i = 2, . . . ,m.

Следствие 1. Любая цепь At в L(T (X)) представима

в виде At = 〈u(λt1), . . . , u(λti
), . . . , u(λtm

)〉, u(λti
) =

=
⋃i

β=1 •
−1
t (λtβ

), где It = (λt1 , . . . , λm) монотонна.

Следствие 2. При дополнении наблюдаемой об-

ласти It значений t-го числового признака неопре-

деленностью – и принятии соглашения •t(∅) = –
соответствующая цепь At — максимальная цепь ре-

шетки L(T (X)).

Следствие 3. Для произвольной цепи t-го числового

признака определена эмпирическая функция распреде-

ления cdf (λ,Ak(X)) = |u(λkb
)|/N

∣∣λkb−1
≤ λ ≤ λkb

.

3 Решеточные термы и операции
над ними

В топологическом анализе данных булевой ре-
шетке сопоставляется метрическое пространство

значений признаков ML(L(T (X)), ρL) с метрикой
ρL : L

2 → R+ [2]. Метрики ρL могут определять-
ся на основании формализма оценок (см. ниже)
или же на основе известных подходов (расстоя-
ния Танимото, Амана, Тверского, Сокала–Сниса,
Гоуэра–Лежандра и др.) [6]. При заданной ρL

расстояние ρA : A(X)2 → R+ между цепями

a = 〈a1, . . . , ai, . . .〉 и b = 〈b1, . . . , bj , . . .〉 опре-
делено так, что существует однозначное соот-
ветствие элементов цепей a и b (например,
ρA(a, b) = min(

∑
i=1,|a| ρL(ai, argminbj∈b ρL(ai, bj)),∑

i=1,|b| ρL(bj , argminai∈a ρL(bj , ai)). При задан-
ных ρL, ρA, Ak(X) и множества допустимых це-
пей A(X)1,n (содержит цепи с длинами от 1 до n)

искомый (ε-корректный) алгоритм соответствует
решению задачи комбинаторной оптимизации [5]:

argmin
a∈A(X)1,n

ρA (Ak(X), a) |A(X)1,n ⊂ A(X).

При порождении метрических пространств над
произвольной решеткой вводится понятие реше-
точного терма или оценки v : L → R+, для которой
выполнено условие оценки (yO: ∀La, b : v[a] + v[b] =
= v[a ∧ b] + v[a ∨ b]) и условие изотонности (уИ:
∀La, b : a ⊇ b ⇒ v[a] ≥ v[b]). Изотонность оценки
v[ ]важна потому, что позволяет определить метрику
ρ(x, y) = v[x ∨ y]− v[x ∧ y] [2].

Теорема 2. Линейная комбинация v[ ] =
∑
ωivi[ ], i =

= 1, . . . ,m, произвольного числа изотонных оценок

vi[ ]— изотонная оценка при v[ ] ≥ 0.
Теорема доказывается через линейные преобра-

зований условий уОi и уИi для m оценок vi[ ].

Следствие 1. Сумма произвольного числа (изотонных)

оценок — оценка.

Следствие 2. Разность (изотонных) оценок стано-

вится оценкой только при условии положительной

определенности.

Следствие 3. Пусть индекс i в выражении для v[ ]
изменяется от i = 0, v0 ≡ 1. Тогда можно подобрать

такое значение ω0, что v[ ] ≥ 0.
При произвольном нелинейном преобразова-

нии f : R+ → R+, применяемом к (изотонной)
оценке v[ ], выполнимость уО неочевидна. Если
v[ ] изотонна, то f(v[ ]) может быть изотонна только
при условии монотонности f (сигмоида, степен-
ная функция и др.). Для оценки выполнимости
уО/уИ f(v[ ]) на подмножестве решетки L возмож-
но применение аналитических или комбинаторных
подходов. Например, легко показать, что для f(x) =
= xα при α = 2 или 0,5 выражение f(v[ ]) служит
оценкой только на элементах произвольной цепи
решетки L(T (X)).

4 Параметрические оценки
на основе «опорного элемента»

Выберем подмножество объектов X, α ∈
∈ L(T (X)). Подмножество α может соответство-
ватьk′-му булеву признаку в исходном признаковом
описании (тогда α = •−1k′ (1)) или синтетическому
булеву признаку, что разбивает X на α и α = X\α
и определяет να = |α|/|X| = |α|/N и να = 1− να.

«Опираясь» на множество α как параметр, мож-
но породить несколько изотонных решеточных
оценок на основе базовой оценки, равной высо-
те элемента ui в L(T (X)), h[ui] = |ui|, частот να

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 3 2023 3
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и να. Оценка v+α [ui] = |ui ∩α|/|α| соответствует час-
тоте встречаемости элементов из ui ⊆ X в α ⊂ X;
оценка v−α [ui] = |ui ∩ α|/|α| = |ui\α|/(N − |α|) —
встречаемость элементов ui в α. В соответствии
с теоремой 2 линейные комбинации оценок v+α и v−α
также изотонны при условии положительной опре-
деленности.

Теорема 3. Изотонная оценка dα[ ] = v+α [ ] − v−α [ ]
существует, когда объекты из множества α встре-

чаются в оцениваемых множествах ui не реже, чем

в среднем по множеству всех объектовX.

Рассмотрим функционал dα[ui] = v+α [ui] +
+ ωv−α [ui], ω ∈ R, и покажем, что dα[ ] — линейная
комбинация метрики ρ(ui, α) и оценки h[ui] = |ui|.
Приведем v+α и v−α к общему знаменателю, равному
|α|(N − |α|). Подставляя

|ui ∩ α| = 0,5(|ui|+ |α| − ρ(ui, α)),

после упрощения получим (для произвольного ui),
что

dα[ui] = kα|α|+ bα|ui| − kαρ(ui, α) ,

где

bα =
1/vα + ω − 1
2(N − |α|) ;

kα =
1/vα − ω − 1
2(N − |α|) .

Рассмотрим функционал dα[ ] (который служит
изотонной оценкой для всех ω > 0) в случае ω < 0
и запишем его в виде dα[ ] = v

+
α [ ]−|ω|v−α [ ]. Условию

dα[ui] ≥ 0 соответствует

1/vα + |ω| − 1
N − |α| |ui

⋂
α| ≥ |ω||ui|

N − |α| ,

т. е.
|ii ∩ α|
|ui|

≥ |ω|
1/vα + |ω| − 1 .

Это условие выделяет подмножество {ui} ⊂
⊂ L(T (X)), где dα[ ] изотонна. При |ω| ∼ 1 по-
лучаем |ui ∩α|/|ui| ≥ να, соответствующее условию
теоремы. Теорема доказана.

Следствие 1.

d′α[ui] =




v′α[ui]− v′α[ui] при

|ui ∩ α|
|ui|

≥ να ;

0 в противном случае

есть изотонная оценка.

Функционал dα[ui] интересен тем, что мо-
жет быть увязан с конструктами непараметриче-
ской статистики, разработанными в научной школе

А. Н. Колмогорова [7]. Как известно, для непара-
метрических тестов используется так называемое
максимальное уклонение D, равное супремуму мо-
дуля разности значений двух функций распределе-
ния (теоретической и эмпирической или двух эм-
пирических функций распределения) по всей их
области определения.

Теорема 4. Для «опорного» множества α и произволь-

ной цепи U = 〈u1, . . . , ui, . . .〉

D = sup |dα[ui]|

при ω = −1— максимальное уклонение Колмогорова.

Доказательство проводится исходя из теоремы 1
для любой цепи A = 〈ui〉, ui = u(λki

) и анали-
за числового признака с множеством значений Ik
в двух цепях, образованных пересечением каждого
элемента ui цепиA с множествами α и α соответст-
венно.

Следствие 1. Статистическая достоверность значе-

нияD оценивается по критерию Колмогорова–Смир-

нова.

Оценки v+α , v−α , dα и др. могут строиться для
набора «опорных» множеств. Пусть задан набор
α ⊂ L(T (X)) подмножеств объектов (т. е. элемен-
тов решетки): α = {α1, α2, . . . , αi . . .}. Каждое из
множеств в наборе α порождает (изотонную) па-
раметрическую оценку vαi

(например, v+αi
, v−αi

, их
линейные комбинации). Тогда в соответствии с тео-
ремой 2 может быть порождена и настраиваемая
изотонная оценка

vα =
∑

i=0,|α|

ωivαi
, vα0 ≡ 1 .

Альтернативно на основании набора α для каждого
a ∈ L(T (X)) может быть вычислен вектор оценок
(vα1 [a], vα2 [a], . . . , vαi

[a], . . .), vαi
[a] ∈ R+, и введе-

ны метрики уже на пространстве таких векторов
(lp-метрики, расстояния Пенроуза, Мотыки, Брея–
Куртиса, кореляционные расстояния) [6]. Форми-
рование наборов α может проводиться на основе
«информативности» соответствующих αi ∈ α ме-
тодами метрического анализа данных и др. [4].

5 О параметрических оценках
на основе «опорной цепи»

Крайне перспективным представляется направ-
ление порождения оценок, в котором заданная
максимальная цепь At используется в качестве
«опорной», т. е. для порождения параметрических
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оценок. Данное направление будет подробно рас-
смотрено в отдельной работе. Вкратце: произ-
вольная цепь A = 〈ui〉 представима в виде 〈u(λti

)〉
для некоторого упорядоченного множества чисел It
(теорема 1). Значение функции •t (включая не-
определенность), вычислимое для любого объекта
в X, равно •t(q) для каждого решеточного атома
{q} ∈ L(T (X)), (h[{q}] ≡ |{q}| ≡ 1), так что любо-
му u ∈ L(T (X)) соответствует множество •t(u) =

= {•t(q), q ∈ u}. Определим оператор �φ(x) для
формирования эмпирической функции распределения

конечного множества A = {a1, a2, . . . , ai, . . . , an},
ai ∈ R, как

�φ(x)A = sup
|{B ⊆ A|∀ a ∈ B : a ≤ x}|

|A| , x ∈ R ,

и оператор вычисления математического ожида-

ния �µ.
Итак, при задании опорной цепи At (т. е. опор-

ного числового признака с областью значений It)
любому элементу решетки u ∈ L(T (X)) сопостав-
лено множество чисел •t(u), числовая функция
�φ(x)•t(u) одной переменной x ∈ R, нетривиально
определенная в каждой точке отрезка [λt1 , λt|It|−1

],

и ряд функционалов (в частности, �µ�φ(x)•t(u)).
При выполнении условия регулярности для X/Q
решетка L(T (X)) однозначно сопоставлена решет-
ке, образованной числовыми множествами •t(u),
для каждого элемента которой вычислима функция
�φ•t(u). Множества •t(u), функции �φ•t(u) и функ-
ционалы наподобие �µ�φ•t(u) могут быть использо-
ваны для определения оценок в решетке L(T (X)),

порождаемых на основе выбранного опорного при-
знака.

6 Экспериментальная апробация
формализма

Формализм был апробирован на задаче фор-
мирования множеств прецедентов для проведения
хемомикробиомного анализа [3,8]. В исходной таб-
лице признаковых описаний представлены булевы
переменные, соответствующие 122 лекарствам, ко-
торые влияют на 1533 числовые переменные, соот-
ветствующие уровням отдельных бактерий или их
групп.

Для квантификации вклада лекарства α в из-
менение уровней t-й бактерии среди разработан-
ных оценок использовалось уклонениеD со знаком
(теоремы 3 и 4). Для учета направления изменения
уровней бактерий уклонениеD необходимо домно-
жить на знак dα[ ]. По тесту Колмогорова–Смирно-
ва вычислялось значение статистической достовер-
ности p(D) для отсечения наименее достоверных
ассоциаций «лекарство–эффект». Также исполь-
зовались более очевидные подходы: коэффици-
енты линейной многопараметрической регрессии
(с отбором признаков по модели «лассо»), разность
значений �µ�φ•t(α) − �µ�φ•t(α), доля разности 1 −
− �µ�φ•t(α)/�µ�φ•t(α).

Лекарства с известной химической структу-
рой описывались на основе хемогр‚афов Gj ,
а в качестве множества начальных информа-
ций Ii использовалось множество хемоинвариан-

Результаты вычислительных экспериментов на выборке 156 327 измерений хемомикробиомной био-
логической активности (2173 пациентов). Оценены эффекты 122 лекарств. Приведены значения
коэффициентов ранговой корреляции для различных моделей формирования множеств прецедентов.
Эксперименты проводились в рамках кросс-валидационного дизайна (10 разбиений в соотношении
«случай–контроль» 6 : 1). Поиск оптимальных значений параметров проводился мультистартовой
стохастической оптимизацией

Вычислительный эксперимент nÁËÔ r rc

Коэффициент многопараметрической регрессии, p(D) = 0,20 1250 0,72± 0,23 0,32± 0,20
Коэффициент многопараметрической регрессии, p(D) = 0,05 730 0,73± 0,39 0,38± 0,18
Разность значений, p(D) = 0,20 1192 0,74± 0,19 0,34± 0,22
Разность значений, p(D) = 0,05 787 0,78± 0,36 0,39± 0,25
Доля разности значений, p(D) = 0,20 1292 0,80± 0,22 0,46± 0,14
Доля разности значений, p(D) = 0,10 1291 0,80± 0,27 0,62± 0,18
Доля разности значений, p(D) = 0,05 868 0,76± 0,37 0,77± 0,22
Уклонение D со знаком, p(D) = 0,20 1286 0,81± 0,21 0,48± 0,15
Уклонение D со знаком, p(D) = 0,10 1306 0,80± 0,26 0,63± 0,18
Уклонение D со знаком, p(D) = 0,05 836 0,80± 0,38 0,79± 0,21

Обозначения: r и rc — коэффициенты ранговой корреляции на обучении и на контроле соответственно; nÁËÔ —
число различных типов хемомикробиомной активности, по которым проводилось усреднение r и rc; p(D)— верхний
порог статистической значимости по тесту Колмогорова–Смирнова.
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тов над алфавитом элементных меток. Алгоритмы
fθk
: Ii → R строились в виде композиций вло-

женных корректирующих функций нижнего уров-
ня (т. е. порождения синтетических признаков)
для фиксированного числа моделей nmod : fθk

=
= = g(f1(

∑
ωj

kxk), . . . , fl(
∑
ωj

kxk), . . .), l = 1, . . .
. . . , nmod, как в работе [5]. Тестирование алгорит-
мов fθk

проводилось на выборке данных о пациен-
тах (см. таблицу).

Результаты экспериментов показывают, что по-
рождение множества исходных информаций на
основе регрессионных коэффициентов и разности
значений материала обучения соответствует крайне
низкой обобщающей способности настраиваемых
алгоритмов. При этом ужесточение порога на зна-
чение p(D), давая снижение числа различных ти-
пов хемомикробиомной активности, не приводило
к увеличению качества алгоритмов. Наилучший ре-
зультат был получен при использовании в качестве
исходной информации значения уклонения D со
знаком (r = 0,80 ± 0,38, rc = 0,79 ± 0,21), а более
низкие значения порога p(D) приводили к повы-
шению качества распознавания. Отметим неплохой
результат и для такого простого функционала, как
доля разности значений (см. таблицу).

7 Заключение

В работе впервые проведено систематическое
рассмотрение способов введения оценок на решет-
ке (высота элемента, оценки на основании буле-
вых и числовых переменных, линейные комбина-
ции вышеперечисленных оценок и др.). Введение
оценок на L(X), по аналогии с понятием меры
в функциональном анализе, позволяет порождать
параметрические решеточные оценки и затем вво-
дить проблемно-ориентированные метрики, оце-
нивающие расстояние между вершинами решетки.
Разработанный формализм был применен для до-
стижения практической цели настоящей статьи —

нахождения оптимального способа оценки вкла-
дов переменных при анализе сложных данных хе-
момикробиомных исследований. Разработанный
формализм предоставляет инструментарий для по-
иска адекватной формализации задач классифика-
ции и прогнозирования.

Литература
1. Журавлёв Ю. И. Избранные научные труды. — М.: Ма-

гистр, 1998. 420 с.

2. Torshin I. Yu., Rudakov K. V. On the theoretical basis of
metric analysis of poorly formalized problems of recog-
nition and classification // Pattern Recognition Image
Analysis, 2015. Vol. 25. No. 4. P. 577–587. doi: 10.1134/
S1054661815040252.

3. Торшин И. Ю., Громова О. А., Захарова И. Н., Макси-

мов В. А. Хемомикробиомный анализ Лактитола //
Экспериментальная и клиническая гастроэнтероло-
гия, 2019. Т. 164. № 4. С. 111–121. doi: 10.31146/1682-
8658-ecg-164-4-111-121.

4. Рудаков К. В., Торшин И. Ю. Анализ информативности
мотивов на основе критерия разрешимости в задаче
распознавания вторичной структуры белка // Инфор-
матика и её применения, 2012. Т. 6. Вып. 1. С. 79–90.

5. Торшин И. Ю. О задачах оптимизации, возникающих
при применении топологического анализа данных
к поиску алгоритмов прогнозирования с фиксиро-
ванными корректорами // Информатика и её при-
менения, 2023. Т. 17. Вып. 2. С. 2–10. doi: 10.14357/
19922264230201. EDN: IGSPEW.

6. Деза Е. И., Деза М. М. Энциклопедический словарь
расстояний / Пер. с англ. — М.: Наука, 2008. 444 с.
(Deza E., Deza M.-M. Dictionary of distances. — Elsevier
B.V., 2006. 412 p.)

7. Колмогоров A. H., Фомин С. В. Элементы теории функ-
ций и функционального анализа. — М.: Наука, 1989.
624 с.

8. Forslund S. K., Chakaroun R., Stumvoll M., Bork P. Com-
binatorial, additive and dose-dependent drug-microbiome
associations // Nature, 2021. Vol. 600. No. 7889. P. 500–
505. doi: 10.1038/s41586-021-04177-9.

Поступила в редакцию 02.02.23

ON THE FORMATION OF SETS OF PRECEDENTS BASED
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Abstract: Factorization of the contributions of various variables in the analysis of heterogeneous feature descriptions
is an urgent task of complex data mining. The paper proposes the development of the lattice formalism of the
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topological theory of data analysis, within which new methods for generating parametric estimates and metrics on
lattices formed over the topologies of sets of objects are obtained. The formalism was tested on the problem of
forming sets of precedents for conducting chemomicrobiome analysis. Whereas the generation of a set of initial
information based on regression coefficients and the difference in the values of the learning material corresponded
to an extremely low generalizing ability of custom algorithms (correlation coefficient in the control 0.32 ± 0.20),
the use of the proposed estimates for generating sets of precedents in chemomicrobiomics problems made it possible
to significantly increase the generalizing ability of the corresponding algorithms (correlation coefficient in control
0.79 ± 0.21).

Keywords: topological data analysis; lattice theory; parametrization of lattice terms; human microbiome;
pharmacoinformatics, algebraic approach of Yu. I. Zhuravlev.
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ОПТИМАЛЬНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ СОСТОЯНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ

ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ

СО СЛУЧАЙНЫМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ∗

А. В. Босов1

Аннотация: Изучается математическая модель нелинейной динамической системы наблюдения с дис-
кретным временем, позволяющая учитывать зависимость времени получения наблюдений от состояния
наблюдаемого объекта. Модель реализует предположение о том, что время между моментом, когда фор-
мируется измерение состояния, и моментом получения измеренного состояния наблюдателем зависит
случайным образом от положения движущегося объекта. Источником такого предположения выступает
процесс наблюдения стационарными средствами за автономным подводным аппаратом, в котором время
получения актуальных данных зависит от неизвестного расстояния между объектом и наблюдателем.
В отличие от детерминированных задержек, формируемых известным состоянием среды наблюдения,
для учета зависимости временных задержек от неизвестного состояния объекта наблюдения требуется
использовать для их описания случайные функции. Основным результатом исследования предложенной
модели стало решение задачи оптимальной фильтрации. Для этого получены рекуррентные байесовские
соотношения, описывающие эволюцию апостериорной плотности вероятности. Использование получен-
ного фильтра для практических целей не представляется возможным из-за вычислительной сложности.
Предложенная модель проиллюстрирована практическим примером задачи слежения за движущимся
подводным объектом по результатам измерений, выполняемых типовыми акустическими сенсорами.
Предполагается, что объект движется под водой в плоскости с известной средней скоростью, постоянно
выполняет хаотические маневры и наблюдается двумя независимыми комплексами акустических сенсо-
ров, измеряющими дальности до объекта и направляющие косинусы. Сложность определения положения
такого объекта иллюстрируется простым фильтром, использующим геометрические свойства измеряемых
величин.

Ключевые слова: стохастическая динамическая система наблюдения; фильтрация состояния; оптималь-
ный байесовский фильтр; среднеквадратичный критерий оценивания; автономный подводный аппарат;
акустический сенсор; слежение за целью
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1 Введение

Задача слежения за маневрирующим объектом
по косвенным наблюдениям с ошибками представ-
ляет собой типичное приложение теории и методов
стохастической фильтрации [1]. Предложение учи-
тывать в модели наблюдений случайные задержки
времени их получения от состояния наблюдаемого
объекта исходит от популярной современной при-
кладной области автономных подводных аппаратов
(Autonomous Underwater Vehicle, AUV) [2]. Прило-
жениям AUV посвящено значительное число работ,
в большинстве связанных с задачами управления
(см., например, специальный выпуск [3]).

Вместе с тем и традиционные задачи слежения
за маневрирующим объектом сохраняют актуаль-
ность [4–11], а их решение обеспечивают методы
стохастической фильтрации.

Наибольшее практическое распространение
здесь, как и в других приложениях, получили мо-
дель и алгоритм фильтрации Калмана [12] и осно-
ванные на нем различные субоптимальные фильт-
ры, начиная с расширенного фильтра Калмана [13]
и вплоть до концепций дезодорированного или ку-
батурного фильтров Калмана [14–16]. Исследо-
вания и усовершенствования таких субоптималь-
ных фильтров продолжаются и по настоящее время,
в том числе с применением к слежению за AUV [17].

Однако принципиально новых идей уже не
предлагается, а изначально имевшиеся недостат-
ки так и остались. Суть этих недостатков состоит
в том, что ни для какого фильтра нельзя гаранти-
ровать точностные характеристики для сколь-ни-
будь широкого класса моделей, т. е. ни несмещен-
ности оценки, ни ограниченности ошибки хотя бы
дисперсией оцениваемого состояния гарантировать

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; ABosov@frccsc.ru
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нельзя, а значит, всегда есть опасность, что в другой
модели фильтр будет неустойчивым и оценка бу-
дет расходиться. Единственным подтверждением
свойств субоптимального фильтра был и остается
практический эксперимент с конкретной моделью
и фиксированным набором параметров.

Надо отметить, что в обсуждаемой прикладной
области и проблема запаздывающих наблюдений
хорошо известна. Временн‚ые задержки обязаны
известному свойству акустических измерителей,
а именно: зависимости скорости распростране-
ния акустической волны от температуры, солености
и давления воды [18]. Именно это привлекло вни-
мание в [11], и решение было найдено путем объ-
единения данных измерений акустических датчи-
ков с информацией от других датчиков в бортовой
инерциальной навигационной системе. Более ти-
пичный вариант борьбы с запаздывающими на-
блюдениями состоит в том, чтобы оценивать время
запаздывания и учитывать его, корректируя обыч-
ный фильтр [19]. Интересно, что запаздывание
сигнала объясняется не только природой подвод-
ных наблюдений, но присутствует и в химических
процессах [20].

Следует учитывать, что модели с детерминиро-
ванным временем запаздывания имеют ограничен-
ное применение в связи с тем, что в реальности
время запаздывания случайно и существенно зави-
сит от условий наблюдения, а главное, оно меняется
со временем. Эти изменения могут быть существен-
ны. В модели, которая используется в статье, время
запаздывания наблюдений описывается случайным
процессом, который является известной функцией
состояния системы. Это делает модель максималь-
но адекватной при описании результатов работы
акустических сенсоров. При этом формально мо-
дель системы наблюдения остается моделью мар-
ковского процесса с дискретным временем, к ней
может быть применена классическая процедура
байесовской фильтрации [21], т. е. записаны ре-
куррентные соотношения для апостериорной плот-
ности вероятности. Эти соотношения составляют
основной теоретический результат статьи. Но этот
формальный успех оказывается полезным лишь для
того, чтобы обосновать невозможность практиче-
ской реализации ни самого оптимального фильтра,
ни его субоптимальных упрощений. Причины это-
го состоят в том, что формальное приведение урав-
нений системы наблюдения к традиционному виду
чудовищно увеличивает размерность. Поэтому по-
лученные ниже уравнения оптимальной фильтра-
ции следует рассматривать только как однозначное
основание для поиска других, более ориентиро-
ванных на реализацию методов. Убедиться в том,
что такие методы действительно нужны, позволя-

ет описанный в последнем разделе статьи числен-
ный эксперимент. Простейшая модель движения
AUV в плоскости с известной средней скоростью
и постоянными хаотическими маневрами плюс ти-
повые наблюдатели, измеряющие дальности и на-
правляющие косинусы до объекта, позволяют без
труда записать «естественный» фильтр, используя
геометрическую связь измеряемых величин и коор-
динат объекта. Такой фильтр в предложенной мо-
дели приводит к неприемлемому падению качества
оценивания по сравнению с оцениванием в систе-
ме, не предполагающей временн‚ые задержки.

2 Система наблюдения
со случайными временными
задержками

В модели используется дискретное время. Пред-
полагается, что процесс фильтрации начинается
в момент t = 0, т. е. в этот момент вычисляется
первая оценка состояния. При этом наблюдения
поступают с временн‚ой задержкой, максимально
возможная задержка известна и равна T , поэтому
состояние системы начинает формироваться в мо-
менты t = −T,−T + 1, . . . , 0, 1, . . . и начальное со-
стояние задается в момент −T − 1.

Уравнения состояния и наблюдений записы-
ваются в самой типичной форме с аддитивными,
не зависящими от состояния шумами. Имен-
но такую модель системы наблюдения использует
большинство субоптимальных фильтров. Отличие
от канонической записи состоит только в описа-
нии момента времени, в который было сформи-
ровано состояние, измеренное текущим наблюде-
нием:

xt = ϕt (xt−1) + wt , x−T−1 = η ;

yt = ψt (xt−τt
) + vt , τt = θt(xt) .

}
(1)

Здесь xt ∈ R
px — вектор состояния системы; wt ∈

∈ R
px — дискретный белый шум, моделирующий

возмущения; η ∈ R
px — вектор начальных условий;

yt ∈ R
qy — вектор косвенных наблюдений; vt ∈

∈ R
qy — дискретный белый шум, моделирующий

ошибки измерений; векторы η, wt и vt предполага-
ются независимыми в совокупности.

Процесс τt моделирует задержки наблюдений,
описывая их известной функцией θt состояния xt.
Элементы вектора τt ∈ R

qy задают временн‚ые
задержки для соответствующих компонентов век-
тора yt, каждый компонент моделируется случай-
ной последовательностью, элементы которой —
дискретные случайные величины со значениями
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в множестве {0, 1, . . . , T}, т. е. (τt)i ∈ {0, 1, . . . , T},
i = 1, . . . , qy. Чтобы это определение было кор-
ректным, будем считать, что в (1) и всюду далее
через xt−τt

обозначен составной вектор, содержа-
щий состояния xt, со всеми сдвигами (τt)i, т. е.

xt−τt
=
(
x′t−(τt)1

, . . . , x′t−(τt)qy

)′
∈ R

qypx .

Рассматривается задача оценивания состо-
яния xt по наблюдениям ys, s = 0, 1, . . . , t, кри-
терий точности оценки “xt среднеквадратичный:
E
{
‖xt − “xt‖2

}
,E{x}— математическое ожиданиеx,

‖x‖ — обычная евклидова норма вектора x. Здесь
использовано обозначение «′» для операции транс-
понирования.

Таким образом, единственное отличие постав-
ленной задачи от традиционной задачи фильтра-
ции состояния системы наблюдения в дискретном
времени состоит в запаздывании наблюдений на
случайное время τt. Формально даже этого отли-
чия нет, потому что в следующем разделе показано,
как привести систему (1) к традиционной марков-
ской форме записи. Поэтому оптимальное решение
�xt = argmin“xt

E
{
‖xt − “xt‖2

}
является условным

математическим ожиданием xt относительно на-
блюдений ys, s = 0, 1, . . . , t, а значит, для его вычис-
ления достаточно знать апостериорную плотность
вероятности xt относительно ys, s = 0, 1, . . . , t. Да-
лее будут выписаны апостериорные плотности для
системы (1) и t = 0, 1, . . . в форме рекуррентных
байесовских соотношений [21] в условиях, когда
нужные плотности вероятности существуют, т. е.
при определенных ограничениях на непрерывность
нелинейных функций и возмущений в (1).

3 Оптимальная фильтрация

Немарковская система наблюдения (1) может
быть записана в форме марковского процесса, име-
ющего расширенный вектор состояния. Формаль-
но этот расширенный процесс будет иметь тот же
вид (1), но с τt = 0.

Расширенный вектор состояния далее обознача-
ется xt ∈ R

(T+1)px и представляет собой составной
вектор, включающий все состояния системы от мо-
мента времени t−T до текущего момента t, т. е.xt =
=
(
x′t−T , . . . , x

′
t−1, x

′
t

)′
. Отметим, что этот вектор не

нужно путать с составным вектором xt−τt
∈ R

qypx ,
использованным в записи (1). В xt−τt

объединены
те состояния, которые сдвинуты на фактические
задержки τt для каждого элемента измерений, xt

объединяет состояния, сдвинутые на все возмож-
ные значения 0, 1, . . . , T задержек. Уравнения дляxt

имеют вид:

(xt)
px

1 = (xt−1)
2px

px+1
;

· · ·

(xt)
Tpx

(T−1)px+1
= (xt−1)

(T+1)px

Tpx+1
;

(xt)
(T+1)px

Tpx+1
=

= ϕt

(
(xt−1)

(T+1)px

Tpx+1

)
+ wt ;





xt−T

· · ·

xt−1

xt =

= ϕt(xt−1) + wt





,

где через (x)ji обозначен подвектор вектора x с эле-
ментами от i-го до j-го.

Обозначив такое преобразование вектора со-
стояния через �t, а соответствующий аддитивный
шум — черезwt = (0

′, . . . , 0′, w′
t)

′, получаем уравне-
ние состояния в виде:

xt = �t(xt) +wt . (2)

Для записи соотношения для наблюдателя опре-
делим матричную функцию āt(xt) ∈ R

(T+1)qy сле-
дующим образом:

āt(xt) =




ψ′
t ((xt)

px

1 )

ψ′
t

(
(xt)

Tpx

(T−1)px+1

)

· · ·
ψ′

t

(
(xt)

(T+1)px

Tpx+1

)



=




ψ′
t(xt−T )

ψ′
t(xt−T+1)

· · ·
ψ′

t(xt)



.

Таким образом, в строках этой матрицы собраны
все возможные в момент t из-за задержек τt наблю-
дения без шума. Для описания самих задержек так-
же введем матричную функцию —t(xt) ∈ R

(T+1)qy ,
принимающую значения в соответствии со следу-
ющим правилом:

(—t(xt))i,j =

{
1, если (θt(xt))i = T − j + 1 ;

0, в противном случае,

i = 1, . . . , qy, j = 1, . . . , T + 1 .

Таким образом, элемент (i, j) матрицы —t(xt) при-
нимает значение 1, если наблюдению (yt)i соответ-
ствует задержка (τt)i = T − j + 1.

Эти два обозначения позволяют записать урав-
нение наблюдений в виде:

yt = —t(xt)āt(xt) + vt . (3)

Таким образом, (2), (3) — это каноническая фор-
ма марковской системы наблюдения с дискретным
временем и аддитивными независимыми шумами.

Значения, которые может принимать функ-
ция —t(xt), обозначим [—t]k, k = 1, . . . , (T + 1)qy.
Порядковый номер k можно задать, положив

k = jk,1 + (T + 1)jk,2 + · · ·+ (T + 1)qy−1jk,qy
, (4)
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где jk,i — номер строки i-го столбца матрицы [—t]k,
в котором стоит 1.

Эти же обозначения дают возможность пересчи-
тать возможные значения функции наблюдателя
—t(xt)āt(xt). Обозначим значение этой функции
с тем же номером k из (4) через [—tāt]k. Тогда

[—tāt]k = [—tāt(xt)]k =




(
ψt(xt−jk,1

)
)
1(

ψt(xt−jk,2
)
)
2

· · ·(
ψt(xt−jk,1

)
)
qy



.

Здесь (ψt)i — i-я координата вектора ψt. Таким
образом, [—tāt]k состоит из наблюдений без шу-
ма, смещенных на величины задержек, и соот-
ветствует порядковому номеру k, заданному для
матрицы [—t]k соотношением (4). Кроме то-
го, пронумерованы возможные значения вектора
запаздываний τt:

[τt]k = [θt(xt)]k , ([τt]k)i = T − jk,i + 1 ,

i = 1, . . . , qy .

Сделанные обозначения несколько громоздки,
но они нужны, чтобы представить оптимальный
байесовский фильтр. С этой целью введем следу-
ющие правила именования вероятностных харак-
теристик. Для случайных векторов x ∈ R

p, y ∈
∈ R

q через (x′, y′)′ ∈ R
p+q обозначим составной

вектор. Используемые в соотношениях ниже плот-
ности вероятности будем обозначать так: fx(X) —
маргинальная плотность x, fx,y(X,Y )— плотность
составного вектора (x′, y′)′, fx|y(X |Y ) — условная
плотность x относительно y при дополнительном
предположении fy(Y ) > 0. Дополнительно отме-
тим, что

– символы x используются для обозначения слу-
чайных векторов в нотациях исходной системы
наблюдения (1);

– символы X используются для обозначения ар-
гументов плотностей вероятности, соответст-
вующих x;

– символы x используются для обозначения слу-
чайных векторов в нотации расширенного со-
стояния в системе наблюдения (2), (3);

– символы X используются для обозначения ар-
гументов плотностей вероятности, соответст-
вующих x;

– обозначения yt используются для вектора всех
наблюдений до момента t включительно, т. е.
yt = (y′0, . . . , y

′
t)

′, и Y t — для соответствующего
аргумента плотности вероятности.

Для условного распределения состояния xt сис-
темы (2) относительно наблюдений ys, s = 0, . . . , t,
(3) можно формально записать рекуррентные бай-
есовские соотношения для апостериорной плот-
ности вероятности [21]:

fxt|yt

(
Xt|Y t

)
=

=

(∫
fxt|xt−1

(Xt|Xt−1)fxt−1|yt−1(Xt−1|Y t−1)dXt−1×

× fyt|xt
(Yt|Xt)

)/(∫∫
fxt|xt−1

(Xt|Xt−1)×

×fxt−1|yt−1(Xt−1|Y t−1) dXt−1·fyt|xt
(Yt|Xt) dXt

)
.

Это выражение можно использовать при условии,
что все плотности вероятности в нем существуют.
Для системы (2), (3) это не так для переходной
плотности fxt|xt−1

(Xt|Xt−1). Кроме того, нужно
получить явный вид плотности fyt|xt

(Yt|Xt).
Выполненные в следующей теореме пре-

образования позволяют вместо переходной
плотности fxt|xt−1

(Xt|Xt−1) расширенного со-
стояния использовать переходную плотность
fxt|xt−1

(Xt|Xt−1) исходного состояния и, соот-
ветственно, вместо

∫
·dXt−1, который вычисля-

ется по пространству R
(T+1)px , считать инте-

грал
∫
·dXt−T−1 по пространству R

px . Кроме того,
записывается явный вид плотности fyt|xt

(Yt|Xt).

Теорема. Пусть для системы (1) задано T > 1 и вы-

полнено:

– плотность вероятности возмущений fwt
(Wt),

t = −T,−T + 1, . . ., непрерывна и векторы wt

имеют конечные вторые моменты;

– плотность вероятности ошибок наблюдений

fvt
(Vt), t = 0, 1, . . ., непрерывна, неотрицательна

и векторы vt имеют конечные вторые моменты;

– плотность вероятности начального условия

fη(X−T−1) непрерывна и вектор η имеет конеч-

ный второй момент;

– функции ϕt(x) и ψt(x) непрерывны и удовлетво-

ряют условию линейного роста, т. е. существует

константа C:

‖ϕt(x)‖2 + ‖ψt(x)‖2 < C
(
1 + ‖x‖2

)
, x ∈ R

px .

Тогда для апостериорной плотности вероят-

ности ρt = ρt (Xt|Y t) расширенного состояния xt =

=
(
x′t−T , . . . , x

′
t

)′
, t = 0, 1, . . ., системы, заданного

соотношением (2), относительно наблюдений yt =
= (y′0, . . . , y

′
t)

′, t = 0, 1, . . ., (3) и оценки оптимально-

го байесовского фильтра �xt = E{xt|Y t} состояния xt

выполнены рекуррентные равенства:
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ρt =

(
fwt
(Xt − ϕt(Xt−1))

∑

k

I (—t(Xt) =

= [τt]k) fvt
(Yt − [—tāt(Xt)]k)×

×
∫
ρt−1 dXt−T−1

)/(∫ (
fwt
(Xt −

− ϕt (Xt−1))
∑

k

I (θt(Xt) = [τt]k) fvt
(Yt −

− [—tāt(Xt)]k)

∫
ρt−1dXt−T−1

)
dXt

)
;

�xt =

∫
Xtρt

(
Xt|Y t

)
dXt , �xt = (�xt)

(T+1)px

Tpx+1





(5)

с начальным условием

ρ−1
(
X−1|Y −1

)
=

= ρ−1 (X−1) = ρ−1 (X−T−1, . . . , X−1) =

= fη (X−T−1) fw−T (X−T − ϕ−T (X−T−1)) · · ·
· · · fw−1 (X−1 − ϕ−T (X−2))

и правилом нумерации k = 1, . . . , qy, определенным

в (4).

В рекуррентных соотношениях (5) опущены ар-
гументы и упрощена запись суммы. Отметим, что
не относящиеся к необходимым условия ограни-
ченности вторых моментов наблюдений yt сформу-
лированы для того, чтобы в модели можно было ис-
пользовать помимо байесовского фильтра другие,
неоптимальные оценки. Также заметим, что нет
формальных причин, препятствующих компьютер-
ной реализации этих формул. Однако отсутствует
реалистичность выполнения такого компьютерно-
го расчета из-за роста размерности, масштаб ко-
торого определяется значением T . В численном
эксперименте, обсуждаемом далее в статье, T = 50.
Значит, даже при небольших px = 2 и qy = 4 инте-
гралы в (5) будут по пространству R

100, а слагаемых
будет 404. При таких параметрах расчеты соглас-
но (5) невозможно выполнить на практике. Именно
этот тезис, т. е. отсутствие практических перспек-
тив использования в рассматриваемой задаче клас-
сических алгоритмов фильтрации, хотя они и могут
быть записаны в окончательном замкнутом виде,
составляет формальный итог исследования.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим искомую плот-
ность вероятности в виде:

fxt|yt

(
Xt|Y t

)
=
fxt,yt(Xt, Y

t)

fyt(Y t)
=

=
fxt,yt−1,yt

(Xt, Y
t−1, Y t)

fyt(Y t)
=

=
fxt,yt−1(Xt, Y

t−1)fyt|xt
(Yt|Xt)

fyt(Y t)
.

Далее для первого множителя fxt,yt−1

(
Xt, Y

t−1
)

имеем:

fxt,yt−1

(
Xt, Y

t−1
)
=

= fxt−T ,...,xt,yt−1

(
Xt−T , . . . , Xt, Y

t−1
)
=

=

∫
fxt−T−1,xt−T ,...,xt,yt−1 (Xt−T−1, Xt−T , . . .

. . . , Xt, Y
t−1
)
dXt−T−1 =

=

∫
fxt|xt−1,yt−1

(
Xt|Xt−1, Y

t−1
)
×

× fxt−1,yt−1

(
Xt−1, Y

t−1
)
dXt−T−1 =

=

∫
fxt|xt−1

(Xt|Xt−1)×

× fxt−1|yt−1

(
Xt−1|Y t−1

)
dXt−T−1 · fyt−1

(
Y t−1

)
=

=

∫
fxt−1|yt−1

(
Xt−1|Y t−1

)
dXt−T−1 ×

× fxt|xt−1
(Xt|Xt−1) fyt−1

(
Y t−1

)
=

=

∫
fxt−1|yt−1

(
Xt−1|Y t−1

)
dXt−T−1 ×

× fwt
(Xt − ϕt (Xt−1)) fyt−1

(
Y t−1

)
.

Для второго множителя fyt|xt
(Yt|Xt):

fyt|xt
(Yt|Xt) =

(T+1)qy∑

k=0

I (—t(Xt) = [—t]k)×

× fyt|xt
(Yt|Xt,—t(Xt) = [—t]k) =

=

(T+1)qy∑

k=0

I (θt(Xt) = [τt]k)×

× fyt|xt,τt=[τt]k (Yt|Xt, τt = [τt]k) =

=

(T+1)qy∑

k=0

I (θt(Xt) = [τt]k) fvt
(Yt − [—tāt(Xt)]k) .

И окончательно получаем

fxt|yt =
fyt−1(Y t−1)

fyt(Y t)
×

×
(∫

fxt−1|yt−1dXt−T−1 · fwt
(Xt − ϕt(Xt−1))×

×
∑

k

I(θt(Xt) = [τt]k)fvt
(Yt − [—tāt(Xt)]k)

)
=

=

(
fwt
(Xt − ϕt(Xt−1))

∑

k

I(θt(Xt) = [τt]k)×

× fvt
(Yt − [—tāt(Xt)]k)

∫
fxt−1|yt−1dXt−T−1

)
×
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×
(∫

fwt
(Xt − ϕt(Xt−1))

∑

k

I(θt(Xt) = [τt]k)×

×fvt
(Yt−[—tāt(Xt)]k)

∫
fxt−1|yt−1dXt−T−1dXt

)−1

.

В последнем равенстве опущены аргументы у плот-
ностей fxt|yt(Xt|Y t) и fxt−1|yt−1(Xt−1|Y t−1), а так-

же суммирование
∑(T+1)qy

k=0 обозначено как
∑

k

и учтено, что коэффициент fyt(Y t)/fyt−1(Y t−1) —
нормирующий множитель.

Условия ограниченности вторых моментов и ли-
нейного роста функций системы очевидным обра-
зом достаточны для существования вторых мо-
ментов xt и yt: E

{
‖xt‖2

}
+ E

{
‖yt‖2

}
< ∞

и оптимальности оценки E {xt|Y t} в среднеквад-
ратичном, что завершает доказательство.

4 Компьютерное моделирование

Отсутствие возможности даже в упрощенном
модельном эксперименте проводить сложные вы-
числения (5) не означает, что для рассматриваемой
модели требуются специальные алгоритмы оцени-
вания. Вполне возможно, что существенного вли-
яния временн‚ая задержка на качество оценивания
не оказывает, так что в практических задачах ее
можно просто проигнорировать. В данном разделе
статьи приводится простой, но практически состо-
ятельный пример движения объекта в водной среде
и наблюдения за ним и иллюстрируется низкое ка-
чество простого алгоритма фильтрации, не учиты-
вающего задержки. Предполагается, что AUV дви-
жется на глубине в горизонтальной плоскостиOxy.
В каждый момент времени к текущей скорости до-
бавляется случайный шум, имитирующий хаотич-
ное маневрирование. Координаты траектории AUV
обозначаются, как принято, x(t) и y(t). Обратим
внимание на то, что эти обозначения отличны от
обозначений вектора состояния xt и наблюдений yt

в исходной модели (1). Единицей измерений поло-
жения остаются километры, скорости измеряются
в километрах в час, время — в часах. Модель
непрерывного движения дискретизована с шагом
h = 0,0001 ч, что соответствует частоте около трех
измерений в секунду. Для удобства графического
представления результатов считается, что движение
начинается в момент времени t = 0 и завершает-
ся в момент t = 1000, т. е. движение продолжает-
ся 6 мин. Систематические постоянные значения
скорости составляют vx = 25 км/ч и vy = 12,5 км/ч.
За время движения AUV в среднем перемещается
на 3 км.

Начальное положение AUV задано гауссов-
ским вектором (x(0), y(0))′, который имеет среднее
(6,25; 12,5)′ и ковариацию diag

{
2,52; 52

}
. Однотип-

ные наблюдатели расположены в двух точках на
той же плоскости Oxy: первый имеет координа-
ты (0, ly), ly = 6,25, т. е. расположен в 6,25 км от
начала координат по оси Oy. Координаты второ-
го — (lx, 0), lx = 12,5, т. е. он расположен в 12,5 км
от начала координат по оси Ox. В предположении,
что для наблюдения используются акустические со-
нары и скорость звука в воде равна vs = 5400 км/ч
(1500 м/с), можно определить максимально воз-
можную величину задержки наблюдений T = 50,
т. е. максимальная величина, на которую могут за-
паздывать наблюдения, составляет 18 с. Соот-
ветственно, процесс фильтрации и первая оцен-
ка появляются в момент T , через 18 с после
начала движения (можно считать, после обнару-
жения цели). Каждый наблюдатель измеряет даль-
ность и направляющий косинус до цели с адди-
тивной ошибкой. Вектор ошибок предполагается
гауссовским со средним (0, 0, 0, 0)′ и ковариацией
diag

{
0,0012, 0,0052, 0,0012, 0,0052

}
.

Таким образом, имеется следующая система
наблюдения. Вектор состояния имеет вид:

x(t) = x(t− 1) + hvx + wx(t) ;

y(t) = y(t− 1) + hvy + wy(t) .

}
(6)

Описывающий хаотичные изменения скорости
вектор (wx(t), wy(t))

′ предполагается гауссовским
со средним (0, 0)′ и ковариацией diag

{
0,012; 0,012

}
.

Таким образом, AUV может менять скорость на
величину порядка 100 км/ч, т. е. это очень быст-
ро маневрирующая цель. Но она интересна для
расчета тем, что дает очень разнообразные траекто-
рии.

Получаемые измерения обозначаются d1(t)
и d2(t) (дальности, измеренные первым и вторым
наблюдателем) и c1(t) и c2(t) (направляющие ко-
синусы). Вектор ошибок измерений обозначен
(vd1(t), vd2(t), vc1(t), vc2(t))

′. Таким образом, урав-
нения наблюдений принимают вид:

d1(t) =

=
√
(x(t− (τt)1))2 + (y(t− (τt)1)− ly)2 +

+ vd1(t) ;

c1(t) =

=
y(t− (τt)2)− ly√

(x(t− (τt)2))2 + (y(t− (τt)2)− ly)2
+

+ vc1(t) ;





(7)
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d2(t) =

=
√
(x(t − (τt)3)− lx)2 + (y(t− (τt)3))2 +

+ vd2(t) ;

c2(t) =

=
x(t− (τt)4)− lx√

(x(t − (τt)4)− lx)2 + (y(t− (τt)4))2
+

+ vc2(t) .





(8)

С учетом выбранного шага дискретизации h
и скорости звука в воде vs элементы τt выража-
ются через дальности наблюдателей до AUV, т. е.

(τt)1 = (τt)2 =

= min




T,




√
(x(t))2 + (y(t)− ly)2

hvs







 ;

(τt)3 = (τt)4 =

= min

{
T,

[√
(x(t)− lx)2 + (y(t))2

hvs

]}
.






(9)

В (9) использовано обозначение [x] для целой
части x и учтена потенциальная возможность уда-
ления объекта на дистанцию, для которой величина
задержки становится больше заданного максиму-
ма T .

Для реализации «естественного» фильтра учтен
геометрический смысл наблюдений, а именно: ес-
ли предположить, что в (7) и (8) отсутствует шум, то
можно очевидным образом определить положение
AUV, пересчитав дальности и косинусы в декар-
товы координаты. Такое преобразование дает две
независимые оценки положения AUV (“x1(t), “y1(t))
и (“x2(t), “y2(t)), вычисленные на основании измере-
ний, выполненных первым и вторым наблюдате-
лем, без учета шумов и временн‚ой задержки:




“x1(t)

“y1(t)

“x2(t)

“y2(t)


 =




√
(d1(t))2 − (c1(t)d1(t))2

c2(t)d1(t) + ly

c2(t)d2(t) + lx√
(d2(t))2 − (c2(t)d2(t))2


 .

С этими выражениями очевидным образом могут
быть использованы равенства (9) для получения
оценки “τt:

(“τt)1 = (“τt)2 =

√
(“x(t))2 + (“y(t)− ly)

2

hvs
;

(“τt)3 = (“τt)4 =

√
(“x(t)− lx)

2
+ (“y(t))

2

hvs
.

Далее в оценках надо учесть изменение поло-
жения в силу динамики движения (6) за время за-
держки 



�x1(t)

�y1(t)

�x2(t)

�y2(t)


 =




“x1(t) + (“τt)1 vx

“y1(t) + (“τt)2 vy

“x2(t) + (“τt)3 vx

“y2(t) + (“τt)4 vy




и окончательно скомбинировать оценки двух на-
блюдателей, учитывая их одинаковую точность:

�x(t) =
�x1(t) + �x2(t)

2
; �y(t) =

�y1(t) + �y2(t)

2
.

В выполненном компьютерном расчете моде-
лировался пучок из 100 000 траекторий системы
наблюдения (6)–(9) и оценки (�x(t), �y(t)). Анали-
зировались точности оценивания координат поло-
жения AUV, определяемые среднеквадратичными
отклонениями ошибок оценок σ�x(t) и σ�y(t).

На рис. 1 представлены примеры траекто-
рии AUV (x(t), y(t))′ и соответствующих оценок
(�x(t), �y(t))

′. Этот рисунок дает качественное пред-
ставление о результатах оценивания: фильтр рабо-
тает, отслеживая цель, но отклонения от истинной
траектории кажутся значительными. Подтверж-
дает это рис. 2 с формальными оценками каче-

Рис. 1 Пример траекторий: 1 — оценка фильтрации
(�x(t), �y(t))′; 2 — истинная траектория AUV (x(t), y(t))′

Рис. 2 Статистические оценки качества фильтрации: 1 —
σ�x(t); 2 — σ�y(t)
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ства фильтрацииσ�x(t)иσ�y(t), вычисленными путем
осреднения по смоделированному пучку.

5 Заключение

Рассмотренная модель динамической системы
со случайными задержками наблюдений представ-
ляет вызов с точки зрения традиционной зада-
чи фильтрации. Обосновывают это выполненные
формальные преобразования модели к традицион-
ной марковской системе и полученные уравнения
оптимальной байесовской фильтрации. Также под-
тверждает этот тезис представленный эксперимент
с моделью, близкой к реальности. К качеству «есте-
ственного» фильтра, использующего геометриче-
ские свойства измерений, есть вопросы. Порядок
(среднеквадратичное отклонение) ошибки оценки
координат AUV составляет 70 м для x(t) и 150 м
для y(t). Эксперименты с условно-оптимальным
фильтром Пугачева [22, 23] показывают, что в дан-
ном примере при T = 0 можно добиться точности
оценок каждой координаты порядка 20 м. Если
учесть, что за максимальное время задержки T =
= 50AUV в среднем изменяет положение примерно
на 15 м в известном направлении, то придется при-
знать, что оценка «естественного» фильтра имеет
неприемлемо низкую точность. При этом исследо-
ванная оценка (�x(t), �y(t))′ не так плоха. Она гораздо
лучше тривиальной оценки (безусловного матема-
тического ожидания) и обладает устойчивостью,
которой нет у большинства известных субопти-
мальных фильтров. Прямое применение условно-
оптимального фильтра также вызывает трудности,
но перспективы успеха использования данной кон-
цепции к предложенной модели представляются
весьма хорошими. В этом направлении предпола-
гаются будущие исследования.
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Abstract: A mathematical model of a nonlinear dynamic observation system with a discrete time which allows
taking into account the dependence of the time of receiving observations on the state of the observed object is
proposed. The model implements the assumption that the time between the moment when the measurement of
the state is formed and the moment when the measured state is received by the observer depends randomly on the
position of the moving object. Such an assumption source is the process of observation by stationary means of an
autonomous underwater apparatus in which the time of obtaining up-to-date data depends on the unknown distance
between the object and the observer. Unlike deterministic delays formed by the known state of the observation
environment, to account for the dependence of time delays on the unknown state of the object of observation, it
is required to use random functions to describe them. The main result of the study of the proposed model is the
solution of the optimal filtering problem. For this purpose, recurrent Bayesian relations describing the evolution of
the a posteriori probability density are obtained. The difficulties of using a semifinished filter for practical purposes
are discussed. The proposed model is illustrated by a practical example of the task of tracking a moving underwater
object based on the results of measurements performed by typical acoustic sensors. It is assumed that the object
moves under the water in a plane with a known average speed, constantly performs chaotic maneuvers, and is
observed by two independent complexes of acoustic sensors measuring the distances to the object and the guiding
cosines. The complexity of determining the position of such an object is illustrated by a simple filter using the
geometric properties of the measured quantities and the least squares method.
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РЫНОК С МАРКОВСКОЙ СКАЧКООБРАЗНОЙ

ВОЛАТИЛЬНОСТЬЮ II: АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ

СПРАВЕДЛИВОЙ ЦЕНЫ ДЕРИВАТИВОВ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Вторая часть цикла посвящена численной реализации задачи моделирования справедливой
цены производных финансовых инструментов (деривативов) в модели неполного рынка с марковской
скачкообразной волатильностью. Концепция рыночной цены риска, распространенная в Runggaldier
(2004) на класс рисковых базовых активов, позволила в первой части цикла получить систему диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, описывающих временную эволюцию цены деривативов
как функцию текущей цены базового актива и скрытой волатильности — обобщение классического
уравнения Блэка–Шоулза. В отличие от последнего, полученная система не допускает аналитического
решения. Для этого в работе предложено использовать приближенно-аналитический метод дробных
шагов. Временная шкала разбивается сеткой, и искомое решение аппроксимируется комбинацией
решений классического уравнения теплопроводности и системы обыкновенных линейных дифференци-
альных уравнений. Свойства полученных решений уравнений и смоделированных с их помощью цен
деривативов проиллюстрированы комплексом численных экспериментов.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; стохастическая вола-
тильность; рыночная цена риска; преобладающая мартингальная мера

DOI: 10.14357/19922264230303 EDN: DNXJGB

1 Необходимые сведения
и постановка задачи

В цикле рассматривается модель неполного
финансового рынка со стохастической волатиль-
ностью, состоящего из банковского вклада с де-
терминированной ставкой rt, N базовых финансо-
вых инструментовS иM производных финансовых
инструментов (деривативов) F , определяемых пла-
тежным требованием H(S). Стохастическая во-
латильность определяется внешним скрытым мар-
ковским скачкообразным процессом (МСП)

Zt , col (Z1t , . . . , Z
L
t ) ∈ {e1, . . . , eL}

с матричнозначной функцией интенсивности пе-
реходов ˜(·) и начальным распределением πZ

0 . Этот
процесс является единственным сильным решени-
ем линейной стохастической дифференциальной
системы (СДС) с мартингалом Mt в правой части:

dZt = ˜
⊤(t)Zt dt+ dMt, t ∈ (0, T ], Z0 ∼ πZ

0 . (1)

Эволюция цен базовых финансовых активов
St , col (S1t , . . . , S

N
t ) задается единственным силь-

ным решением СДС

dSt = diagSta(t, Zt) dt+ diagStσ(t, Zt) dwt,

t ∈ (0, T ], S0 ∼ πS
0 , (2)

где wt , col
(
w1t , . . . , w

K
t

)
— K-мерный стандарт-

ный винеровский процесс (K > N ), а случай-
ные функции мгновенной процентной ставки a
и внутренней волатильности σ «модулируются»
МСП Zt как

a(t, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
ta

ℓ(t); σ(t, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
tσ

ℓ(t)

с известными наборами детерминированных функ-
ций {aℓ(t)}ℓ=1,L и {σℓ(t)}ℓ=1,L.

Срок погашения всех деривативов совпадает сT ,
погашение происходит в соответствии с платежным
требованием

H(ST ) , col (H
1(ST ), . . . , H

M (ST )).

Концепция рыночной цены риска, распростра-
ненная в [1] на класс рисковых базовых активов,
позволила в [2] доказать, что в условиях безарбит-
ражности данного рынка при наличии мартингаль-
ной меры справедливая цена Fm m-го дериватива
определяется формулой:

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; aborisov@frccsc.ru
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Fm = Fm (t, St, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
tF

mℓ (t, St) , (3)

а функции {Fmℓ(t, s)}ℓ=1,L являются решением за-
дачи Коши для следующей системы дифференци-
альных уравнений в частных производных:

Fmℓ
t = rFmℓ −

L∑

j=1

˜ℓjFmj −

−
N∑

n=1

Fmℓ
sn sn(r − aℓ

n)−
1

2

N∑

i,j=1

sisjFmℓ
si,sjBℓ

ij ,

ℓ = 1,M, m = 1,M, t ∈ [0, T ];
Fmℓ(T, s) = Hm(s),





(4)

где

Bℓ =
∥∥Bℓ

ij

∥∥
i,j=1,N

, σℓ
(
σℓ
)⊤
.

Эти системы могут трактоваться как некото-
рые обобщения классического уравнения Блэка–
Шоулза. При этом цены Fm допускают следующий
стохастический дифференциал:

dFm =

L∑

ℓ=1

Zℓ

[
rFmℓ +

N∑

n=1

Fmℓ
sn Sn(aℓ

n − r)

]
dt+

+
L∑

ℓ=1

Fmℓ dM ℓ +
L∑

ℓ=1

Zℓ
N∑

n=1

K∑

k=1

Fmℓ
sn Snσℓ

nk dw
k,

m = 1,M, ℓ = 1, L, Fmℓ = Fmℓ(t, St). (5)

Задача данной статьи заключается в разработке ал-
горитма моделирования цены деривативов. Стоха-
стический дифференциал (5) не подходит для этой
цели: он необходим при решении задачи оценива-
ния состояния скрытого МСП по наблюдениям S
и F , что станет предметом исследований последу-
ющих частей цикла. Генерация траекторий дери-
вативов выполняется только с помощью (3) и (4),
поэтому решение системы (4) представляется акту-
альной задачей.

2 Применение алгоритма
дробных шагов при решении
обобщения уравнения
Блэка–Шоулза

Вообще говоря, (4) представляет собой совокуп-
ность M независимых подсистем с L уравнениями
в каждой, причем внутри каждой подсистемы урав-
нения не могут быть разделены. При этом все
уравнения относятся к классу уравнений теплопро-
водности.

Для упрощения представления алгоритма реше-
ния (4) методом дробных шагов сделаем следующие
допущения.

1. Матрица интенсивностей переходов˜, банков-
ский процент r, мгновенные процентные став-
ки по базовым активам a и внутренние вола-
тильности σ не зависят от времени:

˜(t) ≡ ˜ ; rt ≡ r ; aℓ(t) ≡ aℓ; σℓ(t) ≡ σℓ.

2. Платежные требования Hm(s1, . . . , sN), соот-
ветствующие отдельным деривативам, опреде-
ляются одним базовым активом, т. е. для любого
1 6 m 6 M существует такой номер 1 6 nm 6
6 N , что Hm(s) = Hm(snm).

Сделанные предположения не слишком обремени-
тельны. Во-первых, постоянство коэффициентов
требуется лишь на отрезках дискретизации по вре-
мени. Порядок длины этого отрезка для расчетов
не превышает 1 ч (т. е. 0,001 при нормировании
к году), и на нем указанные характеристики весь-
ма близки к константам. Во-вторых, большинство
реальных деривативов, например европейских оп-
ционов, строятся на отдельных базовых активах,
а не на их комбинациях.

Рассмотрим один дериватив и порождающий его
базовый актив. Для простоты записи будем опус-
кать зависимость от индексов: номера деривативаm
и базового актива n. Используя обозначения

F , col
(
F 1(t, s), . . . , FL(t, s)

)
;

F (t) , col
(
F 1(t, ·), . . . , FL(t, ·)

)
;

H , col (H(·), . . . , H(·)) ;
A , diag

(
a1, . . . , aL

)
, B , diag

(
B1, . . . , BL

)
;

F t ,
∂

∂t
F (t, s);

L1F ,

[
r − (rI −A)s

∂

∂s
− 1
2
Bs2

∂2

∂s2

]
F ;

L2F , −˜F ,

однородную задачу Коши (4) можно записать в виде

F t = (L1 + L2)F , t ∈ [0, T ), F (T, s) = H(s),

и ее решение будет представимо в виде

F (t) = L(t, T )H ,

где L(t, T ) — линейный оператор перехода на про-
межутке [t, T ], соответствующий дифференциаль-
ному оператору (L1 + L2). Для данной задачи Коши
выполнен принцип Адамара:

F (t) = L(t, τ)F (τ) для любых 0 < t 6 τ 6 T ,
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который можно положить в основу рекуррентной
процедуры вычисления решения F на временн‚ой
сетке {tj}i=1,J : tj = jh, h = T/J :

F (tj−1) = L(tj−1, tj)F (tj),

j = 1, J , F (tJ , s) = H(s). (6)

Поиск оператора L(t, T ) представляется нетриви-
альной задачей, и исходную задачу Коши можно
решать с помощью различных вариантов метода
конечных разностей [3]. В данной работе предла-
гается решать ее методом дробных шагов [4]. Для
этого рассмотрим две вспомогательные однород-
ные задачи Коши:

Rt = L1R, t ∈ [0, T ), R(T, s) = HR(s); (7)

Qt = L2Q, t ∈ [0, T ), Q(T, s) = HQ(s), (8)

решения которых также могут быть выражены че-
рез соответствующие операторы перехода L1 и L2

(ниже они также представлены в форме принципа
Адамара):

R(t) = L1(t, τ)R(τ) ; Q(t) = L2(t, τ)Q(τ)

для любых 0 < t 6 τ 6 T .
Решение (6) {F (tj , s)}j=0,J предлагается ап-

проксимировать, используя вместо L композицию
переходных операторов L1 и L2:

F̃ (tj−1) = L2(tj−1, tj)L1(tj−1, tj)F̃ (tj),

j = 1, J, F̃ (tJ ) = H . (9)

Операторы L1 и L2 могут быть легко найдены.
Все уравнения системы (7) независимы, и они

могут быть преобразованы к стандартному урав-
нению теплопроводности так же, как это сделано
для классического уравнения Блэка–Шоулза [5].
Рассмотрим одну из таких задач Коши (индекс ℓ
опустим для простоты записи)

Rt(t, s) = rR(t, s)− (r−a)sRs(t, s)−
b

2
s2Rss(t, s),

0 6 t < T , R(T, s) = HR(s), (10)

и решим ее с помощью следующей последователь-
ности замен.

1. Искомая функция R заменяется на V : V (t, s) ,
, er(T−t)R(t, s). Задача Коши (10) для новой
функции V принимает вид:

Vt(t, s) = −(r − a)sVs(t, s)−
b

2
s2Vss(t, s),

0 6 t < T , V (T, s) = HR(s).

(11)

2. Вводится новая переменная τ(t) = T−tи функ-
цияU(τ(t), s) , V (t, s). Задача Коши (11) для U
принимает вид:

Uτ (τ, s) = (r − a)sUs(τ, s) +
b

2
s2Uss(τ, s),

0 < τ 6 T , U(0, s) = HR(s). (12)

3. Вводится новая переменная x(τ, s) = ln s +
+ (r − a − (b/2))τ и функция G(τ, x(τ, s)) ,
, U(τ, s). Задача Коши (12) для G принима-
ет вид:

Gτ (τ, x) =
b

2
x2Gxx(τ, x),

0 < τ 6 T , G(0, x(0, s)) = HR(s). (13)

Решение (13) известно:

G(τ, x) =

∞∫

−∞

�(τ, x− y)HR(y) dy ,

где

�(u, x) ,
1√
2πbu

exp

(
− x2

2bu

)
.

Производя обратные подстановки, можно полу-
чить окончательный покомпонентный вид пере-
ходного оператора L1 = col (L

1
1, . . . ,L

L
1 ) на одном

временн‚ом шаге:

L
ℓ
1(tj−1, tj)R

ℓ ,

, e−rh

∞∫

0

�(h, ln s/y + (r − aℓ −Bℓ/2)h)

y
Rℓ(y) dy ,

ℓ = 1, L .

Система (8) состоит из однородных обыкно-
венных линейных дифференциальных уравнений,
оператор перехода L2 для нее определен следующим
образом:

L2(tj−1, tj)Q = e
−h˜Q

для любых 0 6 t 6 τ 6 T .
Окончательно рекуррентная процедура (9) по-

слойного вычисления приближенного решения F
принимает вид

F̃ (tj−1, s) = e
−h(rI+˜)

∞∫

0

ā(s, y)F̃ (tj , y) dy,

j = 1, J , F̃ (tJ , s) = H(s) , (14)

где
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ā(s, y) , diag

(
1

y
√
2πB1h

×

× e−((ln s/y+(r−a1−B1/2)h)2)/(2B1h), . . .

. . . ,
1

y
√
2πBLh

e−((ln s/y+(r−aL−BL/2)h)
2
)/(2BLh)

)
.

Интеграл (14) не может быть вычислен аналити-
чески и заменяется некоторой аппроксимацией.
В данном цикле работ используется метод трапеций
с равномерной сеткой с шагом–. Область интегри-
рования — положительная полуось — заменяется
конечным отрезком [s, s], который выбирается, ис-
ходя из условия E

{
ST (1− I[s,s](ST ))

}
6 –2. В этом

случае аппроксимация F̃ обеспечивает на каждом
шаге точность вычисления слояO(h2+–2) [4]. Сле-
дующий раздел содержит результаты численного
эксперимента, иллюстрирующего качество предло-
женного алгоритма вычисления справедливой цены
дериватива и его совместное поведение с базовым
активом.

3 Комплекс численных
экспериментов

Первый эксперимент посвящен численному
анализу эволюции во времени функций {F ℓ}. Па-
раметры финансовой системы в данном примере
искусственно выбраны так, чтобы наглядно проде-
монстрировать разницу F ℓ для разных значений ℓ.

На отрезке времени [0, 1] (1 год, 250 торговых
дней по 8 ч каждый) моделируется поведение одно-
го базового актива (2) (N = 1), стохастическая во-
латильность которого представляет собой МСП (1)
с четырьмя возможными состояниями (L = 4).
Ставка банковского вклада r = 10% годовых, на
рынке присутствует один дериватив (M=1) — call-
опцион с ценой исполнения K = 1. Для систе-
мы (2), (1) были выбраны следующие параметры:

S0 ≡ 1 ; a = (0,8; 0,6; 0,4; 0,2); σ = (0,2; 0,4; 0,6; 0,8);

˜ =




−15 5 5 5
5 −15 5 5
5 5 −15 5
5 5 5 −15


 ; π

Z
0 =




1

4
1

4
1

4
1

4




.

Интегрирование СДС (2) выполнялось методом
Эйлера–Маруямы [6], адаптированным к скач-
кам [7], с основным шагом τ = 10−7, интегрирова-
ние системы уравнений в частных производных (4)

Рис. 1 Зависимость F ℓ(t, s) от цены s для некоторых
значений времени t: черные кривые — t = 0; серые
кривые — t = 0,5; 1 — ℓ = 1; 2 — 2; 3 — 3; 4 — ℓ = 4

выполнялось c шагом по времени h = 0,0001 (шаг
соответствует 6 мин торгового времени) и ша-
гом по координате δ = 0,002 (шаг соответствует
0,2 процентным пунктам начальной цены базового
актива).

На рис. 1 представлены сечения решений
{F ℓ(t, s)}ℓ=1,4 системы (4) при фиксированных
значениях времени: t = 0 — начало года и t =
= 0,5 — полгода до погашения. Для сравнения
на рисунке представлена и функция платежного
требования H(s), с которой совпадают все функ-
ции F ℓ(t, s) в момент погашения t = 1. Действи-
тельно, при разных значениях ℓ и фиксированных
моментах t графики F ℓ(·, s) значительно отлича-
ются друг от друга. Помимо этого рисунок также
демонстрирует изменение функций F ℓ(t, ·) с тече-
нием времени.

Второй численный эксперимент призван про-
демонстрировать сущность совместной генерации
цены базового актива и его производного финансо-
вого инструмента. Случайность цены опционаFt —
это результат влияния двух случайных факторов:
текущей цены базового актива St и скрытого состо-
яния рынка Zt (3):

Ft = F (t, St)Zt.

Графическая иллюстрация этой комбинации пред-
ставлена на рис. 2. Трехмерная поверхность пред-
ставляет собой произведение F (t, s)Zt, и на ней
траектория базового актива «вычерчивает» про-
странственную кривую, аппликата которой и пред-
ставляет собой цену дериватива. Следует отметить,
что эта поверхность не непрерывна: ее разрывы
вызваны скачками МСП Zt. Эти разрывы также
порождают скачки дериватива F .

Третий эксперимент иллюстрирует совместное
поведение базового актива и различных деривати-
вов — call-опционов с разными ценами исполне-
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Рис. 2 Зависимость F ℓ(t, s) от цены s для некоторых
значений времени t

ния K. Колебания цен деривативов, представлен-
ные на рис. 3, похожи на колебания котировок ба-
зового актива, однако не прямо пропорциональны
им. Особенно наглядно это видно в случае с оп-
ционами, цена исполнения которых выше текущей
цены базового актива (так называемые опционы out

of the money).
Формула (3), определяющая цену деривативов,

подразумевает также наличие ее скачков, совпада-
ющих по времени со скачками внешнего МСП Zt.

На рис. 4 представлен увеличенный фрагмент рис. 3:
на нем на интервале [0,22; 0,225] виден скачок МСП
и порожденные им скачки цен деривативов. При-
мечательно, что не для всех цен исполнения скачки
имеют явно выраженный характер. Причину этому
легко понять, анализируя рис. 1. Дело в том, что
амплитуда скачка зависит от того, насколько отли-
чаются значения функций F ℓ(·, ·) для различных ℓ.
Из рис. 4 можно сделать вывод, что это различие
незначительно при достаточно малых значениях ар-
гумента s и исчезающе мало при s → +∞. Таким
образом, различия между F ℓ(·, ·), а значит, и вели-
чины скачков цены дериватива существенны, ко-
гда цена базового актива близка к цене исполнения
(опционы с такими страйками называются at the

money).

4 Промежуточные выводы

Вторая часть цикла статей представляет алго-
ритм вычисления справедливой цены производных
финансовых инструментов в моделях рынка с мар-
ковской скачкообразной волатильностью. Во-пер-
вых, данный алгоритм необходим при решении
широкого класса задач анализа цен деривативов
в предложенной модели финансовой системы. Во-

Рис. 3 Скрытый марковский скачкообразный процесс и цены базового актива St (1) и call-опционов Ft(K) в зави-
симости от разных цен исполнения K: 2 — K = 0,9; 3 — 0,95; 4 — 1; 5 — 1,05; 6 — 1,1; 7 — 1,15; 8 — 1,2; 9 — 1,4; 10 —
1,5; 11 — K = 1,6
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Рис. 4 Скрытый марковский скачкообразный процесс и цены базового актива St (1) и call-опционов Ft(K) в зави-
симости от разных значений цены исполнения K: 2 — K = 0,9; 3 — 0,95; 4 — 1; 5 — 1,05; 6 — 1,1; 7 — 1,15; 8 — 1,2;
9 — 1,4; 10 — 1,5; 11 — K = 1,6. Увеличенный фрагмент со скачком

вторых, он становится ключевым при совместном
численном моделировании эволюции цен базовых
финансовых инструментов и их деривативов. Эта
возможность нужна для проведения сравнитель-
ного численного анализа решения задачи монито-
ринга рыночной цены риска как частного случая
задачи фильтрации МСП по имеющимся наблюде-
ниям цен бумаг. В последующих частях цикла будут
представлены алгоритмы решения этой задачи оце-
нивания в зависимости от структуры имеющихся
наблюдений: доступными будут цены инструмен-
тов, дискретизованные по времени с известным
детерминированным шагом [8, 9], либо высокочас-
тотные потоки наблюдений цен в случайные мо-
менты времени [10].
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НАСТОЙЧИВОГО ПОВЕДЕНИЯ

ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ В СЕТЯХ 5G NR

С АДАПТАЦИЕЙ СКОРОСТИ И БЛОКИРОВКАМИ∗

Э. С. Сопин1, А. Р. Маслов2, В. С. Шоргин3, В. О. Бегишев4

Аннотация: Технология радиодоступа 5G NR (New Radio), работающая в диапазоне миллиметровых волн,
и будущие терагерцевые системы 6G предназначены для приложений, чувствительных к скорости. Такие
приложения характеризуются адаптивностью, позволяющей снизить скорость передачи в соответствии
с текущими условиями сети. Ненадежный характер сетей 5G/6G может вызывать повторные попытки
продолжить обслуживание. Предложена модель обслуживания абонентов с нетерпеливым поведением
на основе ресурсной системы массового обслуживания (РеСМО) с орбитой. В качестве характеристик
обслуживания рассматриваются вероятности блокировки доступа на обслуживание и прерывания заявки,
а также коэффициент использования ресурсов системы. Показано, что настойчивость пользователей
позволяет понизить рассматриваемые вероятности: выполнение в среднем двух повторных попыток
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1 Введение

Технология 5G NR, работающая в диапазоне
миллиметровых волн (28–100 ГГц), разработана
для удовлетворения потребностей мультимедийных
приложений. В будущих системах 6G эти системы
будут дополнены технологиями радиодоступа, ра-
ботающими в диапазоне частот 100–300 ГГц и обла-
дающими схожими характеристиками распростра-
нения радиоволн.

Мультимедийные приложения требуют услуги
поддержания постоянной скорости передачи дан-
ных на радиоинтерфейсе. Однако даже эти прило-
жения часто снабжены возможностями адаптации
скорости. Приложение может отслеживать со-
стояние соединения и реагировать на снижение
пропускной способности сети и/или временную
потерю соединения путем снижения требуемой
скорости. В системах связи с прерываниями ак-
тивного соединения, таких как 5G/6G сети, поль-
зователи будут воспринимать услугу с пониженным
качеством.

Принципиальное различие между микроволно-
выми технологиями, такими как LTE (long-term evo-

lution), и системами миллиметровых волн и терагер-
цевого диапазона частот заключается в ненадежном
характере беспроводного канала вследствие блоки-
ровки путей распространения радиоволн, что при-
водит к потерям соединения [1]. На ранних этапах
развертывания потери соединения будут приводить
к «нетерпеливому» поведению пользователей — по-
пыткам восстановления активной сессии передачи
данных.

Цель работы состоит в анализе эффектов влия-
ния нетерпеливого поведения пользователей в слу-
чае потери связи на характеристики обслуживания
абонентов в сетях радиодоступа 5G/6G в условиях
динамической адаптации скорости передачи и ди-
намической блокировки. Предложена математиче-
ская модель процесса обслуживания абонентов на
основе РеСМО с орбитой и повторными вызовами.

В отличие от похожей модели с неоднородными
заявками и орбитой [2], в данной работе модель
учитывает специфику миллиметровых волн / тера-
герцевых частот, включая модели распространения,
антенны и блокировки прямой видимости. В каче-
стве характеристик обслуживания рассматриваются
вероятность блокировки доступа на обслуживание,
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вероятность прерывания сессии, а также коэффи-
циент использования ресурсов системы.

2 Системная модель

Рассматривается базовая станция (БС) милли-
метрового/терагерцевого диапазона с радиусом по-
крытия RM (рис. 1). Зона покрытия соты рав-
на dE, зависит от используемой схемы модуляции
и кодирования и рассчитывается с использовани-
ем модели распространения 3GPP (3rd Generation
Partnership Project) [3]. Доступная полоса пропус-
кания — B МГц. В зоне обслуживания БС на-
ходятся пешеходы с плотностью λB пешеход/км2,
движущиеся согласно модели случайных направле-
ний (RDM — random direction model) [4]. Базовая
станция обслуживает абонентские устройства (АУ),
ассоциированные с пешеходами. Высоты БС и АУ
равны hA и hU соответственно. Высота пешеходов
равна hP , hP > hU .

Пусть λU — интенсивность поступления заявок
от одного АУ. Предполагая, что АУ генерируют
запросы на установление сессий независимо, про-
цесс поступления можно считать пуассоновским
с интенсивностью λA = λUπd

2
E . Предполагается

равномерное распределение положения пешеходов
в радиусе обслуживания соты.

Рассматриваются услуги с высокой скоростью
передачи данных, создающие неэластичный, но
адаптирующийся к доступной скорости трафик.
Каждая заявка запрашивает постоянную ско-
рость Cmax. В случае прерывания обслужива-
ния, вызванного блокировкой, механизм адап-
тации снижает скорость до Cmin, Cmin < Cmax.

Вследствие случайного расположения АУ в зоне
обслуживания фактический объем ресурса, тре-
буемый для достижения скоростей Cmin и Cmax,
считается случайным. Предполагается, что время
обслуживания запроса на установление сессии под-
чиняется экспоненциальному распределению с па-
раметром µ.

В работе учитывается специфика миллиметро-
вого/терагерцевого диапазонов, включая модели
распространения, антенны и блокировки, анало-
гичные рассмотренным в [5–7].

3 Анализ математической модели

3.1 Описание модели

Рассматривается РеСМО сN приборами,R еди-
ницами ресурса и орбитой емкостьюM заявок. По-
ступающий поток заявок пуассоновский с интен-
сивностью λ, время их обслуживания распределено
экспоненциально с параметром µ. Для каждой
поступающей в систему заявки требуется прибор
и случайный объем ресурса, определяемый в соот-
ветствии с распределением {p1,j}, j = 1, 2, . . . , R.
Поступающая заявка принимается на обслужива-
ние, если в системе есть свободный прибор и до-
статочный объем ресурса. Если хотя бы одно из
условий не выполняется, то заявка либо уходит на
орбиту с вероятностью θ, либо покидает систему
с вероятностью 1 − θ. Заявки проводят на орби-
те экспоненциально распределенное время с ин-
тенсивностью α и затем пытаются повторно по-
ступить на обслуживание с новыми требованиями
к ресурсу в соответствии с распределением {p2,j},

Рис. 1 Рассматриваемый сценарий развертывания
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j = 1, 2, . . . , R, что отражает снижение скорости
передачи при неудачной попытке продолжения сес-
сии. Далее вновь поступающие заявки будем на-
зывать первичными, а поступающие с орбиты —
повторными заявками.

Каждая обслуживаемая заявка порождает пуас-
соновский поток сигналов интенсивностью γ, при
поступлении которых заявка освобождает ранее за-
нятый объем ресурса, формирует новые требования
согласно тому же распределению и пытается занять
новый объем. Если свободного ресурса достаточно,
то продолжается ее обслуживание. В противном
случае она либо уходит на орбиту с вероятностью θ,
либо покидает систему с дополнительной вероят-
ностью 1− θ.

Поведение системы описывается трехмерным
случайным процессом X(t) = (ξ(t), δ(t), ϕ(t)), где
ξ(t)— число заявок на обслуживании; δ(t)— общее
число занятых ими единиц ресурса; ϕ(t) — чис-
ло заявок на орбите. В этом случае нельзя точно
определить объем высвободившегося ресурса в мо-
мент ухода заявки, но его можно аппроксимировать
условным вероятностным распределением [8, 9].

Пространство состояний случайного процес-
са X(t) имеет вид:

∗ S =
N⋃

n=0

Sn, Sn =

{
(n, r,m) : m = 0, 1, . . .

. . . ,M,
n∑

i=0

r∑

j=0

p
(i)
1,jp

(n−i)
2,r−j > 0

}
,

где распределение {p(i)s,j}, j = 0, 1, . . . , R, s = {1, 2},
есть i-кратная свертка распределения {ps,j}, j =

= 1, 2, . . . , R, а p
(i)
s,j обозначает вероятность того,

что i заявок типа s суммарно занимают j единиц
ресурса.

Предполагается, что требования заявок к ресур-
су определяются согласно распределению {p3,j},
j = 1, 2, . . . , R, представляющему собой смесь рас-
пределений {p1,j} и {p2,j}:

p3,j = �N1p1,j + �N2p2,j ,

где �N1 и �N2 — доли первичных и повторных заявок
на обслуживании.

Пусть q(n, r,m)— стационарная вероятность со-
стояния (n, r,m) процесса X(t). Для рассматрива-
емой РеСМО можно вывести систему уравнений
равновесия:

(λ+mα)q(0, 0,m) = µ
∑

j:(1,j,m)∈S1

q (1, j,m) ,

0 ≤ m ≤M ; (1)

q(n, r,m)

[
λ

(
R−r∑

j=0

p1,j + u(M −m)θ

R∑

j=R−r+1

p1,j

)
+

+ nµ+nγ +mα

(
R−r∑

j=1

p2,j + (1− θ)
R∑

j=R−r+1

p2,j

)]
=

= λ
∑

j<r,(n−1,j,m)∈Sn−1

q(n− 1, j,m)p1,r−j +

+ u(m)λ θ q(n, r,m− 1)
R∑

j=R−r+1

p1,j +

+ (n+ 1)µ
∑

j>r,(n+1,j,m)∈Sn+1

q(n+ 1, j,m)
p3,j−rp

(n)
3,r

p
(n+1)
3,j

+

+ nγ
∑

(n,j,m)∈Sn

q(n, j,m)

j∑

s=max(0,j−r)

p3,sp
(n−1)
3,j−s

p
(n)
3,j

p3,r−j+s +

+(n+1)γ

(
∑

j>r,(n+1,j,m)∈Sn+1

(u(m) θ q(n+ 1, j,m− 1) +

+ (1− θ)q(n+ 1, j,m))
p3,j−rp

(n)
3,r

p
(n+1)
3,j

R∑

s=R−r+1

p3,s

)
+

+u(M−m)(m+1)α
(
(1−θ)q(n, r,m+1)

R∑

j=R−r+1

p2,j+

+
∑

j<r,(n−1,j,m+1)∈Sn−1

q(n− 1, j,m+ 1)p2,r−j

)
,

0 < n < N, 0 ≤ m ≤M, (n, r,m) ∈ S; (2)

q(N, r,m) [u(M −m)θλ +Nµ+Nγ +

+mα(1 − θ)] = λ
∑

j<r,(N−1,j,m)∈SN−1

q(N − 1, j,m)p1,r−j +

+ u(m)λθq(N, r,m− 1) +

+Nγ
∑

(N,j,m)∈SN

q(N, j,m)

j∑

s=max(0,j−r)

p3,sp
(N−1)
3,j−s

p
(N)
3,j

p3,r−j+s +

u(M −m)(m+ 1)α

(
(1− θ)q(N, r,m+ 1) +

+
∑

j<r,(N−1,j,m+1)∈SN−1

q(N − 1, j,m+ 1)p2,r−j

)
,

0 ≤ m ≤M, (N, r,m) ∈ SN , (3)

где u(·) — функция Хевисайда. Для вычисле-
ния стационарного распределения система уравне-
ний (1)–(3) решается численно с использованием
условия нормировки. При этом для весов смешан-
ного распределения требований к ресурсу {p3,j},
j = 1, 2, . . . , R, предлагается использовать метод
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простых итераций с начальными значениями
�N1 = 1g, �N2 = 0.

3.2 Вероятностные характеристики

Время пребывания заявки в системе мо-
жет включать множество периодов обслуживания
и ожидания. Под периодом обслуживания понима-
ется интервал времени, в течение которого заявка
непрерывно обслуживается и по окончании либо
покидает систему, либо уходит на орбиту. Анало-
гично период ожидания — это временной интервал,
который заявка непрерывно проводит на орбите,
в конце которого она либо покидает систему, либо
вновь принимается на обслуживание.

Начнем с вероятности блокировки доступа на
обслуживание πN , которая представляет собой ве-
роятность того, что заявка ни разу не попала на
обслуживание и в конечном итоге покинула систе-
му. Для этого заявка либо сбрасывается сразу в мо-
мент первого поступления с вероятностью π1, либо
сначала переходит на орбиту c вероятностью π2,
а в конце периода ожидания сбрасывается. Вероят-
ности π1 и π2 имеют вид:

π1 =

R∑

r=1

(
q(N, r,M) + (1− θ)

M−1∑

m=0

q(N, r,m)

)
+

+
N−1∑

n=1

R∑

r=1

(
q(n, r,M) + (1− θ)

M−1∑

m=0

q(n, r,m)

)
×

×
R∑

j=R−r+1

p1,j ;

π2 = θ
N−1∑

n=1

R∑

r=1

M−1∑

m=0

q(n, r,m)
R∑

j=R−r+1

p1,j +

+ θ

R∑

r=1

M−1∑

m=0

q(N, r,m).

Отметим, что дополнительная вероятность 1−π1−
− π2 имеет смысл вероятности того, что первичная
заявка принимается на обслуживание.

При попытке попасть на обслуживание с орби-
ты (поступление повторной заявки) заявка может
быть сброшена с вероятностью π3, может вернуться
на орбиту с вероятностью π4 либо быть принята
на обслуживание с вероятностью 1 − π3 − π4. Эти
вероятности будем определять как отношения со-
ответствующих интенсивностей. Так, средняя ин-
тенсивность поступления повторных заявок равна
α �M , где �M — среднее число заявок на орбите:

�M =

N∑

n=0

R∑

r=0

M∑

m=1

mq(n, r,m).

Тогда вероятность π3 есть отношение средней
интенсивности ν3 сброса повторных заявок к сред-
ней интенсивности их поступления:

π3 =
ν3
α �M

,

где

ν3 = (1−θ)α
(

N−1∑

n=1

R∑

r=1

M∑

m=1

mq(n, r,m)

R∑

j=R−r+1

p2,j+

+

R∑

r=1

M∑

m=1

mq(N, r,m)

)
.

Аналогично вероятность π4 равна отношению
средней интенсивности ν4 возвратов на орбиту по-
вторных заявок к средней интенсивности их по-
ступления. Поскольку ν4 отличается от ν3 только
множителем, получаем

π4 =
θ

1− θ
π3 .

Тогда вероятность блокировки доступа на обслужи-
вание πN имеет вид:

πN = π1 + π2

(
∞∑

k=0

πk
4

)
π3 = π1 +

π2π3
1− π4

.

Перейдем к анализу вероятности прерыва-
ния πO. По завершении периода обслуживания
заявка либо прерывается с вероятностью π5, ли-
бо переходит на орбиту с вероятностью π6, либо
успешно завершается ее обслуживание с вероят-
ностью 1 − π5 − π6. Вероятность π5 определяется
как отношение средней интенсивности ν5 преры-
ваний заявок к средней интенсивности приема на
обслуживание:

π5 =
ν5

λ(1 − π1 − π2) + α �M(1− π3 − π4)
,

где

ν5 = γ

N∑

n=2

R∑

r=1

n

(
q(n, r,M) +

+

M−1∑

m=0

(1 − θ)q(n, r,m)

)
∑

j<r,r−j+s>R

p3,s
p3,jp

(n−1)
3,r−j

p(n)r

.

Аналогично π6 определяется как отношение
средней интенсивности ν6 перехода заявок с об-
служивания на орбиту к средней интенсивности
приема на обслуживание:

π6 =
ν6

λ(1 − π1 − π2) + α �M(1− π3 − π4)
,
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где

ν6 = θγ

N∑

n=2

R∑

r=1

n

M−1∑

m=0

q(n, r,m)

r∑

j=1

p3,jp
(n−1)
3,r−j

p(n)r

×

×
R∑

s=R−r+j+1

p3,s.

Период ожидания заявки завершается либо пре-
рыванием с вероятностью π7, либо возвратом на
обслуживание с вероятностью 1− π7. Тогда

π7 =
∞∑

k=0

πk
4π3 =

π3
1− π4

.

Заявка прерывается, если она получила хотя бы
один период обслуживания (с вероятностью1−πN ),
затем получает k ≥ 0 периодов ожидания и обслу-
живания, а затем либо прерывается в конце по-
следнего периода обслуживания с вероятностью π5,
либо уходит на орбиту и прерывается в конце пери-
ода ожидания с вероятностью π6π7. Тогда

πO = (1− πN )

∞∑

k=0

(π6(1− π7))
k
(π5 + π6π7) =

= (1− πN )
π5 + π6π7
1− π6(1− π7)

.

Средняя доля занятых ресурсов вычисляется по
формуле:

U =
1

R

N∑

n=1

R∑

r=1

M∑

m=0

rq(n, r,m).

Важным показателем для систем 5G/6G с нена-
дежным обслуживанием служит доля ресурсов UW ,
предоставленных сессиям, которые в конечном
итоге были прерваны:

UW =
πO

1− πN
U.

4 Численные результаты

В качестве численного исследования рассмот-
рим основные характеристики обслуживания або-
нентов — вероятность блокировки доступа на об-
служивание и вероятность прерывания заявки,
представленные на рис. 2, где среднее время
пребывания на орбите составляет 1/α = 1 с.
Методы расчета интенсивности сигналов и распре-
деления требований первичных и повторных за-
явок к ресурсу представлены в [7]. Анализируя
вероятность блокировки доступа на обслуживание,
отметим, что она растет по мере увеличения ин-
тенсивности поступления заявок. Отметим, что
увеличение плотности блокеров приводит к умень-
шению вероятности блокировки доступа на об-
служивание для всех значений коэффициента на-
стойчивости пользователей. Примечательно, что
настойчивость пользователя позволяет значитель-
но уменьшить исследуемую вероятность. В част-
ности, при λB = 0,01 бл./м2 и θ = 0 вероятность
блокировки доступа на обслуживание равна 0,17
и уменьшается до 0,1 при совершении двух повтор-
ных попыток в среднем.

Рассмотрим теперь вероятность прерывания
сессий (см. рис. 2, б). Здесь наблюдается резкое

Рис. 2 Основные характеристики обслуживания абонентов: (а) вероятность блокировки доступа на обслуживание;
(б) вероятность прерывания заявки: серые кривые — λB = 0,01 бл./м2; черные кривые — λB = 0,1 бл./м2; 1 — θ = 0;
2 — 0,5; 3 — θ = 0,9
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Рис. 3 Коэффициент использования ресурса системы:
серые кривые — λB = 0,01 бл./м2; черные кривые —
λB = 0,1 бл./м2; 1 — использование ресурсов системы;
2 — доля потраченного впустую ресурса

различие между кривыми, соответствующимиλB =
= 0,1 и 0,01 бл./м2, достигающее 0,2–0,3. Увели-
чение плотности блокеров приводит к росту ис-
следуемой вероятности и снижению вероятности
блокировки доступа на обслуживание (см. рис. 2, а).
В целом при рассматриваемых значениях интен-
сивности поступления большая часть заявок, при-
нятых к обслуживанию, в итоге теряется. На-
стойчивость пользователя значительно повышает
вероятность успешного обслуживания. В част-
ности, при λ = 0,1 з./с, λB = 0,1 бл./м2 на-
стойчивость снижает вероятность прерывания с 0,4
до 0,1.

Наконец, рассмотрим коэффициент использо-
вания ресурса системы и долю ресурса, потрачен-
ного системой впустую, представленные на рис. 3.
Анализируя представленные данные, можно заме-
тить, что настойчивость пользователей положи-
тельно влияет на обе метрики, позволяя исполь-
зовать больше системного ресурса и делать это
более эффективно. В частности, при λ = 0,1 бл./м2

и θ = 0 около 40% ресурса из занятых 55% тратится
впустую. При θ = 0,9 система не только исполь-
зует 80% ресурса, но и только 15% из этого числа
тратится на заявки, которые не будут успешно об-
служены.

5 Заключение

В статье предложена модель процесса обслу-
живания пользователей на БС с учетом ненадеж-
ного характера миллиметровых и субтерагерцевых
сред передачи систем 5G/6G, которые подвер-
жены прерываниям соединения, вызванным бло-
кировкой, и настойчивому поведению абонен-

тов. Предложенная модель описана в виде Ре-
СМО с орбитой и позволяет получить основные
характеристики обслуживания абонентов и про-
изводительности системы — вероятности блоки-
ровки доступа на обслуживание и прерывания,
а также коэффициент использования ресурса сис-
темы.
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АНАЛИЗ ЗАГРУЗКИ МНОГОПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОЙ СЕТИ

ПРИ РАСЩЕПЛЕНИИ ПОТОКОВ ПО КРАТЧАЙШИМ

МАРШРУТАМ

Ю. Е. Малашенко1, И. А. Назарова2

Аннотация: В рамках вычислительных экспериментов на многопродуктовой сетевой модели изучаются два
способа передачи потоков различных видов по кратчайшим маршрутам. В первом случае передаваемые
межузловые потоки равны по величине. В другом — определяется недискриминирующее распределение,
при котором всем парам корреспондентов выделяются одинаковые ресурсы. Суммарная загрузка ребер
сети, возникающая при одновременной передаче всех межузловых информационных потоков, считается
заданной. Предложенный метод позволяет получить гарантированные оценки удельных затрат ресурсов
сети и предельно допустимых загрузок ребер при одновременной передаче расщепленных межузловых
потоков по всем найденным кратчайшим маршрутам. Приводятся результаты сравнительного анализа
уравнительного распределения потоков и ресурсов в сетях с различными структурными особенностями.
Алгоритмическая схема имеет полиномиальную оценку требуемого числа операций.

Ключевые слова: многопродуктовая потоковая модель; распределение межузловых потоков и нагрузок;
предельная загрузка сети
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1 Введение

Данная работа продолжает исследование проб-
лем управления потоками в телекоммуникаци-
онных территориально распределенных системах
связи [1–3]. В рамках вычислительных экспери-
ментов на многопродуктовой сетевой модели ана-
лизируются результирующие загрузки ребер при
уравнительном способе распределения потоков.
Под межузловой нагрузкой понимается суммарная
величина пропускных способностей, выделяемых
в сети для обеспечения передачи информационно-
го потока определенного вида. Сумма всех дуговых
потоков разных видов, проходящих по некоторо-
му ребру, трактуется как реберная загрузка. Общая
допустимая загрузка ребер сети, возникающая при
одновременной передаче межузловых информаци-
онных потоков для всех пар корреспондентов, счи-
тается заданной.

Анализируются две стратегии управления и дис-
петчерские правила маршрутизации. В первом
случае осуществляется распределение межузловых
потоков, равных друг другу, во втором — опреде-
ляется недискриминирующее распределение, при
котором всем парам корреспондентов выделяются
одинаковые ресурсы. При передаче каждого вида
потока по всем кратчайшим маршрутам проводит-
ся оценка удельных затрат. Анализ результатов
экспериментов позволяет оценить распределение

реберных загрузок для описанных стратегий управ-
ления в многопользовательских сетях с различными
структурными особенностями.

При создании, развитии и эксплуатации теле-
коммуникационных систем в настоящее время ис-
пользуются потоковые модели [4]. В частности,
указанные модели применяются для поиска страте-
гий управления и построения диспетчерских пра-
вил распределения потоков, нагрузок и ресурсов
в многопользовательских сетях [5, 6]. В русле ис-
следований по разработке SPLIT-методов [7–10]
лежат представленные в разд. 2–4 алгоритмические
схемы выравнивания нагрузок и получения урав-
нительных распределений межузловых потоков по
различным маршрутам. В данной работе исполь-
зуются процедуры поиска всех кратчайших путей
с полиномиальными оценками вычислительных за-
трат [11].

2 Математическая модель

Для описания многопользовательской сете-
вой системы связи воспользуемся следующей ма-
тематической записью модели передачи мно-
гопродуктового потока. Сеть G задается
множествами 〈V,R,U, P 〉: узлов (вершин) сети V =
= {v1, v2, . . . , vn, . . . , vN}; неориентированных ре-
бер R = {r1, r2, . . . , rk, . . . , rE}; ориентированных

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, malash09@ccas.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, irina-nazar@yandex.ru
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дуг U = {u1, u2, . . . , uk, . . . , u2E}; пар узлов-коррес-
пондентов P = {p1, p2, . . . , pM}. Предполагается,
что в сети отсутствуют петли и сдвоенные ребра.
В многопользовательской сети G рассматривается
M = N(N − 1) независимых, невзаимозаменяемых
и равноправных межузловых потоков различных
видов.

Ребро rk ∈ R соединяет смежные вершины vnk

и vjk
. Каждому ребру rk ставятся в соответствие две

ориентированные дуги uk и uk+E из множества U .
Дуги {uk, uk+E} определяют прямое и обратное на-
правление передачи потока по ребру rk между кон-
цевыми вершинами vnk

и vjk
.

Каждой паре узлов-корреспондентов pm из мно-
жества P ставятся в соответствие: вершина-источ-
ник с номером sm, из sm входной поток m-го вида
поступает в сеть; вершина-приемник с номером tm,
из tm поток m-го вида покидает сеть. Обозначим
через zm величину межузлового потока m-го ви-
да, поступающего в сеть через узел с номером sm

и покидающего сеть из узла с номером tm; xmk

и xm(k+E) — поток m-го вида, который передается
по дугам uk и uk+E согласно направлению пере-
дачи, xmk ≥ 0, xm(k+E) ≥ 0, m = 1,M , k = 1, E;
S(vn)— множество номеров исходящих дуг, по ним
поток покидает узел vn; T (vn) — множество номе-
ров входящих дуг, по ним поток поступает в узел vn.
Состав множеств S(vn) и T (vn) однозначно форми-
руется в ходе выполнения следующей процедуры.
Пусть некоторое ребро rk ∈ R соединяет вершины
с номерами n и j, такими что n < j. Тогда ори-
ентированная дуга uk = (vn, vj), направленная из
вершины vn в vj, считается исходящей из верши-
ны vn и ее номер k заносится в множество S(vn),
а дуга uk+E, направленная из vj в vn, — входящей

для vn и ее номер k+E помещается в список T (vn).
Дуга uk является входящей для vj, и ее номер k по-
падает в T (vj), а дуга uk+E — исходящей, и номер
k + E вносится в список исходящих дуг S(vj).

Во всех узлах сети vn ∈ V , n = 1, N , для каждого
вида потока должны выполняться условия сохране-
ния потоков:

∑

i∈S(vn)

xmi −
∑

i∈T (vn)

xmi =

=





zm, если vn = vsm
;

−zm, если vn = vtm
;

0 в остальных случаях,

n = 1, N , m = 1,M , xmi ≥ 0 , zm ≥ 0 . (1)

Величина zm равна входному межузловому потоку
m-го вида, проходящему от источника к приемнику
пары pm при распределении потоков xmi по дугам
сети.

Каждому ребру rk ∈ R приписывается неот-
рицательное число dk, определяющее суммарный
предельно допустимый поток, который можно пе-
редать по ребру rk в обоих направлениях. Ком-
поненты вектора пропускных способностей d =
= (d1, d2, . . . , dk, . . . , dE) — положительные числа
dk > 0. Вектор d задает следующие ограничения
на сумму потоков всех видов, передаваемых по реб-
ру rk одновременно:

M∑

m=1

(xmk + xm(k+E)) ≤ dk,

xmk ≥ 0 , xm(k+E) ≥ 0 , k = 1, E . (2)

Ограничения (1) и (2) задают выпуклое много-
гранное множество допустимых значений ком-
понент вектора межузловых потоков z =
= (z1, z2, . . . , zm, . . . , zM ):

Z(d) =
= {z ≥ 0 | ∃x ≥ 0 : (z,x) удовлетворяют (1), (2)}.

В рамках данной модели пропускная способ-
ность ребер сети измеряется в условных едини-
цах потока и трактуется как ресурсное ограничение.
Суммарное значение пропускной способности сети
D(0) =

∑E
k=1 dk считается заданным. Для каждой

пары узлов-корреспондентов pm ∈ P , для неко-
торого допустимого межузлового потока “zm и со-
ответствующих дуговых потоков “xmk, k = 1, 2E,
величина

“ym =
2E∑

i=1

“xmi, m = 1,M ,

характеризует нагрузку на сеть при передаче межуз-
лового потока величиной “zm из узла-источника sm

в узел-приемник tm. Величина “ym показывает, ка-
кая суммарная пропускная способность сети потре-
буется для передачи дуговых потоков “xmk. В рамках
модели отношение реберных и межузловых пото-
ков “wm = “ym/“zm, m = 1,M, можно трактовать как
удельные затраты ресурсов сети при передаче еди-
ничного потока m-го вида между узлами sm и tm
при дуговых потоках “xmi. Величины zm = “zm/“ym

и xmi = “xmi/“ym, m = 1,M , i = 1, E, соответствуют
межузловому потоку при единичной нагрузке для
пары pm.

Вводится величина “–k, характеризующая ребер-
ную суммарную загрузку (РС-загрузку) k-го ребра
при одновременной передаче всех межузловых по-
токов “zm:

“–k =
M∑

m=1

(
“xmk + “xm(k+E)

)
, k = 1, E .
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3 Распределение межузловых
потоков по кратчайшим
маршрутам

Для оценки минимальных удельных затрат при
различных уравнительных стратегиях управления
использовалась SFSR-процедура (англ. split flow
shortest route — расщепление потока по всем крат-
чайшим маршрутам), которая позволяет распреде-
лять межузловые потоки по маршрутам, состоящим
из минимального числа ребер.

При проведении эксперимента на первом этапе
для каждой пары узлов pm = (sm, tm) в сети G(0)
определяется множество всех кратчайших путей,
которые далее используются как маршруты переда-
чи m-го вида потока

H0(m) =
{
h1(m), h2(m), . . . , hj(m), . . . , hJ(m)(m)

}
.

Здесь hj(m) = {kj
1(m), k

j
2(m), . . . , k

j
µ(m)(m)}— спи-

сок номеров ребер в j-м кратчайшем пути между
узлами sm и tm, где µ(m)— число ребер в кратчай-
шем маршруте hj(m); J(m) — число кратчайших
маршрутов для m-й пары.

Для оценки возможности «расщепления» пото-
ка по различным маршрутам на первом этапе для
каждой пары pm ∈ P по каждому маршруту hj(m)
из H0(m) передается межузловой поток zj

m = 1.
Подсчитывается величина z0m, численно равная
сумме единичных потоков, которые одновремен-
но передаются по всем кратчайшим маршрутам из
узла sm в узел tm:

z0m =

J(m)∑

j=1

zj
m = J(m) .

Вычисляется нормирующий коэффициент

ξ0m =
1

z0m
, z0m 6= 0 , m = 1,M ,

значения индикаторной функции

ηj
k(m) =

{
1, если rk ∈ R, k ∈ hj(m) ;

0 в остальных случаях

и подсчитываются реберные загрузки

–0k(m) = ξ
0
m

J(m)∑

j=1

ηj
k(m), m = 1,M , k = 1, E ,

которые возникнут при передаче единичного меж-
узлового потока из узла sm в узел tm одновременно
по всем кратчайшим маршрутам из H0(m).

В ходе вычислительных экспериментов предпо-
лагалось, что суммарная загрузка всех ребер сети не

может превышать D(0). Для заданного D(0) под-
считываются предельно допустимые РС-загрузки:

α∗∗(0)

M∑

m=1

–0k(m) = –
∗
k(z),

E∑

k=1

–∗
k(z) = D(0).

Реберные суммарные загрузки–∗
k(z) возникают

в сети при одновременной передаче межузловых
потоков z∗∗m = α

∗∗(0) для всех пар pm ∈ P и суммар-
ного межузлового потока

∑M
m=1 z

∗∗
m =Mα∗∗(0).

Для оценки РС-загрузок при уравнительном рас-
пределении результирующих межузловых нагрузок
для всех пар узлов pm ∈ P также используется
SFSR-процедура. На первом этапе определяются
реберные загрузки для m = 1,M и k = 1, E при
передаче единичных потоков по всем кратчайшим
маршрутам из H0(m), m = 1,M . Для каждой пары
pm ∈ P вычисляются нагрузки

y0m =

E∑

k=1

J(m)∑

j=1

ηj
k(m) = µ(m)J(m), m = 1,M ,

нормирующие коэффициенты

θ0m =
1

y0m
, y0m 6= 0 , m = 1,M ,

и загрузки

–0k(m) = θ
0
m

J(m)∑

j=1

ηj
k(m), m = 1,M , k = 1, E ,

при которых по всем маршрутам H0(m), m = 1,M ,
результирующие межузловые нагрузки y1m = θ0my

0
m

будут равны единице. Определяются РС-загрузки

β∗∗
M∑

j=1

–0k(m) = –
∗
k(y),

E∑

k=1

–∗
k(y) = D(0)

и межузловые потоки

zm (y
∗∗) = β∗∗θ0mz

0
m, m = 1,M .

4 Вычислительный эксперимент

Вычислительный эксперимент проводился на
моделях сетевых систем, представленных на рис. 1.
В каждой сети 69 узлов. В ходе вычислительного
эксперимента проводилась нормировка, и суммар-
ная пропускная способность в обеих сетях была
одинакова:

E∑

k=1

–∗
k(·) = D(0) = 68 256 .

Результаты вычислительных экспериментов
с использованием SFSR-процедуры представлены
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Рис. 1 Результирующие реберные загрузки в базовой (а) и в кольцевой сети (б)

Рис. 2 Распределение реберных загрузок в базовой (а) и в кольцевой сети (б)

Значения потоков и загрузок в базовой и кольцевой сети (SFSR-cтра-
тегия)

Сеть
Медиана
потоков

Сумма
межузловых

потоков

Удельные
затраты

Норма вектора
РС-загрузок

Базовая
z∗∗ 1,85 8 670 7,9 9210
z(y∗∗) 1,82 12 810 5,3 9000

Кольцевая
z∗∗ 2,5 11 750 5,8 9520
z(y∗∗) 2,4 15 650 4,4 9160

на рис. 1 и 2. В таблице и на рис. 1 значения потоков
и загрузок указаны в единицах потока, а на рис. 2 —
в относительных единицах. По завершении экс-
периментов на основе полученных значений –∗

k(z)
(загрузки сети при уравнительном распределении
межузловых потоков) и–∗

k(y) (загрузок при уравни-
тельном распределении межузловых нагрузок) вы-
числяются

–min(z) = min
k

{–∗
k(z)}, –min(y) = min

k
{–∗

k(y)},

k = 1, E ;

δk(z) =
–∗

k(z)

–min(z)
, δk(y) =

–∗
k(y)

–min(y)
,

k = 1, E, –min(·) 6= 0 .

Результирующие диаграммы представлены на
рис. 2. На диаграммах по вертикальной оси от-
кладываются значения δk(·) (упорядоченные по не-
возрастанию), а по горизонтальной указываются
порядковые номера ребер в данной упорядоченной
последовательности π(k) = k/E для k = 1, E, где
E = 72— число ребер для базовой сети (см. рис. 2,а)
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и E = 80 — для кольцевой (см. рис. 2, б). Значе-
ния δk(·) = 1 в правой части диаграммы относятся
к ребрам, инцидентным висячим узлам, а в левой
части диаграммы — к ребрам с максимальной за-
грузкой.

Схематичные изображения сетей на рис. 1 со-
ответствуют распределению относительных загру-
зок δk(·) на ребрах сети. В базовой сети (см.
рис. 1, а) наибольшая загрузка на кольце и ребрах,
исходящих из центра сети. В кольцевой сети (см.
рис. 1, б) максимальная загрузка приходится на до-
полнительные ребра внутреннего кольца и на реб-
ра, соединяющие внешнее кольцо с внутренним.
В обеих сетях единичная относительная загрузка
на висячих ребрах соответствует собственным ин-
формационным потокам при отсутствии транзит-
ных.

Результаты, собранные в таблице, свидетель-
ствуют о том, что как суммарное, так и медианное
значение межузловых потоков значительно больше
в кольцевой сети при равной суммарной допусти-
мой загрузке в обеих сетях. Удельные затраты на
передачу потоков при равных межузловых нагруз-
ках достигают минимального значения в кольцевой
сети. Медианные значения реберной загрузки в ба-
зовой сети на 50% больше, чем в кольцевой.

5 Заключение

В работе анализируются распределения ребер-
ных загрузок и проводится оценка удельных за-
трат ресурсов при одновременной передаче меж-
узловых потоков разных видов и уравнительном
способе управления. Полученные значения медиан
распределений межузловых потоков можно интер-
претировать как представительные оценки функ-
циональных возможностей сети в условиях не-
определенности, невзаимозаменяемости потоков
и равноправности корреспондентов. Все межуз-
ловые потоки, не превышающие медианных значе-
ний, можно передать в сети одновременно. В коль-
цевой сети удельные затраты на передачу потоков
и медианные значения реберных загрузок значи-
тельно меньше, чем в базовой. Средние показа-
тели удельных затрат позволяют оценивать эффек-
тивность использования ресурсов при изменении
структуры сети.

Предложенный метод расщепления потоков по
всем кратчайшим маршрутам дает возможность
анализировать загрузку сети с учетом расщепления
каждого вида потока. Полученные агрегированные
показатели для узлов сети могут быть использова-
ны при построении маршрутно-адресных таблиц,
подготовке графиков обходов и замен для работы

в аварийных режимах и при критически опасных
повреждениях.

Описанный метод позволяет проводить предва-
рительную оценку проекта сети, построенной на
базе арендованных каналов связи при сохранении
их общего числа. Вычислительные эксперименты
показали, что изменение структуры и загрузки ре-
бер при переходе от базовой к кольцевой позволяет
значительно увеличить межузловые потоки, хотя
общее число арендуемых каналов совпадает в обеих
сетях.
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Abstract: In computational experiments on a multicommodity network model, two ways of transmitting flows of
different types along shortest routes are investigated. In the first case, the transmitted internodal flows are equal in
magnitude. In the other — a nondiscriminatory distribution is defined in which all pairs of nodes are distributed the
same resources. The total load of the network edges resulting from the simultaneous transmission of all internodal
flows is considered to be given. The proposed method allows one to obtain guaranteed estimates of the specific
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ОПТИМИЗАЦИЯ СХЕМЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

БУФЕРНОЙ ПАМЯТИ УЗЛА ПАКЕТНОЙ КОММУТАЦИИ

Я. М. Агаларов1

Аннотация: Рассматривается буфер узла коммутации (УК) пакетов, совместно используемый несколькими
выходными линиями связи. Совместное использование буферной памяти (БП) несколькими пользова-
телями позволяет уменьшить объем памяти, необходимый для удовлетворения требований к задержке
и вероятности потерь пакетов. Однако возникает проблема распределения БП между пользователями,
поскольку отдельные пользователи, заняв всю память, могут ограничить (или закрыть) доступ к линиям
связи другим пользователям, что может значительно снизить производительность УК в целом. Суще-
ствует множество различных схем распределения БП, одна из которых, называемая SMA (Sharing with
Minimum Allocation), исследуется в данной работе с целью снижения затрат, связанных с отклонением
и задержкой пакетов и эксплуатацией накопителя и линий связи. В качестве модели УК используется
многопотоковая система массового обслуживания (СМО) с параллельными приборами типа M/M/s/K
с совместно используемым по схеме SMA буфером с фиксированным числом зарезервированных за каж-
дым прибором мест хранения. Сформулирована математическая постановка задачи оптимизации схемы
SMA по объему общедоступных мест буфера с целью минимизации потерь системы, возникающих из-за
отклонения заявок, задержки заявок в очереди и эксплуатации буфера и приборов. Доказана теорема
о границах области, содержащей точку глобального оптимума. Приведен также ряд вытекающих из
теоремы утверждений о точке глобального оптимума целевой функции для других моделей УК и частных
случаев SMA.

Ключевые слова: узел коммутации; распределение буферной памяти; оптимизация; система массового
обслуживания
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1 Введение
В сетях связи с коммутацией пакетов УК имеют

БП, в которой пакеты, поступающие со всех вход-
ных линий связи, сохраняются в ожидании, прежде
чем передаются на соответствующие выходы. Ка-
чество обслуживания в таких сетях в значительной
степени зависит от объема памяти УК. Возникает
эта зависимость из-за того, что при ограничен-
ной пропускной способности каналов связи и не-
большом объеме памяти могут быть недопустимо
большие потери пакетов или рост числа повтор-
ных передач пакетов и, как следствие, недопустимо
сильное снижение производительности сети, а при
большом объеме памяти возможны длинные оче-
реди и, как следствие, недопустимо большие за-
держки пакетов в УК. Совместное использование
общей памяти в такой многопользовательской сис-
теме может значительно повысить производитель-
ность УК, но создает новую проблему — требует
управление БП [1]. Отсюда и возникает задача вы-
бора оптимального объема и схемы распределения
БП УК с целью выполнения определенных требо-
ваний к качеству обслуживания пакетов и затратам,
связанным со стоимостью оборудования и техни-
ческой эксплуатации УК [1].

Сразу же после появления сетей связи с КП
был опубликован ряд работ, в которых рассматри-
валась проблема совместного использования БП.
Например, в [2] была предложена схема совместно-
го использования БП, которая использует порого-
вое правило, близкое к оптимальному, а в работе [3]
было исследовано несколько схем совместного ис-
пользования, а именно: CS (Complete Sharing),
при которой поступающий пакет принимается, ес-
ли доступно какое-либо место для хранения; CP
(Complete Partitioning), при которой все хранили-
ще постоянно распределяется между выходными
линиями; SMQ (Sharing with Maximum Allocation),
при которой ограничивается число мест хранения,
выделенных каждой выходной линии; SMA, при
которой для каждой выходной линии всегда за-
резервировано минимальное число мест хранения,
а остальные одинаково доступны всем выходным
линиям; SMQMA (Sharing with Maximum Queue
Length and Minimum Allocation), которая представ-
ляет собой комбинацию схем SMQ и SMA.

Наряду с выбором эффективной схемы важно
еще оптимизировать параметры этой схемы, в част-
ности общий объем памяти, что, за исключением
единичных частных случаев (ниже на некоторые из
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них сделаны ссылки), остается задачей открытой
(в смысле ее точного решения) из-за ее сложности.
Как правило, разумно ожидать роста пропускной
способности (здесь и ниже пропускная способность
определяется как интенсивность потока пакетов на
выходе системы) с увеличением емкости буфера.
Это проверено для многих стандартных СМО, та-
ких как очередь M/M/s/K (см., например, [4]),
и в [5] показано, что результат справедлив и при
более общих условиях. Однако в целом результат
неверен (см., например, [6]).

Интерес к управлению БП исследователи про-
являют и в настоящее время, что видно по множе-
ству научных статьей в отечественных и зарубежных
научных журналах, опубликованных за последнее
время (см., например, [7–17]). В основном они
посвящены анализу различных схем распределе-
ния БП, однако работ, в которых получены точ-
ные решения по оптимизации схем, в литературе
встречается мало. Ниже приводится обзор некото-
рых из них, в которых проводились исследования
зависимости показателей качества работы УК от
типа схемы распределения БП и значений ее па-
раметров. В [10] авторы рассматривают очередь
M/G/1/K-PS, выводят выражения для различных
показателей производительности, связанных с про-
пускной способностью и средней скоростью пере-
дачи и приводят несколько структурных резуль-
татов о взаимосвязях между этими показателями.
Показано, что изменения емкости буфера оказыва-
ют наиболее значительное влияние, когда нагруз-
ка на систему не слишком низкая и не слишком
высокая. Для систем M/M/1/K и M/G/1/K-PS
показано, что увеличение пропускной способности
(как номинальное, так и относительное), которое
было бы получено за счет добавления дополни-
тельного буферного пространства, унимодально по
нагрузке. В работе [11] предложен эвристический
алгоритм решения задачи совместного управления
объемом БП и скоростью передачи линий свя-
зи, который рассматривается в следующих аспек-
тах:

(1) при заданной степени загрузки каналов и за-
данной скорости передачи найти необходи-
мый объем БП УК, обеспечивающий заданную
среднюю задержку в сети и требуемую вероят-
ность потери ячеек вследствие переполнения
буферов;

(2) при заданной степени загрузки каналов и из-
вестных объемах БП найти необходимую ско-
рость передачи, обеспечивающую заданную
среднюю задержку в сети и требуемую вероят-
ность потери ячеек вследствие переполнения
буфера.

В работе [12] авторы решили задачу выбора объ-
ема БП для СМО типа M/M/1/K, сформулировав
ее как задачу нелинейного программирования:

(1) для фиксированной входной нагрузки найти
объем накопителя (БП), при котором сред-
няя задержка достигает минимума, а интен-
сивность потерь не превышает заданной вели-
чины;

(2) для фиксированного объема накопителя (БП)
найти значение входной нагрузки, при кото-
рой средняя задержка достигает минимума,
а интенсивность потерь не превышает задан-
ной величины.

В работе [13] в предположении пуассоновских
входящих потоков, экспоненциального времени
обслуживания и одноканальных линий передачи
рассмотрено динамическое распределение (управ-
ление) БП и получен для случая трех каналов вид
допустимого пространства состояний, соответст-
вующий оптимальному решению. Схема динами-
ческого совместного использования БП, которая
позволяет каждой очереди увеличиваться до дина-
мически назначаемого порога, предложена в рабо-
те [9]. Этот порог вычисляется как произведение
оставшегося буфера с предопределенным парамет-
ром. В работе [7] предложена схема (названная
drop-on-demand, или сокращенно DoD) совместно-
го использования, которая допускает отбрасывание
принятых пакетов и, следовательно, не относится
к классу упомянутых выше схем. Согласно этой
схеме поступающий пакет всегда принимается, ес-
ли имеется пустой буфер. Если поступает пакет,
предназначенный для выходной линии i, и обна-
руживается, что буфер заполнен, а выходная ли-
ния I содержит больше пакетов в общей памяти,
чем любые другие порты, выполняется следующее
действие:

– если i = I, то поступающий пакет отбрасыва-
ется;

– если i 6= I, то поступающий пакет принимается
в буфер и один пакет к линии I отбрасывается.

Были приведены численные примеры, показыва-
ющие, что схема DoD обеспечивает лучшую про-
пускную способность, чем схемы CS и CP. В рабо-
те [8] на примере двухканальной СМО показано,
что эта политика оптимальна только для симмет-
ричных систем. Там же утверждается, что динами-
ческие схемы распределения БП трудно реализуемы
по сравнению со статическими. Для СМО с конеч-
ной совместно используемой БП и несколькими
очередями пакетов в [15] рассмотрена схема с ди-
намическими индивидуальными потолками, зави-
сящими от числа свободных мест в БП (названная
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FAB — Flow Aware Buffer). Приведены результаты
численного сравнительного анализа схем полного
разделения, полного совместного использования,
динамического совместного использования и FAB
на примерах модели УК в виде параллельных очере-
дейM/G/1/K с ограниченным накопителем. В [16]
сформулирована задача оптимизации общих стои-
мостных затрат (стоимость потери клиента, стои-
мость хранения буфера и эксплуатационные расхо-
ды) СМО типаM/G/1/K с несколькими отпусками
и численно исследовано влияние параметров сис-
темы, таких как размер буфера, продолжительность
отпуска и распределение времени обслуживания,
на показатели производительности и общую стои-
мость затрат. Алгоритм оптимизации схемы СР при
целевой функции дохода, учитывающей среднюю
задержку и вероятность потерь пакетов, предложен
в [14] в рамках модели УК, представленной парал-
лельными СМО типаM/G/1/K. В рамках этой мо-
дели УК доказана унимодальность целевой функ-
ции по объему БП. Аналогичное утверждение для
схемы СР доказано и в случае УК, представленного
параллельными СМО типаG/M/1/K с резервными
каналами [17].

Ниже исследуется задача оптимизации схемы
SMA при стоимостной целевой функции, учитыва-
ющей стоимостные затраты из-за потерь пакетов,
задержки пакетов в очереди и эксплуатации нако-
пителя и приборов.

2 Модель узла коммутации
и постановка задачи

В качестве модели УК рассматривается много-
потоковая и многоканальная СМО с общим на-
копителем (БП) емкости N , на которую посту-
пает n пуассоновских потоков заявок (пакетов)
с интенсивностями λj > 0, j = 1, . . . , n, в которой
к каждому j-му потоку для обслуживания заявок
прикреплена соответствующая j-я линия из sj од-
нотипных приборов (каналов). При этом каждая
заявка может занимать только одно свободное мес-
то (ячейку) в накопителе, на j-линию поступают
только заявки j-потока.

Введем обозначения: kj — число j-заявок в на-
копителе, �k = (k1, . . . , kn)— вектор состояния сис-
темы; �a = (a1, . . . , an), aj ≥ 0, — число закреп-
ленных за j-заявками мест в накопителе (которые
могут занять только j-заявки),

∑n
j=1 aj ≤ N ; L —

число общедоступных мест в накопителе:

L = N −
n∑

j=1

aj ;

KL = {�k : ∑n
j=1 kj ≤ ∑n

j=1 aj + L} — множе-

ство всех возможных состояний системы; �KL
j =

= {�k ∈ KL : kj ≥ aj и
∑n

j=1(kj − aj) = L} —
множество состояний, при которых j-заявка не
допускается в накопитель (теряется); KL

j = {�k ∈
∈ KL : kj < aj или

∑n
j=1(kj − aj)

+ < L} — мно-
жество состояний, при которых j-заявке доступно
место в накопителе, где

(kj − aj)
+ =

{
kj − aj при kj > aj ;

0 при kj ≤ aj .

Согласно введенным обозначениям заявки до-
пускаются в накопитель по схеме SMA [3]: j-заявка
допускается в накопитель, если выполняется усло-
вие �k ∈ KL

j , а при �k ∈ �KL
j отклоняется (теряется).

Каждая поступившая j-заявка занимает одно из
доступных и свободных мест в накопителе и один
свободный прибор в j-линии сразу, если kj < sj,
или после освобождения, если kj ≥ sj, а после
завершения обслуживания покидает систему, осво-
бодив одновременно прибор и место в накопителе.
Время обслуживания j-заявки — экспоненциаль-
ная случайная величина с заданным параметромµj,
j = 1, . . . , n.

Предположим, что j-заявки в первую очередь
занимают закрепленные за ними места и, если есть
общедоступное место, занятое j-заявкой, то осво-
бодившееся от j-заявки закрепленное место ста-
новится общедоступным, а это занятое общедо-
ступное место становится закрепленным. Таким
образом, число закрепленных за каждым потоком
мест остается постоянным. Если вновь поступив-
шая заявка застает все доступные ей места в нако-
пителе занятыми, то она теряется безвозвратно.

Процесс перехода описанной СМО из состо-
яния в состояние — марковский и имеет следующее
распределение стационарных вероятностей состо-
яний [18]:

π�k(L) = π�0(L)

n∏

j=1

Zj(kj) . (1)

Здесь

π�0(L) =

[
∑

�k∈K

n∏

j=1

Zj(kj)

]−1
,

�0 =
{
�k : ki = 0, i = 1, . . . , n

}
;

Zj(kj) =






ρ
kj

j

kj !
, 0 ≤ kj ≤ sj ;

ρ
sj

j

sj !

(
ρj

sj

)kj−sj

, sj < kj ≤ aj + L ,
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где

ρj =
λj

µj
.

В дальнейшем систему рассматриваем только
в стационарном режиме работы и считаем, что зна-
чения параметров aj = sj, j = 1, . . . , n, и являются
постоянными величинами.

В качестве показателя эффективности системы
используется функция предельного дохода в едини-
цу времени, учитывающая плату за обслуживание,
потери из-за ожидания в очереди, отклонения за-
явок и технического обслуживания системы. Счи-
тается, что плату за обслуживание система получа-
ет в момент приема заявки в накопитель. Доход
измеряется в стоимостных единицах и зависит
также от следующих стоимостных параметров:
C0,i ≥ 0— плата, получаемая системой, если посту-
пившая i-заявка будет обслужена системой; C1,i ≥
≥ 0— штраф за отклонение поступившей i-заявки;
C2,i ≥ 0 — штраф за единицу времени ожидания
i-заявки в очереди; C3 ≥ 0 — затраты системы
в единицу времени на техническое обслуживание
одного места в накопителе; C4 ≥ 0 — затраты сис-
темы в единицу времени на техническое обслужи-
вание всех приборов системы.

Доход выражается функцией следующего вида:

Q(L) = λ
∑

�k∈K

π�k(L)q�k , λ =

n∑

j=1

λj ,

где L — переменная величина; q�k — средний до-
ход, получаемый системой за период между сосед-
ними моментами поступления извне заявок, если
в момент поступления в начале периода система
оказалась в состоянии k.

Задача оптимизации объема общедоступных
мест в накопителе сформулирована в виде мате-
матической задачи

L∗ = argmax
L≥0

Q(L) .

3 Метод решения

Введем обозначения:

�KL
j,m =





�k ∈ �KL

j : kj = m ≥ aj ,

n∑

i=1,i6=j

(ki − ai)
+ = L− (m− aj)




 ;

KL
j,m =




�k ∈ KL

j : kj = m,

n∑

i=1,i6=j

(ki − ai)
+ < L− (kj − aj)

+

или kj = m < aj



 ;

π−
j,m(L) =

∑
�k∈KL

j,m
π�k(L) — стационарная ве-

роятность того, что �k ∈ KL
j,m; π+j,m(L) =∑

�k∈ �KL
j,m

π�k(L) — стационарная вероятность того,

что �k ∈ �KL
j,m; πj,m(L) =

(
π−

j,m(L) + π
+
j,m(L)

)
— ста-

ционарная вероятность того, что kj = m; χj(�k) —
функция Хевисайда:

χj(�k) =

{
1, �k ∈ KL

j ;

0, �k ∈ �KL
j ;

dj,m — стоимость средних суммарных потерь из-за
ожидания и отклонения j-заявок за период между
соседними моментами поступления извне заявок,
если в начале периода число j-заявок в накопителе
было равно m.

Теорема 1. Функцию Q(L) можно записать в виде:

Q(L) =
n∑

j=1

[
(λ − λj)Q

+
j (L) + λjQ

−
j (L)

]
−

− C3N − C4 , (2)

где Q+j (L) и Q−
j (L), j = 1, . . . , n, — унимодальные по

L ≥ 0 функции:

Q+j (L) =

aj+L−1∑

m=0

dj,mπ
−
j,m(L) +

aj+L∑

m=0

dj,mπ
+
j,m(L) ;

Q−
j (L) =

aj+L−1∑

m=0

(dj,m+1 + C0,j) π
−
j,m(L) +

+

aj+L∑

m=0

(dj,m − C1,j)π
+
j,m(L) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что для дохо-
да q�k и величин dj,m, j = 1, . . . , n, m = sj − 1, . . .
. . . , aj + L имеет место следующее соотношение:

q�k =





n∑

l=1,
l 6=j

dl,kl
+ dj,m+1 + C0,j −

C3N + C4
λ

,

если извне поступила j-заявка и �k ∈ KL
j,m ;

n∑

l=1

dl,kl
− C1,j −

C3N + C4
λ

, если извне

поступила j-заявка и �k ∈ �KL
j,m.
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Тогда для целевой функции справедливо выра-
жение:

Q(L) = λ
∑

�k∈KL

π�k(L)

n∑

j=1

λj

λ

[
n∑

l=1,
l 6=j

dl,kl
+

+
(
dj,kj+1 + C0,j

)
χj(�k) +

+
(
dj,kj

− C1,j
) [
1− χj(�k)

]
− C3N + C4

λ

]
=

=

n∑

j=1

λj

[
n∑

l=1

al+L∑

m=0

πl,m(L)dl,m −

−
aj+L∑

m=0

πj,m(L)dj,m +

al+L−1∑

m=0

π−
j,m(L)dl,m+1 +

+

aj+L∑

m=0

π+j,m(L)dj,m + C0,j

aj+L−1∑

m=0

π−
j,m(L)−

− C1,j

aj+L∑

m=0

π+j,m(L)

]
− C3N − C4 =

=

n∑

j=1

(λ − λj)

[ aj+L−1∑

m=0

dj,mπ
−
j,m(L) +

+

aj+L∑

m=0

dj,mπ
+
j,m(L)

]
+

+

n∑

j=1

λj

[ aj+L−1∑

m=0

(dj,m+1 + C0,j)π
−
j,m(L) +

+

aj+L∑

m=0

(dj,m − C1,j)π
+
j,m(L)

]
− C3N − C4 .

Следовательно, равенство (2) выполняется.
Приведем аналитические выражения для па-

раметра dj,m. Воспользуемся результатами рабо-
ты [10]. Согласно этой работе (см. вывод форму-
лы (5) в [10]),

dj,m =

=





0 , m ≤ sj ;

− C2,j
2µjsj

[m+1−sj∑

l=1

l(l+ 2sj − 2m− 1)rj,l −

− (m− sj)(m+ 1− sj)
∞∑

l=m+2−sj

rj,l

]
,

sj ≤ m ≤ aj + L ;

dj,m−1, m = aj + L ,

где rj,l — вероятность того, что за период меж-
ду соседними поступлениями заявок на j-линии

завершат обслуживание ровно l заявок при усло-
вии, что в начале периода в очереди не менее l за-
явок:

rj,l = λ

∞∫

0

(µjsjt)
l

l!
e−(µjsj+λ)t dt при l ≥ 0 .

Согласно работе [10], справедливо также соот-
ношение:

dj,m = dj,m+1 −
C2,j
µjsj

m+1−sj∑

l=1

lrj,l −

− C2,j(m+ 1− sj)

µjsj

∞∑

l=m+2−sj

rj,l,

sj ≤ m ≤ aj + L− 1 . (3)

Лемма 1. Для вероятностей π−
j,m(L) и π+j,m(L), j =

= 1, . . . , n, m = sj − 1, . . . , aj + L − 1, справедливы

равенства:

π−
j,m+1(L+ 1) = π

−
j,m(L)Aj(L + 1) ;

π+j,m+1(L+ 1) = π
+
j,m(L)Aj(L + 1) ,

}
(4)

где

Aj(L+1)=
1− Pj,sj−1(L + 1)

1− Pj,sj−2(L)
, Pj,m(L)=

m∑

l=0

πi,j(L).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1) и равенства KL
j,m =

= KL+1
j,m+1 следует

π−
j,m+1(L + 1)− π−

j,m(L) =

= π�0(L+ 1)
ρ

sj

j

sj !

(
ρj

sj

)m+1−sj∑

�k∈KL+1
j,m+1

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)−

− π�0(L)
ρ

sj

j

sj !

(
ρj

sj

)m−sj ∑

�k∈KL
j,m

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj) =

= π�0(L+ 1)π�0(L)
ρ

sj

j

sj !

(
ρj

sj

)m−sj∑

�k∈KL
j,m

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)×

×
[
ρj

sj

[ sj−1∑

m=0

ρm
j

m!

∑

�k∈KL
j,m

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)−

−
ρ

sj

j

sj !

aj+L∑

m=sj

(
ρj

sj

)m−sj ∑

�k∈KL
j,m

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)

]
−

−
sj−1∑

m=0

ρm
j

m!

∑

�k∈KL+1
j,m+1

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj) +

+
ρ

sj

j

sj !

aj+L+1∑

m=sj

(
ρj

sj

)m−sj ∑

�k∈KL+1
j,m+1

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)

]
=
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= π�0(L + 1)
ρ

sj

j

sj !

(
ρj

sj

)m+1−sj

×

×
∑

�k∈KL+1
j,m+1

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)π�0(L)

sj−2∑

m=0

ρm
j

m!
×

×
∑

�k∈KL
j,m

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)− π�0(L)
ρ

sj

j

sj !

(
ρj

sj

)m−sj

×

×
∑

�k∈KL
j,m

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)×

× π�0(L+ 1)

sj−1∑

m=0

ρm
j

m!

∑

�k∈KL+1
j,m+1

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj) =

= π−
j,m+1(L+1)Pj,sj−2(L)−π−

j,m(L)Pj,sj−1(L+1).

Следовательно, первое равенство в (4) выполняет-
ся. Точно так же доказывается второе равенство
в (4).
Лемма 2. Для функций Q+j (L) и Q−

j (L) справедливы

соотношения:

Q−
j (L)−Q−

j (L+ 1) =

= [1−Aj(L+ 1)]
[
Q−

j (L)−G−
j (L)

]
;

Q+j (L)−Q+j (L+ 1) =

= [1−Aj(L+ 1)]
[
Q+j (L)−G+j (L)

]
,





(5)

где

G−
j (L) = C0,j +

C2,j
1−Aj(L+ 1)

[ aj+L∑

m=sj

[
1

λ
−

− 1

µjsj

∞∑

l=m+2−sj

(l −m− 1 + sj)rj,l

]
π−

j,m(L+ 1) +

+

aj+L+1∑

m=sj

[
1

λ
−

− 1

µjsj

∞∑

l=m+1−sj

(l −m+ sj)rj,l

]
π+j,m(L+ 1)

]
;

G+j (L) =
C2,j

1−Aj(L+ 1)

[
aj+L∑

m=sj

[
1

λ
−

− 1

µjsj

∞∑

l=m+1−sj

(l −m+ sj)rj,l

]
π−

j,m(L+ 1) +

+

aj+L+1∑

m=sj

[
1

λ
−

− 1

µjsj

∞∑

l=m+1−sj

(l −m+ sj)rj,l

]
π+j,m(L+ 1)

]
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем первое равенство
в (5). Обозначим –j,m+1 = dj,m+1 − dj,m. Из (2)
и (4) после несложных преобразований получим
равенства:

Q−
j (L)−Q−

j (L+1) =

sj−2∑

m=0

(dj,m+1+C0,j)π
−
j,m(L)−

−
sj−1∑

m=0

(dj,m+1 + C0,j)π
−
j,m(L+ 1) +

+

aj+L−1∑

m=sj−1

(dj,m+1 + C0,j)π
−
j,m(L)−

−
aj+L∑

m=sj

(dj,m+1 + C0,j)π
−
j,m(L + 1) +

+

sj−2∑

m=0

(dj,m − C1,j)π
+
j,m(L)−

−
sj−1∑

m=0

(dj,m − C1,j)π
+
j,m(L+ 1) +

+

aj+L∑

m=sj−1

(dj,m − C1,j)π
+
j,m(L)−

−
aj+L+1∑

m=sj

(dj,m − C1,j)π
+
j,m(L + 1) =

= C0,j
[
Pj,sj−2(L)− Pj,sj−1(L + 1)

]
+

+

aj+L−1∑

m=sj−1

(dj,m+1 + C0,j)π
−
j,m(L)−

−Aj(L+1)

aj+L−1∑

m=sj−1

(dj,m+1+–j,m+2+C0,j)π
−
j,m(L)+

+

aj+L∑

m=sj−1

(dj,m − C1,j)π
+
j,m(L)−

−Aj(L+1)

aj+L∑

m=sj−1

(dj,m+–j,m+1−C1,j)π
+
j,m(L) =

= −C0,j[1−Aj(L+ 1)] + [1−Aj(L + 1)]Q
−
j (L)−

−Aj(L+ 1)

aj+L−1∑

m=sj−1

–j,m+2π
−
j,m(L)−

−Aj(L+ 1)

aj+L∑

m=sj−1

–j,m+1π
+
j,m(L) =

= [1−Aj(L+ 1)]

[
Q−

j (L)− C0,j −
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− 1

1−Aj(L+ 1)

[ aj+L∑

m=sj

–j,m+1π
−
j,m(L+ 1) +

+

aj+L+1∑

m=sj

–j,mπ
+
j,m(L+ 1)

]]
.

Применив формулу (3), получим

Q−
j (L)−Q−

j (L+ 1) = [1−Aj(L+ 1)]

[
Q−

j (L)−

− C0,j −
C2,j

1−Aj(L+ 1)

[
aj+L∑

m=sj

[
1

λ
−

− 1

µjsj

∞∑

l=m+2−sj

(l −m− 1 + sj)rj,l

]
π−

j,m(L+ 1) +

+

aj+L+1∑

m=sj

[
1

λ
−

− 1

µjsj

∞∑

l=m+1−sj

(l −m+ sj)rj,l

]
π+j,m(L+ 1)

]]
. (6)

Следовательно, первое равенство в (5) выпол-
няется. Точно так же для второго равенства в (5)
получим:

Q+j (L)−Q+j (L + 1) = [1−Aj(L + 1)[

[
Q+j (L)−

− C2,j
1−Aj(L + 1)

[ aj+L∑

m=sj

[
1

λ
−

− 1

µjsj

∞∑

l=m+1−sj

(l −m+ sj)rj,l

]
π−

j,m(L+ 1) +

+

aj+L+1∑

m=sj

[
1

λ
−

− 1

µjsj

∞∑

l=m+1−sj

(l −m+ sj)rj,l

]
π+j,m(L+ 1)

]]
. (7)

Следовательно, выполняется и второе равенство
в (5).

Лемма 3. ФункцииG−
j (L)иG

+
j (L)— невозрастающие

функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обратим внимание на то, что
сумма во внешней квадратной скобке в (6) выра-
жает среднее время нахождения j-линии в состо-
янии с полностью занятыми приборами за период
между соседними поступлениями заявок в систе-
ме с общедоступными местами в количестве L + 1
при условии, что поступившая извне заявка при-
надлежит j-потоку, а сумма во внешней квадратной
скобке в (7) выражает то же самое для j-линии при

условии, что поступившая заявка не принадлежит
j-потоку. Поэтому, очевидно, выражения в указан-
ных скобках — возрастающие по L функции.

Рассмотрим разность

Aj(L+ 2)−Aj(L+ 1) =

=
1− Pj,sj−1(L+ 2)

1− Pj,sj−2(L+ 1)
− 1− Pj,sj−1(L+ 1)

1− Pj,sj−2(L)
. (8)

Справедливы равенства:

π�0(L + 1)

π�0(L + 2)
[1− Pj,sj−1(L+ 2)][1− Pj,sj−2(L)] =

=
π�0(L)

π�0(L+ 1)
[1− Pj,sj−1(L + 1)]

2 =

=

[
∑

�k∈KL+1
j,sj

∪ �KL+1
j,sj

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj) +

+

aj+L+1∑

m=sj+1

(
ρj

sj

)m−sj ∑

�k∈KL+1
j,m ∪ �KL+1

j,m

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)

]
×

×
[
∑

�k∈KL+2
j,sj

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj) +

+

aj+L+2∑

m=sj+1

(
ρj

sj

)m−sj ∑

�k∈KL+2
j,m ∪ �KL+2

j,m

n∏

l=1,
l 6=j

Zj(kj)

]
.

Отсюда следует, что знак разности (8) совпа-
дает со знаком разности π�0(L+ 2)/π�0(L + 1) −
− π�0(L + 1)/π�0(L).

Для рассматриваемой системы в случае накопи-
теля с (L + 1) общедоступными местами величина
π�0(L+1)/π�0(L)— вероятность того, что в накопите-
ле есть хотя бы одно свободное место, и, очевидно,
эта величина с увеличением L возрастает. Отсюда
следует, что указанная выше разность для всехL ≥ 0
является положительной величиной. Следователь-
но, G−

j (L) — невозрастающая функция. Точно так

же доказывается лемма и в случае функции G+j (L).

Из лемм 1 и 2 следует, что функции Q−
j (L)

и Q+j (L) удовлетворяют всем условиям теоремы
в работе [19], откуда вытекает справедливость
утверждений теоремы 1 об унимодальности функ-
ций Q−

j (L) и Q+j (L). Следовательно, теорема 1
доказана.

Следствие 1. Пусть L−
j и L+j — точки максимума

соответствующих функций Q−
j (L) и Q+j (L), j =

= 1, . . . , n. Тогда значение L∗ — точка глобального
максимума функции D(L) — удовлетворяет усло-
вию: L∗

1 ≤ L∗ ≤ L∗
2, где L∗

1 = min{L−
j , L

+
j , j =

= 1, . . . , n}; L∗
2 = max{L−

j , L
+
j , j = 1, . . . , n}.
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Зависимость Fj(L) от L: 1 — Q(L); 2 — F1(L); 3 —
F2(L) = F3(L); 4 — максимальные значения функций
Fj(L) и Q(L)

В частности, при одинаковых для всех j = 1, . . . , n
значениях величин µj, λj, sj и aj функция Q(L)
унимодальна.

На рисунке приведены графики функций Q(L)
и Fj(L) = (1 − λj/λ)Q

+
j (L) + (λj/λ)Q

−
j (L), j =

= 1, 2, 3, демонстрирующие результаты теоремы 1,
при следующих параметрах: λ1 = 3; λ2 = λ3 = 3/2;
µ = 2; s1 = s2 = s3 = 2; C0 = 20; C0j = 20;
C1j = 10; C2j = 3; C3 = 0; C4 = 0,01.

4 Заключение

Основной результат статьи — доказательство
утверждения о том, что функция дохода рассмот-
ренной СМО представляет собой линейную комби-
нацию унимодальных функций. Практическая важ-
ность результата заключается в том, что для такой
функции границами области, где гарантированно
лежит точка глобального максимума, служат ми-
нимальное и максимальное значения на множестве
глобальных максимумов указанных унимодальных
функций.

Для рассмотренной СМО аналогично теореме 1
доказывается также следующее утверждение: в слу-
чае схемы CP (схема SMA при L = 0) если N —
фиксированная величина, а aj — переменные ве-
личины, j = 1, . . . , n, то функция дохода есть сумма∑n

j=1 fj(aj) унимодальных на отрезке [1, N ] функ-
ций fj(aj) таких, что fj(aj) — выпуклая по aj на
соответствующем отрезке [1, a∗j ], где (a∗1, . . . , a

∗
n) —

точка глобального максимума функции дохода на
множестве наборов (a1, . . . , an),

∑n
j=1 aj ≤ N , aj >

> 0, j = 1, . . . , n. Из этого утверждения следует
простое правило поиска точки глобального макси-
мума функции дохода при схеме СР: пока

∑n
j=1 aj <

< N последовательно на каждом шаге увеличиваем

на 1 одну из переменных aj с индексом j∗ таким,
что приращение

fj∗ (aj∗ + 1)− fj∗ (aj∗) =

= max
j

{fj (aj + 1)− fj (aj) > 0 , j = 1, . . . , n} .

Результаты работы могут быть использованы
при разработке и эксплуатации информационных
и производственных потоковых систем с накопи-
телями ограниченной емкости для повышения их
эффективности.
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Abstract: The buffer of the packet switching node shared by several output communication lines is considered.
Sharing buffer memory by multiple users reduces the amount of memory needed to meet latency requirements and
the likelihood of packet loss. However, there is a problem of allocating buffer memory between different users,
since individual users, having occupied all the memory, can restrict (or close) access to communication lines to
other users which can significantly reduce the performance of the switching node as a whole. There are many
different buffer memory allocation schemes, one of which, called SMA (Sharing with Minimum Allocation), is
being investigated in this paper in order to reduce the costs associated with packet rejection and delay and the
operation of the drive and communication lines. A multithreaded queuing system with parallel devices of the
M/M/s/K type with a buffer shared according to the SMA scheme with a fixed number of storage locations
reserved for each device is used as a model of the switching node. The mathematical formulation of the problem of
optimizing the SMA scheme in terms of the volume of publicly accessible buffer locations is formulated in order to
minimize system losses arising from rejection of applications, delay of applications in the queue, and operation of
the buffer and devices. The theorem on the boundaries of the domain containing the point of the global optimum
is proved. A number of statements are also given which are the consequences of the theorem about the point of the
global optimum of the objective function for other models of the switching node and special cases of SMA.
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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ И ПРЕДЕЛЬНЫХ

ХАРАКТЕРИСТИКАХ ДЛЯ ОДНОГО ОБОБЩЕННОГО

ПРОЦЕССА РОЖДЕНИЯ И ГИБЕЛИ

И. А. Усов1, Я. А. Сатин2, А. И. Зейфман3

Аннотация: Рассмотрена система обслуживания с одним сервером и разными вариантами ремонта
и отказов, число требований в которой описывается неоднородным обобщенным процессом рожде-
ния и гибели (ПРГ) (т. е. процессом, в котором интенсивности переходов не константы, а функции
времени). Для обоснованного нахождения предельных вероятностных характеристик системы изучается
скорость сходимости к ним (т. е. скорость, с которой «забываются» начальные условия системы). Для
исследования скорости сходимости к предельному режиму применен недавно разработанный вариант
подхода, основанного на понятии логарифмической нормы операторной функции, соответствующей
оценке нормы матрицы Коши, а также модернизированного специального преобразования прямой сис-
темы Колмогорова. Рассмотрен численный пример, в котором детально показано получение оценок
скорости сходимости и основанное на этих оценках построение некоторых предельных характеристик
модели.

Ключевые слова: обобщенный процесс рождения и гибели; скорость сходимости; эргодичность; лога-
рифмическая норма; системы массового обслуживания
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1 Введение
Изучение обобщенных ПРГ играет важную роль

в сложных телекоммуникационных системах, био-
логии и радиотехнике. В современной разработке
программного обеспечения все чаще применяет-
ся микросервисная архитектура и облачная инфра-
структура, где прием и обслуживание запросов име-
ют свои особенности и очереди.

Обобщенные ПРГ имеют различные приложе-
ния, например при моделировании систем сбор-
ки на заказ [1], производственных линий [2],
беспроводных сетей [3]. Ранее многие исследо-
ватели изучали многосерверные системы с отка-
зами и ремонтами [4–8], а проблемами теории
надежности и исследованием некоторых систем
массового обслуживания (СМО) активно занима-
лись отечественные авторы (см., например, рабо-
ты [9–11]).

В [12] была рассмотрена модель с различными
вариантами ремонта и использован матрично-ана-
литический метод для получения стационарной ве-
роятности и исследования различных показателей
эффективности системы.

При исследовании СМО, число требований
в которых описывается неоднородной марковской

цепью с непрерывным временем, очень важную
роль играют предельные вероятностные характе-
ристики (в однородном случае этому соответствует
стационарное распределение). Для обоснованного
их построения необходимо оценить скорость схо-
димости к предельному режиму. Основные мето-
ды, позволяющие получить такие оценки, описаны
в [13]. Однако для обобщенных ПРГ эти методы
применить не удается.

В данной статье рассмотрен метод, основанный
на понятии логарифмической нормы и использова-
нии матрицы C(t) для перехода к редуцированной
прямой системе Колмогорова в форме

dz(t)

dt
=W (t)z (t)

при t ≥ 0 (подробнее см. в разд. 4). Данный метод
без подробностей был описан в работе [14], а в ра-
боте [15] была впервые показана возможность его
применения к обобщенному ПРГ, описывающему
один класс суперкомпьютерных систем. Подроб-
ное описание данного подхода было сделано в [16].
В недавней работе [17] с помощью этого метода
была исследована модель массового обслуживания
PH/M/1 с одним сервером.
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Модель, исследуемая в текущей работе, в од-
нородном случае была введена и изучена в [18].
С помощью метода Лапласа–Стилтьеса были по-
лучены оценки для различных показателей надеж-
ности системы и исследованы частные случаи.

В настоящей работе исследован нестационар-
ный случай (т. е. ситуация, в которой интенсив-
ности процесса, описывающего число требований
в системе, зависят от времени), получена оценка
скорости сходимости к предельному режиму и рас-
смотрен численный пример.

2 Основные понятия
Обозначим через ‖ · ‖ l1-норму вектора, ‖x‖ =

=
∑ |xi|, ‖H‖ = supj

∑
i≥0 |hij |, если H =

= (hij)
∞
i,j=0, и обозначим через Ÿ множество всех

векторов из l1 с неотрицательными координатами
и единичной нормой. Пусть A(t) = (aij(t))

∞
i,j=0 —

транспонированная матрица интенсивностей пе-
реходов некоторого марковского процесса, причем
|αii| < L < ∞ при всех i и почти всех t ≥ 0. Тогда
имеем

‖A(t)‖ = 2 sup
i

|aii (t)| ≤ 2L

почти для всех t ≥ 0.
Можем рассматривать прямую систему Колмо-

горова
dp(t)

dt
= A(t)p(t)

как дифференциальное уравнение в пространстве
последовательностей l1, где A (t) — ограниченный
почти для всех t ≥ 0 линейный оператор из l1 в себя.

Напомним, что марковская цепь X (t) называ-
ется слабо эргодичной, если

lim
t→∞

∥∥p1 (t)− p2 (t)
∥∥ = 0

для любых начальных условий

p1 (0) = p1 ∈ Ÿ, p2 (0) = p2 ∈ Ÿ ,
где p1(t) и p2(t) — это решения прямой систе-
мы Колмогорова, описывающей некоторый мар-
ковский процесс.

Напомним также, что логарифмическая норма
операторной функции в l1 вычисляется по формуле:

γ (H (t))1 = sup
i



hii (t) +
∑

j 6=i

|hji (t) |



 .

Оператор Коши соответствующего дифференци-
ального уравнения

dx(t)

dt
= H(t)x(t)

имеет вид:

U (t, s) = I +

t∫

s

H(t1) dt1 +

+

t∫

s

H(t1)

t1∫

s

H(t2) dt2dt1 + · · · ,

и справедлива следующая оценка (подробнее см.
в [19]):

‖U (t, s) ‖ ≤ e
∫

t

s
γ(H(τ)) dτ .

3 Описание модели

Рассмотрим классическую СМО с конечным
числом источников, т. е. из N приборов и одно-
го сервера. Каждый прибор подвержен поломкам
по независимому пуассоновскому процессу с ин-
тенсивностью λ(t). Когда прибор ломается, заявка
немедленно обслуживается сервером, если сервер
доступен. В противном случае аварийные приборы
должны ждать в очереди на обслуживание сервером.

Будем предполагать, что время обслуживания
для аварийного прибора имеет экспоненциальное
распределение с интенсивностью µ(t). Сервер мо-
жет выйти из строя в любой момент, время до отказа
имеет экспоненциальное распределение с разными
вариантами отказов: ζ1(t) — в простое и ζ2(t) — во
время занятости. Когда сервер выходит из строя,
он отправляется в ремонт, а время ремонта имеет
экспоненциальное распределение; η1(t) — интен-
сивность ремонта, когда все приборы исправны,
и η2(t) — когда хотя бы один прибор вышел из
строя. Все интенсивности предполагаются неотри-
цательными, локально интегрируемыми на [0,∞),
детерминированными функциями времени.

Рассмотрим двумерный марковский процесс
(X(t), Y (t)), где X(t) — число доступных серве-
ров в момент времени t, Y (t) — число аварийных
приборов в момент времени t, его пространство
состояний есть {(i, j)|i = 0, 1; j = 0, 1, 2, . . . , N}.

Обозначим через pi,j(t) вероятность того, что
система находится в состоянии (i, j) при t ≥ 0.
Тогда

dp0,0(t)

dt
= p1,0(t)ζ1(t)− p0,0(t) (η1(t) +Nλ(t)) ;

dp1,0(t)

dt
= p0,0(t)η1(t)− p1,0(t) (ζ1(t) +Nλ(t)) +

+ p1,1(t)µ(t);

dp0,j(t)

dt
= p1,j(t)ζ2(t)− p0,j(t)(η2(t) +

+ (N − j)λ(t)) + p0,j−1(t)(N − j + 1)λ(t),

0 < j < N ;
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dp1,j(t)

dt
= p0,j(t)η2(t)− p0,j(t)(ζ2(t) +

+ (N − j)λ(t)) + p1,j−1(t)(N − j + 1)λ(t) +

+ p1,j+1µ(t), 0 < j < N ;

dp0,N(t)

dt
= p1,N(t)ζ2(t)− p0,N (t)η2(t) +

+ p0,N−1(t)λ(t);

dp1,N(t)

dt
= p0,N(t)η2(t)− p1,N (t)(ζ2(t) + µ(t)) +

+ p0,N−1(t)λ(t).

Будем считать, что состояния имеют сле-
дующий порядок: {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), . . .
. . . , (0, N), (1, N)}, а соответствующий одномерный
процесс обозначим χ(t). Тогда p(t) = (p0,0(t),
p1,0(t), p0,1(t), p1,1(t), . . . , p0,N(t), p1,N (t))

T — вектор
распределения вероятностей состояний χ(t) в мо-
мент времени t, а его матрица интенсивностейQ(t)
представима в следующем виде:

Q =




A0(t) C0(t) 0 · · · 0

B1(t) A1(t) C1(t) · · · 0

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...

0
. . . BN−1(t) AN−1(t) CN−1(t)

0 · · · 0 BN(t) AN (t)




,

где

B1(t) = · · · = BN (t) =

(
0 0
0 µ(t)

)
;

Cj(t) =

(
(N − j)λ(t) 0

0 (N − j)λ(t)

)
,

j = 0, 1, . . . , N − 1;

A0(t) =

(
−η1(t)−Nλ(t) η1(t)

−ζ1(t) −ζ1(t)−Nλ(t)

)
;

Aj(t) =

=

(
−η2(t)−(N − j)λ(t) η2(t)

−ζ2(t) −ζ2(t)−µ(t)−(N−j)λ(t)

)
,

j = 0, 1, . . . , N − 1;

AN (t) =

(
−η2(t) η2(t)
ζ2(t) −ζ2(t)− µ(t)

)
.

Процесс χ(t) описывается прямой системой
Колмогорова

dp(t)

dt
= A(t)p(t), (1)

где матрицаA(t) = QT(t).

4 Оценки скорости сходимости
Для получения оценки скорости сходимости

к предельному режиму будем использовать под-
ход из [16]. Пусть p∗(t) и p∗∗(t) — решения пря-
мой системы Колмогорова (1) с соответствующими
(различными) начальными условиями p∗(0) ∈ Ÿ
и p∗∗(0) ∈ Ÿ. Тогда их разность z(t) = p∗(t)−p∗∗(t)
также будет решением системы (1), но при этом
сумма всех координат вектора z(t) равна нулю при
всех t ≥ 0, ∑i≥0 zi(t) = 0. Пусть c(t) — некоторая
положительная при всех t ≥ 0 функция. Вычтем из
правой части уравнения

z′0(t) =
∑

j≥0

a0j(t)zj(t)

выражение
c(t)

∑

j≥0

zj(t) = 0 .

Запишем получившуюся при этом систему в виде:

dz(t)

dt
=W (t)z (t) , t ≥ 0 ,

где W (t) = A (t) − C (t) и у матрицы C(t) нулевая
строка состоит из элементов c(t), а все остальные
строки состоят из нулей.

Рассмотрим последовательность положитель-
ных чисел dk при 0 ≤ k ≤ K и диагональную
матрицу

D = diag (d0, d1, d2, . . . , dK) ,

где K = 2N + 1. Обозначим

‖z(t)‖1D = ‖Dz(t)‖1.

Теорема 1. Пусть существует последовательность

положительных чисел dk, 0 ≤ k ≤ K, и функция c(t)
при t > 0, такая что c(t) ≤ ζ1(t). Тогда процесс,

описывающий число требований в системе, слабо эр-

годичен и справедливо следующее неравенство:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 2maxk dk

mink dk
e−

∫
t

0
β∗(τ)dτ

для любых начальных условий p∗(0),p∗∗(0) и β∗(t) =
= mink ak(t), если ak(t) > 0, 0 ≤ k ≤ K.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим

γ (W (t))1D = γ
(
DW (t)D−1

)
=

= min
i


|wii(t)|+

∑

j 6=i

dj

di
|wji(t)|


 = −β∗(t),

где матрицу DW (t)D−1 можно записать в следу-
ющем виде:
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DW (t)D−1 =

=




−Nλ(t)− η1(t)− c(t)
d0
d1
(ζ1(t)− c(t)) −d0

d2
c(t) −d0

d3
c(t)

d1
d0
η1(t) −Nλ(t)− ζ1(t) 0

d1
d3
µ(t)

d2
d0
N λ(t) 0 −λ(t)(N − 1)− η2(t)

d2
d3
ζ2(t)

0
d3
d1
Nλ(t)

d3
d2
η2(t) −µ(t)− λ(t)(N − 1)− ζ2(t)

0 0
d4
d2
λ(t)(N − 1) 0

[10.0pt]0 0 0
d5
d3
λ(t)(N − 1)

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

...
...

...
...

0 0 0 0

−d0
d4
c(t) −d0

d5
c(t) · · · − d0

dK−1
c(t) − d0

dK
c(t)

0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0

0
d3
d5
µ(t) · · · 0 0

−λ(t)(N − 2)− η2(t)
d4
d5
ζ2(t) · · · 0 0

d5
d4
η2(t) −µ(t)− λ(t)(N − 2)− ζ2(t) · · · 0 0

d6
d4
λ(t)(N − 2) 0 · · · 0 0

0
d7
d5
λ(t)(N − 2) · · · 0 0

0 0 · · · 0
dK−2

dK
µ

...
...

. . . −η2
dK−1

dK
ζ2(t)

0 0 · · · dK

dK−1
η2 −µ− ζ2(t)




;
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β∗(t) = minαk, где
αk (t) =

=






(
1− d2

d0

)
Nλ(t)+

(
1− d1

d0

)
η1(t)+c(t),

k = 0;(
1− d3

d1

)
Nλ(t)+

(
1− d0

d1

)
ζ1(t)+c(t),

k = 1;(
1− dk+2

dk

)(
N− k

2

)
λ(t)+

+

(
1− dk+1

dk

)
η2(t)−c(t)

d0
dk
,

k — четное, 2 ≤ k ≤ 2N ;
(
1− dk+2

dk

)(
N− k − 1

2

)
λ(t)+

+

(
1− dk−2

dk

)
µ(t)+

(
1− dk−1

dk

)
ζ2(t)−

−c(t)d0
dk
, k — нечетное, 3 ≤ k ≤ 2N + 1.

(2)

Выберем положительные числа a и b такие, что
a > b, и последовательность dk при 0 ≤ k ≤ K
следующим образом:

dk =





1, k = 0;
k

2
+ a, k — четное, 2 ≤ k ≤ 2N, a > 0;

k − 1
2
+ b, k — нечетное, 1 ≤ k ≤ 2N + 1,

b > 0.

Подставляем данную последовательность в (2)
и получаем:

αk (t) =

=





(1− (1 + a))Nλ(t) + (1− b) η1(t) + c(t),

k = 0;(
1− 1 + b

b

)
Nλ(t)+

(
1− 1

b

)
ζ1(t)+c(t),

k = 1;(
1− k + 2a+ 2

k + 2a

)(
N − k

2

)
λ(t) +

+

(
1− k + 2b

k + 2a

)
η2(t)− c(t)

2

k + 2a
,

k — четное, 2 ≤ k ≤ 2N ;(
1− k + 2b+ 1

k + 2b− 1

)(
N − k − 1

2

)
λ(t) +

+

(
1− k + 2b− 3

k + 2b− 1

)
µ(t) +

+

(
1− k + 2a− 1

k + 2b− 1

)
ζ2(t)−c(t)

2

k + 2b− 1 ,

k — нечетное, 3 ≤ k ≤ 2N + 1.

(3)

Заметим, что ‖D‖ = maxk dk; ‖D−1‖ =
= 1/(mink dk). Таким образом, получаем

‖z(t)‖1D ≤ max
k

dk‖z(t)‖1;

‖z(t)‖1 ≤
1

mink dk
‖z(t)‖1D;

‖z∗(t)− z∗∗(t)‖1D ≤ e−
∫

t

0
β∗(τ) dτ‖z∗(0)− z∗∗(0)‖1D,

откуда и следует утверждение теоремы.

5 Численный пример

В качестве иллюстрации полученных результа-
тов рассмотрим получение оценки скорости схо-
димости, позволяющей провести построение пре-
дельных вероятностных характеристик в случае
периодических интенсивностей (с периодом 1).

В данном примере будем полагать, что a > b
и a = 4, b = 3, N = 25, K = 51, а интенсивности
имеют вид:

λ(t) = 0,3 + 0,1 sin(2πt);

µ(t) = 850 + 4,5 cos(2πt);

ζ1(t) = 75 + 0,1 cos(2πt);

ζ2(t) = 1 + 0,1 cos(2πt);

η1(t) = 6 + sin(2πt);

η2(t) = 750 + cos(2πt);

c(t) = ζ1(t).

Последовательность dk выберем следующим
образом:

dk (t)=






1, k = 0;
k

2
+ 4, k — четное, 2 ≤ k ≤ 2N ;

k − 1
2
+ 3, k — нечетное, 1 ≤ k ≤ 2N+1 .

Теперь подставим последовательность dk, числа N ,
a, b и заданные функции интенсивностей в (3) и по-
лучим:

αk (t) =

=





−4Nλ(t)− 2η1(t) + c(t), k = 0;(
1− 4
3

)
Nλ(t) +

(
1− 1
3

)
ζ1(t) + c(t),

k = 1;(
1− k + 10

k + 8

)(
N − k

2

)
λ(t) +

+

(
1− k + 6

k + 8

)
η2(t)− c(t)

2

k + 8
,

k — четное, 2 ≤ k ≤ 2N ;(
1− k + 7

k + 5

)(
N − k − 1

2

)
λ(t) +

+

(
1− k + 3

k + 5

)
µ(t) +

(
1− k + 7

k + 5

)
ζ2(t)−

− c(t)
2

k + 5
, k — нечетное,

3 ≤ k ≤ 2N + 1,

≥
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≥






−4Nλ(t)− 2η1(t) + c(t), k = 0;

−1
3
Nλ(t) +

2

3
ζ1(t) + c(t), k = 1;

1

5
(N − 1)λ(t) +

(
1− 2N + 6
2N + 8

)
η2(t)−

− 1
5
c(t), k — четное, 2 ≤ k ≤ 2N ;

1

4
(N − 1)λ(t) +

(
1− 2N + 4
2N + 6

)
µ(t)−

− 1
4
ζ2(t)−

1

4
c(t), k — нечетное,

3 ≤ k ≤ 2N + 1.

Таким образом, окончательно получаем:

αk (t) =






20,99, k = 0;

121,65, k = 1;

8,941, k — четное, 2 ≤ k ≤ 2N ;
8,947, k — нечетное, 2 ≤ k ≤ 2N + 1 ;

β∗(t) = min
k
(αk) = 8,941.

Из теоремы 1 следует оценка скорости сходи-
мости:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 58e−8,941t. (4)

Далее, применяя метод Рунге–Кутта четвер-
того порядка, численно решаем прямую систему
Колмогорова, описывающую данный марковский
процесс, с заданными функциями интенсивностей
и строим следующие графики:

– на рис. 1, а представлен график вероятности
пустой СМО при χ(0) = 0 (1) и 52 (2) и t ∈ [0, 4].
Заметим, что кривые на графике сходятся до-
статочно быстро;

– на рис. 1, б проиллюстрировано поведение кри-
вых (вероятности пустой СМО) на t ∈ [4, 5];

– на рис. 2, а представлен график вероятности
p1(t) при χ(0) = 0 (1) и 52 (2) и t ∈ [0, 4]. Так-
же заметим, что кривые на графике сходятся
достаточно быстро;

– на рис. 2, б проиллюстрировано поведение кри-
вых (вероятности p1(t)) на t ∈ [4, 5].

Рис. 1 Вероятность пустой СМО для t ∈ [0, 4] (а) и t ∈ [4, 5] (б): 1 — χ(0) = 0; 2 —χ(0) = 52

Рис. 2 Вероятность p1(t) для t ∈ [0, 4] (а) и t ∈ [4, 5] (б): 1 — χ(0) = 0; 2 — χ(0) = 52
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6 Заключение
В данной работе сформулирована и доказана

теорема, позволяющая получать оценки скорости
сходимости к предельному режиму неоднородного
обобщенного ПРГ. Для исследования данной моде-
ли методы треугольного и диагональных преобра-
зований не применимы, а метод дифференциаль-
ных неравенств трудоемок, поэтому был применен
метод, основанный на понятии логарифмической
нормы операторной функции. Также был рассмот-
рен численный пример, в котором была получена
оценка скорости сходимости и построены соответ-
ствующие графики. Точность оценки зависит от
выбора последовательности dk. Данным методом,
по-видимому, можно получать оценки предельных
характеристик для моделей M/PH/c или PH/PH/c,
что может стать предметом дальнейших исследова-
ний.
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МЕТОД ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ

ГАММА-ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

ПО ВЫБОРКЕ СО СЛАБО ЗАВИСИМЫМИ КОМПОНЕНТАМИ∗

А. А. Кудрявцев1, О. В. Шестаков2

Аннотация: Доказывается асимптотическая нормальность оценок параметров гамма-экспоненциального
распределения, полученных при помощи модифицированного метода моментов, в случае слабой за-
висимости компонент выборки. Для оценок параметров изгиба и масштаба гамма-экспоненциального
распределения при фиксированных параметрах формы и концентрации доказана центральная предельная
теорема в случае, когда максимальный коэффициент корреляции между элементами выборки стремится
к нулю. Метод доказательства основан на исследовании спектральной плотности выборки и результатах
теории стационарных случайных последовательностей. Результаты статьи могут быть использованы для
обоснования асимптотической нормальности оценок параметров дигамма-распределения, к частным
видам которого относятся обобщенное гамма-распределение и обобщенное бета-распределение второго
рода, возникающие при описании процессов, для моделирования которых используются распределения
с неотрицательным неограниченным носителем.

Ключевые слова: слабая зависимость; оценивание параметров; гамма-экспоненциальное распределение;
смешанные распределения; метод моментов; асимптотическая нормальность
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1 Введение

Подавляющее большинство моделей, использу-
ющихся для описания случайных характеристик,
имеющих непрерывные неотрицательные носите-
ли, оперируют распределениями из гамма- и бета-
классов. При этом необходимо возникает задача
статистического оценивания неизвестных парамет-
ров применяемого распределения. В статье рас-
сматривается предложенное в [1] распределение,
тесно связанное как с обобщенным гамма-распре-
делением [2, 3], так и с обобщенным бета-распре-
делением второго рода [4].

Определение. Будем говорить, что случайная вели-
чина ζ имеет гамма-экспоненциальное распределе-
ние GE(r, ν, s, t, δ) с параметрами изгиба 0 ≤ r < 1,
формы ν 6= 0, концентрации s, t > 0 и масшта-
ба δ > 0, если ее плотность при x > 0 задается
соотношением

gE(x) =
|ν|xtν−1

δtν•(s)•(t)
Ger, tr+s

(
−
(
x

δ

)ν)
, (1)

где E = (r, ν, s, t, δ); Geα, β(x) — гамма-экспонен-
циальная функция [5]:

Geα,β(x) =

∞∑

k=0

xk

k!
•(αk + β),

x ∈ R , 0 ≤ α < 1 , β > 0 . (2)

В работе [1] было показано, что распределе-
ние (1) адекватно описывает байесовские модели
баланса [6]. Это прежде всего вызвано тем, что
распределение с плотностью (1) может быть пред-
ставлено как масштабная смесь двух случайных ве-
личин, имеющих обобщенное гамма-распределе-
ние [1].

Проблема оценивания параметров обобщенно-
го гамма-распределения, его частных видов и сме-
сей имеет богатую историю и до сих пор актуаль-
на [7–10].

Ввиду представления плотности gE(x) в терми-
нах специальной гамма-экспоненциальной функ-
ции (2) метод максимального правдоподобия пред-
ставляется затруднительным. То же можно сказать
и о прямом методе моментов. По этой причине
в работе [11] было предложено оценивать парамет-
ры гамма-экспоненциального распределения при
помощи модифицированного метода, основанного
на логарифмических моментах.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 22-11-00212).
1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;

Московский центр фундаментальной и прикладной математики, aakudryavtsev@cs.msu.ru
2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;

Московский центр фундаментальной и прикладной математики; Федеральный исследовательский центр «Информатика и управле-
ние» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.ru
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Метод оценивания параметров распределения по выборке со слабо зависимыми компонентами

Кроме того, в ряде задач приходится рассмат-
ривать выборку из зависимых компонент. Такие
ситуации возникают, например, при анализе раз-
личных геофизических процессов и анализе помех
в коммуникационных каналах.

Пусть {Xi}i∈Z — стационарная в строгом смыс-
ле последовательность случайных величин, опре-
деленных на одном вероятностном пространст-
ве (Ÿ,F,P), и Fm

k — σ-алгебра, порожденная
случайными величинами Xi, k ≤ i ≤ m. Обо-
значим через L2(Fm

k ) совокупность всех Fm
k -изме-

римых случайных величин с конечными вторыми
моментами. Определим максимальный коэффици-
ент корреляции:

ρ(n) = sup
f,g

|corr(f, g)| ,

f ∈ L2(F0−∞), g ∈ L2(F∞
n ), n > 0 .

Условие ρ(n) −→ 0 при n → ∞ означает ослабе-
вание зависимости в последовательности {Xi}i∈Z

между «прошлым» и «будущим».
В статье показывается асимптотическая нор-

мальность оценок параметров гамма-экспоненци-
ального распределения, полученных при помощи
модифицированного метода моментов. При этом
предполагается, что компоненты выборки, по ко-
торой строятся оценки, слабо зависимы.

2 Структурные характеристики
распределения выборки

В дальнейших рассуждениях понадобятся сле-
дующие моментные характеристики гамма-экспо-
ненциального распределения (1), полученные в ра-
боте [11]:

µ1 ≡ E ln ζ =
ν ln δ + ψ(t)− rψ(s)

ν
;

µ2 ≡ E ln2 ζ =
[ν ln δ + ψ(t) − rψ(s)]

2

ν2
+

+
ψ′(t) + r2ψ′(s)

ν2
.





(3)

Обозначим

Rk,l(m) = cov
(
lnk Xn, ln

lXn+m

)
=

= E lnk Xn ln
l Xn+m − µkµl, k, l = 1, 2.

Всюду далее предполагается, что ряд
∑∞

n=1 ρ(n)
сходится. В этом случае существует положительно
полуопределенная спектральная матрица [12, 13]

›λ = 2π

(
f1,1(λ) f1,2(λ)

f1,2(λ) f2,2(λ)

)
, (4)

где

fk,l(λ) =
1

2π

∑

m

e−imλRk,l(m), k, l = 1, 2 ,

непрерывны и ограничены. Ввиду четностиRk,l(m)

fk,l(λ) =
1

2π

∑

m

e−imλRk,l(m) =

=
1

2π

∑

m

eimλRk,l(m) =
1

2π

∑

m

cos(mλ)Rk,l(m) =

=
1

2π

(
Rk,l(0) + 2

∞∑

m=1

cos(mλ)Rk,l(m)

)
.

3 Оценки параметров
гамма-экспоненциального
распределения

Введем обозначение для выборочных логариф-
мических моментов случайной величины ζ:

Lk(X) =
1

n

n∑

i=1

lnk Xi,

где X = (X1, . . . , Xn) — выборка из распределения
ζ ∼ GE(r, ν, s, t, δ).

Метод построения рассматриваемых оценок
основан на решении системы уравнений

µk = Lk(X), k = 1, 2 ,

причем предполагается, что параметры формы ν
и концентрации s и t фиксированы.

Приведем известные оценки параметров изги-
ба r и масштаба δ гамма-экспоненциального рас-
пределения. Для этого введем в рассмотрение ди-
гамма-функцию ψ(z) = •′(z)/•(z) и функции

R(l1, l2) =

√
ν2(l2 − l21)− ψ′(t)

ψ′(s)
;

D(l1, l2) = exp




l1−
ψ(t)

ν
+

+
ψ(s)

ν

√
ν2(l2 − l21)− ψ′(t)

ψ′(s)




 .





(5)

В силу состоятельности выборочных логариф-
мических моментов для оценок параметров r и δ,
полученных в работе [11], справедливо следующее
утверждение.

Лемма 1. При фиксированных параметрах ν, s и t
распределенияGE(r, ν, s, t, δ) оценки
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�r(X) = R(L1(X), L2(X)); (6)

�δ(X) = D(L1(X), L2(X)) (7)

параметров r и δ обладают свойством состоятель-

ности.

4 Асимптотическая нормальность
оценок параметров
гамма-экспоненциального
распределения

Утверждения об асимптотической нормаль-
ности оценок (6) и (7) базируются на следующих
леммах [14].

Лемма 2. В R
n случайный вектор Xn сходится по

распределению к случайному вектору X, если и толь-

ко если каждая линейная комбинация компонент Xn

сходится по распределению к такой же линейной ком-

бинации компонент X .

Лемма 3. Предположим, что в R
k при n→ ∞

√
n(Tn1, . . . , Tnk) =⇒ N (µ,›) ,

где › — ковариационная матрица. Пусть действи-

тельная функция g(t) = g(t1, . . . , tk) имеет отличный

от нуля дифференциал в точке t = µ. Положим

d =

(
∂g

∂t1

∣∣∣
t=µ

, . . . ,
∂g

∂tk

∣∣∣
t=µ

)
.

Тогда
√
ng(Tn1, . . . , Tnk) =⇒ N(g(µ), d›dT).

Ввиду леммы 3 понадобятся производные функ-
ций (5):

∂R

∂l1
(l1, l2) =

ν2

2ψ′(s)R(l1, l2)
;

∂R

∂l2
(l1, l2) = − l2ν

2

ψ′(s)R(l1, l2)
;

∂D

∂l1
(l1, l2) =

(
νψ(s)

2ψ′(s)R(l1, l2)
+ 1

)
D(l1, l2);

∂D

∂l2
(l1, l2) = −νψ(s)l2D(l1, l2)

ψ′(s)R(l1, l2)
.

Обозначим

dR =

(
∂R

∂l1
(l1, l2)

∣∣∣
(l1,l2)=(µ1,µ2)

,

∂R

∂l2
(l1, l2)

∣∣∣
(l1,l2)=(µ1,µ2)

)
; (8)

dD =

(
∂D

∂l1
(l1, l2)

∣∣∣
(l1,l2)=(µ1,µ2)

,

∂D

∂l2
(l1, l2)

∣∣∣
(l1,l2)=(µ1,µ2)

)
, (9)

где математические ожидания µk определены
в (3).

Сформулируем утверждения об асимптотиче-
ской нормальности оценок (6) и (7) при фикси-
рованных параметрах формы ν и концентрации s
и t.

Теорема 1. Предположим, что спектральная матри-

ца ›0 в (4) положительно определена. При n → ∞
оценка (6) неизвестного параметра r асимптоти-

чески нормальна:

√
n
�r(X)− r√
dR›0dTR

=⇒ N(0, 1),

где матрица›0 и вектор dR задаются соотношения-

ми (4) и (8).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем асимптотическую
нормальность вектора из выборочных логарифми-
ческих моментов (L1(X), L2(X)). Для этого введем
в рассмотрение линейную комбинацию

Zi(α1, α2) = α1 lnXi + α2 ln
2Xi, α

2
1 + α

2
2 > 0 .

Найдем дисперсию нормированной суммы таких
линейных комбинаций. Имеем

D
1

n

n∑

i=1

Zi(α1, α2) = D(α1L1(X) + α2L2(X)) =

= (α1, α2)›
′(α1, α2)

T,

где

›′ =

(
σ1,1(n) σ1,2(n)

σ1,2(n) σ2,2(n)

)
≡

≡
(

DL1(X) cov (L1(X), L2(X))

cov (L1(X), L2(X)) DL2(X)

)
.

При n→ ∞ [13]

nσk,l(n) −→ 2πfk,l(0), k, l = 1, 2 .

Таким образом,

nD
1

n

n∑

i=1

Zi(α1, α2) −→ (α1, α2)›0(α1, α2)T.

Поскольку матрица›0 положительно определе-
на и ряд

∑∞
n=1 ρ(n) сходится, имеем [13]

(
1

n

∑n

i=1
Zi(α1, α2)− E

1

n

∑n

i=1
Zi(α1, α2)

)
×

×
(
D
1

n

∑n

i=1
Zi(α1, α2)

)−1/2

=⇒ N(0, 1).
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Следовательно, по лемме 2 получаем
√
n (L1(X), L2(X)) =⇒ N(µ,›0), n→ ∞ .

Кроме того, в условиях теоремы компоненты
вектора dR, определенного в (8), конечны и функ-
цияR(l1, l2) имеет в точке (µ1, µ2) отличный от нуля
дифференциал.

Таким образом, выполнены все условия лем-
мы 3. Следовательно,
√
nR(L1(X), L2(X)) =⇒ N

(
R(µ1, µ2), dR›0d

T
R

)
.

Теорема доказана.

Полностью аналогично доказывается теорема
об асимптотической нормальности оценки �δ(X) па-
раметра масштаба δ.

Теорема 2. Предположим, что спектральная матри-

ца ›0 в (4) положительно определена. При n → ∞
оценка (7) неизвестного параметра δ асимптоти-

чески нормальна:

√
n
�δ(X)− δ√
dD›0dTD

=⇒ N(0, 1),

где матрица ›0 и вектор dD задаются соотношени-

ями (4) и (9).

5 Заключение

В работе показана асимптотическая нормаль-
ность построенных по выборке со слабо зависи-
мыми компонентами оценок параметров изгиба
и масштаба гамма-экспоненциального распреде-
ления при фиксированных параметрах формы
и концентрации. Результаты работы автоматиче-
ски переносятся на пару оценок параметров формы
и масштаба при фиксированных параметрах изги-
ба и концентрации. Предложенный метод дока-
зательства асимптотической нормальности приме-
ним в более широком классе задач, в частности
при доказательстве центральной предельной тео-
ремы для оценок параметров дигамма-распределе-
ния, обобщающего гамма-экспоненциальное рас-
пределение. Решение подобных задач представляет
собой направление дальнейших исследований ав-
торов.
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ЛОГИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ КОРРЕКТНОЙ КЛАССИФИКАЦИИ

ДАННЫХ

Е. В. Дюкова1, Г. О. Масляков2, А. П. Дюкова3

Аннотация: Работа посвящена вопросам применения дискретного аппарата (логических методов анализа
целочисленных данных) для задачи классификации по прецедентам. Рассматриваются три направ-
ления логической классификации: Correct Voting Procedures (CVP), Logical Analysis of Data (LAD)
и Formal Concept Analysis (FCA). С использованием терминологии направления CVP приводятся основные
понятия, используемые в LAD и FCA. Описывается общая схема работы логического классификатора,
согласно которой каждый логический классификатор на этапе обучения задает некоторый частич-
ный порядок на специальном множестве фрагментов описаний прецедентов и ищет максимальные
относительно заданного порядка элементы этого множества. Подобные исследования важны для создания
общей теории корректной классификации по прецедентам на основе применения дискретного аппарата.

Ключевые слова: классификация на основе прецедентов; логический классификатор; процедуры кор-
ректного голосования; логический анализ данных; анализ формальных понятий; тупиковый представи-
тельный элементарный классификатор; сильная логическая закономерность; ДСМ-гипотеза; частичный
порядок

DOI: 10.14357/19922264230309 EDN: OZHXOX

1 Введение

Задача классификации на основе прецедентов
рассматривается в следующей постановке.

Исследуется множество объектов M . Каждый
объект из M может быть представлен в виде чис-
лового набора, полученного на основе наблюдения
или измерения ряда его характеристик. Такие ха-
рактеристики называют признаками. Предполага-
ется, что каждый признак имеет ограниченное мно-
жество допустимых значений, которые кодируются
целыми числами. Известно, что M представимо
в виде объединения непересекающихся подмно-
жеств, называемых классами. Имеется конечный
набор объектов множестваM , про каждый из кото-
рых известно, какому классу он принадлежит. Это
прецеденты, или обучающие объекты. Требуется по
предъявленному набору значений признаков, опи-
сывающему некоторый объект из M , о котором,
вообще говоря, неизвестно, какому классу он при-
надлежит, определить (распознать) этот класс.

Логический, или дискретный, подход к задаче
классификации возник в связи с необходимостью
прогнозировать редкие события, для которых нет
достаточного статистического материала. Обуче-
ние классификатора сводится к поиску в исходных
данных определенных закономерностей. Найден-
ные закономерности позволяют различать объекты
из разных классов и, как правило, имеют содержа-

тельное описание в терминах той прикладной об-
ласти, в которой решается задача. По их наличию
или, наоборот, отсутствию в описании распознава-
емого объекта решается вопрос о его классифика-
ции. При этом большое внимание уделяется кор-
ректному обучению, позволяющему безошибочно
классифицировать материал обучения. Особенно
эффективен логический подход в случае целочис-
ленной информации низкой значности, например
бинарной. Однако в случае большого числа при-
знаков при поиске закономерностей в описаниях
прецедентов необходимо решать сложные дискрет-
ные задачи.

Фундаментальную роль в создании отечествен-
ных методов логической классификации сыграли
работы члена-корреспондента РАН С. В. Яблон-
ского, в которых введено хорошо известное в дис-
кретной математике понятие теста, и работы ака-
демика РАН Ю. И. Журавлёва, опубликованные
в 1970-х и 1980-х гг. Понятие теста (введено в [1]),
первоначально применявшееся в задачах контро-
ля управляющих систем, стало основным для кон-
струирования одной из первых моделей логических
классификаторов направления, именуемого далее
CVP. Основы проблематики были заложены так-
же в статьях российских ученых М. М. Бонгарда
(1967 г.) и М. Н. Вайнцвайга (1973 г.). В даль-
нейшем направление CVP развивалось в работах
отечественных и зарубежных авторов и наиболее
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существенное развитие получило в статьях [2–8].
В частности, в [6, 7] впервые построены логиче-
ские классификаторы, ориентированные на зада-
ние частичных порядков на множествах значений
признаков.

Зарубежные исследования в области логической
классификации представлены методами направле-
ний LAD и FCA. Основополагающие идеи LAD
и FCA принадлежат соответственно П. Хаммеру [9]
и Р. Вилле [10].

В России методы LAD предложены практически
параллельно с зарубежными авторами и, в основ-
ном, получили развитие в работах школы Ю. И. Жу-
равлёва (см., например, [11]). Следует отметить, что
в публикациях И. С. Масича развиваются идеи за-
рубежных представителей LAD [12]. Методы FCA
представлены работами В. К. Финна, С. О. Кузне-
цова, М. И. Забежайло, Д. И. Игнатова и Д. В. Ви-
ноградова [13–17]. В [13] предложен так называ-
емый метод автоматического порождения гипотез
(или ДСМ-метод), который позднее в 1990-х гг. был
адаптирован В. К. Финном и его учениками для
задач машинного обучения.

Все три названных направления имеют много
общего. С другой стороны, каждый из них ис-
пользует свою терминологию и демонстрирует не-
которую оригинальность. В разд. 2–4 настоящей
работы приводятся основные понятия, использу-
емые при описании классификаторов направлений
CVP, LAD и FCA, а также принципиальные схе-
мы работы этих классификаторов. В разд. 5 пред-
лагается общая схема логической классификации
целочисленных данных с использованием понятий
направления CVP.

2 Направление CVP

Введем основные понятия, используемые при
описании классификаторов направления CVP.

ПустьH = {xj1 , . . . , xjr
}— набор из rразличных

признаков, σ = (σ1, . . . , σr)— набор, в которомσi —
допустимое значение признака xji

, i = 1, 2, . . . , r.
Пара (σ,H) называется элементарным классифи-
катором (ЭК).

Пусть S ∈ M , S = (a1, . . . , an), где aj, j ∈
∈ {1, 2, . . . , n}, — значение признака xj для объек-
та S. Близость объекта S и ЭК (σ,H) оценивается
величиной B(S, σ,H):

B(S, σ,H) =

{
1, если ajt

= σt при t = 1, 2, . . . , r;

0 в противном случае.

Объект S содержит ЭК (σ,H), если B(S, σ,H) = 1.

Элементарный классификатор (σ,H) называет-
ся корректным для класса K, если для любой па-
ры прецедентов S ∈ K и S′ /∈ K не выполне-
но B(S, σ,H) = B(S′, σ,H) = 1. Корректный ЭК
(σ,H) классаK называется тупиковым, если любой
ЭК (σ′, H ′) такой, что σ′ ⊂ σ, H ′ ⊂ H, не является
корректным для K.

Множество прецедентов класса K обознача-
ется через R(K). Элементарный классификатор
(σ,H) — (тупиковый) представительный для клас-
са K, если (σ,H) — (тупиковый) корректный ЭК
для K и хотя бы один объект из R(K) содержит
(σ,H).

Положим RK(σ,H) = {S ∈ R(K) : B(S, σ,H) =
= 1}, |RK(σ,H)| — мощность множества RK(σ,H).

На этапе обучения классифицирующий алго-
ритм строит для каждого класса K некоторое мно-
жество P1(K) тупиковых представительных ЭК.
Оценка за принадлежность объекта S классу K
вычисляется на основе суммирования величин
|RK(σ,H)| × B(S, σ,H), (σ,H) ∈ P1(K). Объ-
ект S относится к классу с наибольшей оценкой.
Если максимальную оценку получают несколько
классов, то происходит отказ от классификации.
При построении P1(K) возникают труднореша-
емые дискретные перечислительные задачи, сре-
ди которых центральное место принадлежит задаче
монотонной дуализации [6].

3 Направление LAD

При описании методов направления LAD, как
правило, рассматриваются задачи с бинарными
признаками. Переход от целочисленных призна-
ков к бинарным может быть осуществлен посредст-
вом описанного ниже one-hot преобразования (см.
замечание 1).

Отметим, что в случае бинарных признаков
ЭК (σ,H), H = {xj1 , . . . , xjr

}, σ = (σ1, . . . , σr),
σi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , r, — это элементарная
конъюнкция B над переменными x1, . . . , xn вида
xσ1

j1
∧ · · · ∧ xσr

jr
, которая обращается в 1 на описании

объекта S, если объект S содержит ЭК (σ,H), т. е.
если описание объекта S принадлежит интервалу
истинностиNB конъюнкции B.

Пусть fK(x1, . . . , xn) — частичная булева функ-
ция, определенная на бинарных описаниях объ-
ектов обучающей выборки и принимающая значе-
ние 1 и 0 соответственно на описаниях прецедентов
из класса K и не из K. Через NfK

и N �fK
обозначим

соответственно множество описаний прецедентов
из класса K и множество описаний прецедентов,
не принадлежащих классу K.
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Элементарная конъюнкцияB называется допус-

тимой для fK , если NB ∪N �fK
= ∅ и NB ∪NfK

6= ∅.
Допустимая для fK конъюнкцияB называется мак-

симальной для fK , если не существует допустимой
для fK конъюнкции B′ такой, что NB′ ⊃ NB .
Нетрудно видеть, что в терминах теории булевых
функций представительный ЭК класса K — это
допустимая конъюнкция для функции fK , а ту-
пиковый представительный ЭК класса K — это
максимальная конъюнкция для fK . В LAD допус-
тимая конъюнкция для fK называется логической

закономерностью (ЛЗ) класса K. Таким образом,
определение ЛЗ эквивалентно определению пред-
ставительного ЭК.

Пусть ЭК (σ,H) — представительный ЭК для
класса K. Элементарный классификатор (σ,H)
называется наибольшей ЛЗ (maximum pattern), если
|RK(σ,H)| ≥ |RK(σ

′, H ′)| для любого другого пред-
ставительного ЭК (σ′, H ′) классаK. Элементарный
классификатор (σ,H) называется сильной ЛЗ (strong

pattern), если не существует другого представитель-
ного ЭК (σ′, H ′) класса K такого, что RK(σ,H) ⊂
⊂ RK(σ

′, H ′) [18].
В LAD схема работы классифицирующего ал-

горитма полностью аналогична схеме работы алго-
ритма CVP. На этапе обучения для каждого классаK
строится некоторое множествоP2(K)ЛЗ, например
строятся сильные ЛЗ. При этом решаются сложные
в вычислительном плане оптимизационные задачи
линейного программирования. На следующем эта-
пе каждый элемент множества P2(K) «голосует» за
отнесение объекта S классуK. Для оценки принад-
лежности распознаваемого объекта S к классу K
суммируются величины B(S, σ,H), (σ,H) ∈ P2(K).

Замечание 1. Опишем процедуру бинаризации
исходных целочисленных данных. Рассмотрим
признак xj, j ∈ {1, 2, . . . , n}, и множество Nj =
= {aj1, . . . , ajkj

} допустимых значений этого при-
знака. Пусть a, b ∈ Nj . Положим

δ(a, b) =

{
1, если a = b ;

0 иначе.

Тогда бинарное описание объекта S = (a1, . . . , an),
aj ∈ Nj, j = 1, 2, . . . , n, полученное из исходно-
го на основе one-hot преобразования, будет иметь
вид: (δ(a11, a1), . . . , δ(a1k1 , a1), . . . , δ(an1, an), . . .
. . . , δ(ankn

, an)).
Таким образом, каждый объект может быть опи-

сан при помощи k1+ · · ·+ kn бинарных признаков.
Нетрудно заметить, что признаку xj, j = 1, 2, . . . , n,
и допустимому значению aji ∈ Nj, i = 1, 2, . . . , kj,
признака xj соответствует бинарный признак “xt,
t = k1 + · · ·+ kj−1 + i, причем “xt принимает значе-
ние 1 тогда и только тогда, когда признак xj при-

нимает значение aji. Бинарный признак “xt и пару
(aji, xj) назовем родственными.

Замечание 2. В задачах с вещественными призна-
ками, как правило, признаки сначала преобразуют
в целочисленные признаки (см., например, [19]),
а затем проводится процесс бинаризации.

4 Направление FCA

Опишем основные понятия из FCA. Отметим,
что обычно методы FCA, как и методы LAD, ра-
ботают с бинарной информацией. Однако one-hot
преобразование (см. замечание 1 в разд. 3) приме-
няется в FCA и в этом случае.

Пусть “X — множество бинарных признаков
мощности n′, полученное в результате one-hot пре-
образования множества X . Говорят, что объект
S = (a1, . . . , an′) обладает признаком “xj ∈ “X, j ∈
∈ {1, 2, . . . , n′}, если aj = 1.

Формальным контекстом называется тройка ви-
да C = (R, “X, I), где R — некоторое множество
объектов; I — бинарное отношение между множе-
ствамиR и “X. Иначе говоря, формальный контекст
представляет собой булеву матрицуL, строками ко-
торой служат описания объектов из R посредством
признаков из “X. Далее запись (S, “x) ∈ I означает,
что объект S ∈ R обладает признаком “x ∈ “X.

Операторами вывода для формального контекста
C = (R, “X, I) и множеств A ⊆ R, B ⊆ “X называют-
ся соответственно множества A∗ = {“x ∈ “X|(S, “x) ∈
∈ I ∀S ∈ A} и B∗ = {S ∈ R|(S, “x) ∈ I ∀ “x ∈ “X}.

Таким образом, A∗ — это оператор, возвраща-
ющий столбцы матрицы L, которые в пересечении
с заданными строками образуют «максимальную»
подматрицу, имеющую |A| строк и не имеющую
элементов, равных 0. Аналогично, B∗ — это опе-
ратор, возвращающий строки матрицы L, которые
в пересечении с заданными столбцами образуют
«максимальную» подматрицу, имеющую |B| столб-
цов и не имеющую элементов, равных 0.

Формальным понятием формального контекста
C = (R, “X, I) называется пара вида (A,B), A ⊆
⊆ R, B ⊆ “X, такая что A∗ = B, B∗ = A. Заме-
тим, что паре (A,B) соответствует «максимальная»
подматрица матрицы L, состоящая из единичных
элементов.

Рассмотрим формальные контексты CK =
= (R(K), “X, I) и C �K = (R( �K), “X, I). Введем обо-
значения:H+ — оператор вывода для формального
контекста CK и множества признаков H; H− —
оператор вывода для формального контекста C �K
и множества признаков H .

Набор признаков H ⊆ “X называется положи-

тельной ДСМ-гипотезой для класса K, если пара
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(H+, H) является формальным понятием формаль-
ного контекста CK и H− = ∅.

Положительной ДСМ-гипотезе H = {“xj1 , . . .
. . . , “xjr

} класса K поставим в соответствие ЭК
(σ,H ′), σ = (σ1, . . . , σr), H ′ = {xt1 , . . . , xtr

}, H ′ ⊆
⊆ X, такой что при любом i ∈ {1, 2, . . . , r} пара
(σi, xti

) и признак “xji
являются родственными (см.

замечание 1 в разд. 3). Будем говорить, что H по-
рождает ЭК (σ,H ′). Нетрудно видеть, что (σ,H ′)—
представительный ЭК класса K.

Пример. Рассмотрим задачу классификации
с тремя прецедентами S1 = (1, 1, 1), S2 = (0, 1, 1)
и S3 = (1, 0, 0). При этом S1, S2 ∈ K1, S3 ∈ K2.
После one-hot преобразования прецеденты бу-
дут иметь соответственно описания (0, 1, 0, 1, 0, 1),
(1, 0, 0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 0, 1, 0). В данном примере ЭК
((1, 1), {x2, x3})порожден положительной для клас-
са K1 ДСМ-гипотезой H = (“x4, “x6}. Этот ЭК не
является тупиковым представительным ЭК клас-
са K1, поскольку ((1), {x2}) — представительный
ЭК для K1. Отметим, что тупиковый представи-
тельный ЭК ((1), {x2})классаK1не порождается ни
одной положительной ДСМ-гипотезой класса K1.

ДСМ-классификатор действует более строго по
сравнению с классификаторами из CVP и LAD.
На первом этапе для каждого класса K строится
некоторое множество P3(K) положительных для
класса K гипотез. Объект S относится к клас-
су K, если S содержит хотя бы один ЭК, порожда-
емый гипотезой из P3(K), и не содержит ни одного
ЭК, порождаемого гипотезами из P3(K ′), K ′ 6= K.
В противном случае происходит отказ от класси-
фикации. При построении P3(K) возникают дис-
кретные перечислительные задачи, которые алго-
ритмически менее сложны, чем задача монотонной
дуализации [20].

5 Схема обучения логического
классификатора

Предлагаемое описание общей схемы обучения
алгоритмов логической классификации основано
на приводимых ниже утверждениях 1–4.

Пусть P(K) — множество всех представитель-
ных ЭК класса K. Бинарное отношение � на P(K)
называется частичным предпорядком, если это от-
ношение рефлексивно ((σ,H) � (σ,H) для любого
(σ,H) ∈ P(K) ) и транзитивно ((σ,H) � (σ′, H ′)
и (σ′, H ′) � (σ′′, H ′′) влечет (σ,H) � (σ′′, H ′′)). Час-
тичный предпорядок называется частичным поряд-

ком, если он антисимметричен ((σ,H) � (σ′, H ′)
и (σ′, H ′) � (σ,H) влечет (σ,H) = (σ′, H ′)). За-
пись (σ,H) ≺ (σ′, H ′) означает, что (σ,H) � (σ′, H ′)

и (σ′, H ′) 6� (σ,H). Элементарный классификатор
(σ,H) ∈ P(K)называется максимальным элементом

в P(K) относительно частичного (пред)порядка �,
если не существует ЭК (σ′, H ′) ∈ P(K) такого, что
(σ,H) ≺ (σ′, H ′).

Зададим частичный порядок �1 на множе-
стве P(K). Будем считать, что (σ2, H2) ∈ P(K)
следует за (σ1, H1) ∈ P(K), еслиH2 ⊆ H1 и σ2 ⊆ σ1.
Справедливо

Утверждение 1. Элементарный классификатор (σ,H)
будет тупиковым представительным для класса K
тогда и только тогда, когда (σ,H) — максималь-

ный относительно частичного порядка �1 элемент

множества P(K).
Справедливость утверждения 1 следует непо-

средственно из определения понятия тупикового
представительного ЭК, приведенного в разд. 2.

Зададим на множестве P(K) отношение час-
тичного предпорядка �2. Будем считать, что
(σ2, H2) ∈ P(K) следует за (σ1, H1) ∈ P(K), если
|RK(σ1, H1)| ≤ |RK(σ2, H2)|. Справедливо

Утверждение 2. Элементарный классификатор (σ,H)
будет наибольшей ЛЗ классаK тогда и только тогда,

когда (σ,H)— максимальный относительно частич-

ного предпорядка �2 элемент множества P(K).
Справедливость утверждения 2 следует непо-

средственно из определения понятия наибольшей
ЛЗ, приведенного в разд. 3.

Зададим на множестве P(K) отношение частич-
ного предпорядка �3, предложенного в [21]. Будем
считать, что (σ2, H2) ∈ P(K) следует за (σ1, H1) ∈
∈ P(K), если RK(σ1, H1) ⊆ RK(σ2, H2). Справед-
ливо

Утверждение 3. Элементарный классификатор (σ,H)
будет сильной ЛЗ классаK тогда и только тогда, ко-

гда (σ,H)— максимальный относительно частичного

предпорядка �3 элемент множества P(K).
Справедливость утверждения 3 следует непо-

средственно из определения понятия сильной ЛЗ,
приведенного в разд. 3.

Зададим на множестве P(K) отношение час-
тичного порядка �4. Будем считать, что ЭК
(σ2, H2) ∈ P(K) следует за (σ1, H1) ∈ P(K), если
RK(σ1, H1) ⊆ RK(σ2, H2) и H1 ⊆ H2. Справедливо

Утверждение 4. Элементарный классификатор (σ,H)
порождается положительной ДСМ-гипотезой для

класса K тогда и только тогда, когда (σ,H) —

максимальный относительно частичного порядка �4
элемент множества P(K).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Пусть ЭК
(σ,H) ∈ P(K) — максимальный элемент в P(K)
относительно порядка �4. Рассмотрим формаль-
ный контекст CK = (R(K), “X, I), а также множе-
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ство признаков “H из “X, порождающее ЭК (σ,H).
По определению “H+ = RK(σ,H). Покажем, что
RK(σ,H)

+ = “H .
Предположим противное. Пусть RK(σ,H)

+ =
= H ′, “H ⊂ H ′. Это означает, что существуют
признак xi ∈ X, xi 6∈ H, и его допустимое значе-
ние σ′, такие что признак xi принимает значение σ′

на всех объектах из RK(σ,H). Заметим, что ЭК
((σ1, . . . , σr, σ

′), H∪xi)— корректный для классаK,
так как (σ,H) не содержится в прецедентах не из
класса K. Рассматриваемый ЭК содержится в пре-
цедентах из класса K, поскольку он содержится
в объектах из множества RK(σ,H). Следовательно,
((σ1, . . . , σr, σ

′), H∪xi)— представительный ЭК для
класса K.

Нетрудно видеть, что RK((σ1, . . . , σr , σ
′), H ∪

∪ xi) = RK(σ,H). Это значит, что (σ,H) ≺4
≺4 ((σ1, . . . , σr, σ

′), H ∪ xi). Противоречие.
Необходимость очевидна. Утверждение дока-

зано.

6 Заключение

В работе приведена общая схема работы ал-
горитмов логической классификации. В рамках
данной схемы в единой терминологии дано ори-
гинальное описание основных моделей логических
классификаторов направлений CVP, LAD и FCA.
Приведены утверждения, показывающие, что каж-
дое из рассмотренных направлений логической
классификации на этапе обучения строит для каж-
дого класса K специальное подмножество мно-
жества P(K) представительных ЭК этого класса.
Данное подмножество определяется заданием час-
тичного порядка или предпорядка на множестве
P(K) и образуется максимальными относительно
заданного порядка элементами. При этом каждое
из направлений ориентируется на «свой» порядок.
Результаты статьи имеют значение для создания
общей теории логической классификации и разра-
ботки более совершенных моделей классификато-
ров. Например, идеи, лежащие в основе методов
анализа частично упорядоченных данных, разра-
ботанных в последнее время в направлении CVP,
могут быть успешно применены и для построения
классификаторов более общего вида в двух других
направлениях логической классификации.
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КЛАССИФИКАЦИЯ С ПОМОЩЬЮ ПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫХ

СВЯЗЕЙ

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, Д. В. Смирнов4, Е. Е. Тимонина5

Аннотация: По определению свойство A в объекте O служит причиной появления следствия B, которое
доступно наблюдению в информационном пространстве I, если характеристики A могут породить объект
в пространстве I, содержащий следствие B, и в этом случае при появлении A детерминированно появля-
ется B. Поэтому можно рассматривать задачу классификации как вычисление следствий характеристик
объекта, где в качестве следствий выступают характеристики класса. В этом случае характеристики
объекта классификации можно рассматривать как причину, которая детерминированно (классификация
как отображение) порождает следствия (характеристики класса). В рассматриваемом случае каждое из
свойств Ai, i = 1, . . . , k, служит причиной детерминированного появления непустого множества своих
следствий. Если число классов велико, так же как множества следствий каждого Ai, то задача классифи-
кации может оказаться трудно вычислимой из-за того, что возможны повторения следствий в множествах
следствий. Поэтому целесообразно искать упрощенные схемы классификации объектов по находящимся
в них причинах следствий. Для этого может быть использован аппарат систем различных представителей
(СРП). В условиях задачи классификации причин по следствиям нельзя непосредственно воспользоваться
теоремой Ф. Холла об СРП, так как нельзя разрывать элементы цепочек причинно-следственных связей.
В статье показано, что преобразование каждой из одинаковых цепочек причинно-следственных связей
в один общий новый элемент в множествах следствий формирует возможности применения условий
теоремы Ф. Холла.

Ключевые слова: причинно-следственные связи; конечная классификация; поиск свойств в ненаблюда-
емых данных

DOI: 10.14357/19922264230310 EDN: AKWBZD

1 Введение

Задача конечной классификации обычно рас-
сматривается как отображение множества объек-
тов D в конечное множество классов K. Такое
отображение порождает разбиение множества D
на конечное число классов. Существуют ситуа-
ции, когда требуется другое определение классов
вплоть до возможности пересечения классов. Если
не оговорено иное, то под классификацией будем
понимать отображение объектов в множество клас-
сов. Решение задачи классификации основано на
использовании структуры объектов, которая позво-
ляет вычислить (вычленить) такие характеристики
объекта, которые соответствуют описанию соответ-
ствующего класса. Поэтому можно рассматривать
задачу классификации как вычисление следствий
характеристик объекта, где в качестве следствий
выступают характеристики класса. В этом слу-
чае характеристики объекта классификации можно
рассматривать как причину, которая детерминиро-

ванно (классификация как отображение) порожда-
ет следствия (характеристики класса).

Применение причинно-следственных связей
в задачах классификации исследовалось во многих
научных работах. Сюда надо прежде всего отнести
прикладные исследования и теоретические обосно-
вания использования причинно-следственных свя-
зей в задачах медицинской диагностики. В ра-
ботах [1–3] построены модели каузального вывода
в медицинской диагностике. В [4] построена мо-
дель использования причинно-следственных свя-
зей в задачах классификации изображений с при-
менением байесовских сетей и нейронных сетей.

В данной работе предмет классификации рас-
сматривается как объект, обладающий одним из
нескольких возможных ненаблюдаемых множеств
характеристик. Каждое такое множество харак-
теристик служит причиной появления одного или
нескольких следствий, и любой алгоритм класси-
фикации принимает решение о классе по наблюде-
ниям следствий из анализируемой причины.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, grusho@yandex.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, info@itake.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, m.zabezhailo@yandex.ru
4ПАО Сбербанк России, dvlsmirnov@sberbank.ru
5Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, eltimon@yandex.ru
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Использование причинно-следственных связей
в классификации основано на двух свойствах при-
чин и следствий. Первое свойство состоит в том,
что появление причины детерминированно влечет
появление следствия в случае конструктивного вза-
имодействия причины с пространством, в котором
может возникнуть следствие. Второе свойство озна-
чает, что нет свойств, появление которых не имеет
причин. Если причина искажена, то следствие
либо не возникает, либо обусловлено другими при-
чинами.

2 Модель
причинно-следственных связей
для объектов

Будем считать, что существует конечное множе-
ство U характеристик. Любой объект O определя-
ется как некоторое подмножество множества U .
Пусть задано некоторое множество объектов O

и только объекты этого множества могут появлять-
ся для анализа. Свойство A объекта O представ-
ляет собой некоторое подмножество характеристик
объекта O, при этом свойство A может не быть
объектом. Состав характеристик свойства A мо-
жет быть неизвестен. Пусть необходимо неодно-
кратно классифицировать поступающие объектыO
из O на предмет наличия в них одного из свойств
A1, A2, . . . , Ak в предположении, что в каждом клас-
сифицируемом объекте содержится ровно одно из
этих свойств.

По определению свойство A в объекте O слу-
жит причиной появления следствия B, которое
доступно наблюдению в информационном про-
странстве I, если характеристикиAмогут породить
объект в пространстве I, содержащий следствие B,
и в этом случае при появленииAдетерминированно
появляется B.

В рассматриваемом случае каждое из свойств
A1, A2, . . . , Ak служит причиной детерминирован-
ного появления непустого множества своих след-
ствий {B(Ai, j), j = 1, . . . ,mi}, i = 1, . . . , k,
в информационных пространствах {I(Ai, j), j =
= 1, . . .mi}, i = 1, . . . , k. Допускается, что у не-
которых следствий может быть несколько причин,
т. е. некоторые следствия, порождаемые разными
причинами, могут совпадать.

3 Определение множеств
следствий с помощью обучения

Рассмотрим задачу построения множеств след-
ствий в условиях, когда для каждого Ai определена

обучающая выборка объектов Si ⊆ O, содержащих
это свойство. Для каждого объекта S из обучающей
выборки Si известны взаимодействия причины Ai

с информационными пространствами I(Ai, j), j =
= 1, . . . ,mi, в которых можно наблюдать следствия
этой причины. Из детерминированности появле-
ния следствий причины Ai в этих пространствах
I(Ai, j), j = 1, . . .mi, получаем одинаковый набор
следствий Vi = {B(Ai, j), j = 1, . . . ,mi}. В доступ-
ных для Ai информационных пространствах, где
этот набор не появился, причина Ai не имеет след-
ствий.

Если объект O не принадлежит ни одной обуча-
ющей выборке, но обладает свойством Ai, то
он также порождает множество следствий Vi =
= {B(Ai, j), j = 1, . . . ,mi}. Отсюда следует
возможность классифицировать объекты, не при-
надлежащие обучающим выборкам. Если число
классов велико, так же как множества следствий
каждого Ai, то задача классификации может ока-
заться трудно вычислимой из-за того, что возмож-
ны повторения следствий в множествах следствий.
Поэтому целесообразно искать упрощенные схемы
классификации объектов по находящимся в них
причинах следствий. Для этого может быть исполь-
зован аппарат СРП.

4 Системы различных
представителей

Рассмотрим следующую конечную теоретико-
множественную схему. Пусть даны k подмножеств
X1, X2, . . . , Xk конечного множества X .

Определение. Система различных представителей
для подмножеств X1, X2, . . . , Xk конечного множе-
ства X — это множество элементов {x1, x2, . . . , xk}
этих множеств, таких что xi ∈ Xi и xi 6= xj, если
i 6= j.

Положим Xi = Vi, i = 1, . . . , k, где Vi — множе-
ство следствий причины Ai.

Теорема 1. Если все элементы множества

⋃

1≤i≤k

Vi =
⋃

1≤i≤k

(B(Ai, j), j = 1, . . . ,mi)

различны, то существует СРП и ее элементы одно-

значно идентифицируют причины A1, A2, . . . , Ak.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждой причины Ai су-
ществует по крайней мере одно следствие (это сле-
дует из постановки задачи в разд. 2), и все они
различные. Тогда представители различных мно-
жеств следствий образуют СРП, которая однознач-
но определяет причины A1, A2, . . . , Ak.
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В общем случае можно воспользоваться теоре-
мой Филиппа Холла [5, 6]. Вернемся к обозначени-
ям определения СРП.

Теорема 2. Пусть даны k подмножеств X1, X2, . . .
. . . , Xk множества X . Необходимым и достаточным

условием существования СРП, т. е. множества эле-

ментов {x1, x2, . . . , xk}, таких чтоxi ∈ Xi иxi 6= xj,

если i 6= j, выступает условие C: для каждого r =
= 1, . . . , k и каждой последовательности r различ-

ных индексов i1, i2, . . . , ir в объединении подмножеств

Xi1 , . . . , Xir
содержится не менее r разных элемен-

тов.

К сожалению, в условиях задачи классификации
причин по следствиям непосредственно воспользо-
ваться этой теоремой нельзя. Если причина A, со-
стоящая из характеристик множества U , порождает
следствиеB в объекте информационного простран-
ства характеристик U∗, а B как причина порождает
в объекте информационного пространстве характе-
ристик U∗∗ следствие E, то из условия детермини-
рованности причинно-следственных связей следу-
ет транзитивность причины A на следствие E. Это
означает, что A также служит причиной появления
следствия E.

Возможность появления транзитивных след-
ствий у причиныA означает, что разрывать элемен-
ты цепочек таких причинно-следственных связей
нельзя. Приведем пример.

Пример. Пусть необходимо классифицировать
объект O на принадлежность одному из двух клас-
сов, определяемых причинами A1 и A2. Пред-
положим, что возможны повторы следствий, при
этомA1 иA2 служат причинами следствийB1 иB2,
а B1 служит причиной B2.

Для множеств X1 = {B1, B2} и X2 = {B1, B2}
существует система различных представителей (B1)
для идентификации X1 и (B2) для идентифика-
ции X2. Однако для идентификации причин A1
и A2 построенная СРП не дает однозначной клас-
сификации причинA1 иA2, так как в обоих случаях
при появлении B1 автоматически появляется B2
и их нельзя разделять.

Возможность появления неразделяемых цепо-
чек следствий означает, что такие цепочки следует
рассматривать как один элемент. Тогда изменя-
ется число элементов в множествах, участвующих
в формулировке теоремы Филиппа Холла, и необ-
ходимые условия могут не выполняться.

Рассмотрим эту проблему детальнее. Для вы-
полнения условий теоремы Филиппа Холла необ-
ходима возможность формировать любые подмно-
жества исходных множеств и считать число разных
элементов. Тогда преобразование каждой из оди-
наковых цепочек причинно-следственных связей

в один общий новый элемент в множествах след-
ствий формирует возможности проверять условия
теоремы Филиппа Холла. Однако по результатам
обучения эти цепочки неизвестны. Отсюда следуют
три возможности.

1. Если набор следствий причины Ai встретился
в обучениях один раз, то любой его элемент мо-
жет быть взят в систему различных представи-
телей. Это следует из доказательства теоремы 1
и того факта, что все элементы класса, порож-
денного причиной Ai, будут обладать одним
набором следствий.

2. Если наборы следствий причин Ai и Aj , i 6= j,
обладают одинаковыми подмножествами след-
ствий, а в других наборах следствий в случаях
появления ранее встречавшихся следствий Ai

они появляются в составе тех же подмножеств,
то все такие подмножества следует заменить на
один новый символ. Также надо переобозна-
чить другие множества одинаковых следствий
в других множествах следствий.

3. Если в наборах следствий причинAi иAj, i 6= j,
встретились разные подмножества одинаковых
элементов, то каждое из этих подмножеств сле-
дует переобозначить разными буквами, кото-
рые можно использовать в построении СРП.
Это следует из того, что эти подмножества со-
ответствуют разным транзитивным следствиям
одной причины.

После указанных редукций множеств следствий
можно исследовать возможности построения СРП
на основе условий теоремы Филиппа Холла. Если
СРП существует, то она однозначно классифициру-
ет объект в соответствии с обладанием ровно одной
из причин A1, A2, . . . , Ak.

Проверка выполнения условий теоремы Филип-
па Холла и построение СРП можно осуществить пе-
ребором 2k − 1 подмножеств редуцированных мно-
жеств следствий. В книге [6] приведены другие
алгоритмы поиска СРП, обладающие меньшими
оценками сложности.

5 Классификация
в условиях шума

В работе [6] приведено следствие теоремы Фи-
липпа Холла о числе СРП.

Следствие. Пусть даны k подмножеств X1, X2, . . .
. . . , Xk множества U , которые имеют СРП. Если
наименьшее из этих множеств содержит t эле-
ментов, то при k ≤ t существует не меньше чем
t(t − 1) · · · (t − k + 1) различных СРП, а при t < k
существует не меньше чем t! различных СРП.
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Применение этого следствия в задаче класси-
фикации причин по следствиям возможно только
после редукции множеств следствий, о которой бы-
ло сказано выше.

В работе [7] рассматривалась бинарная класси-
фикация на основе следствий в условиях случай-
ного шума, затрудняющего идентификацию след-
ствий. Используя приведенное следствие теоремы
Филиппа Холла, можно создать избыточное множе-
ство различных СРП, если это возможно, и исполь-
зовать различные СРП как взаимно дополняющую
информацию для уточнения классификации.

6 Заключение

Задачу конечной классификации можно пред-
ставлять как задачу идентификации набора из не-
скольких причин по наблюдаемым следствиям.
При этом саму классификацию можно построить
на системах различных представителей множеств
следствий. Это позволяет быстро и с высокой на-
дежностью проводить классификацию объектов на
наличие причины из конечного множества.

Определение множеств следствий по обуча-
ющей выборке не требует большого числа эле-
ментов такой выборки, так как основана на де-
терминизме появления следствий при появлении
причины.

Глубокая и трудоемкая работа требуется для
представления задачи классификации в форме
идентификации причин по наблюдаемым следстви-
ям. Другая сложная проблема состоит в поиске

возможных следствий выделенных причин в раз-
личных информационных пространствах.

Непосредственное применение теорем и алго-
ритмов поиска СРП осложнено необходимостью
учитывать существование транзитивных причин.
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CLASSIFICATION BY CAUSE-AND-EFFECT RELATIONSHIPS
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Abstract: By definition, property A in object O is the cause for the occurrence of consequence B which is
available for observation in information space I if characteristics of A can generate an object in space I containing
consequence B. In this case, B determinedly appears with the appearance of A. Therefore, one can consider the
classification problem as calculating the consequences of the characteristics of the object where the consequences
act as characteristics of the class. In this case, the characteristics of the classification object can be considered as
the cause that deterministically (classification as mapping) generates consequences (characteristics of the class).
Each of the properties Ai, i = 1, . . . , k, is the cause of the deterministic appearance of a nonempty set of its
consequences. If the number of classes is large as well as the sets of consequences of each, then the classification
problem can be complex to compute due to the fact that repetitions of consequences in the sets of consequences are
possible. Therefore, it is advisable to look for simplified schemes for classifying objects according to the causes for
the consequences in them. For this, an apparatus of systems of various representatives can be used. In the context of
the problem of classifying causes due to consequences, it is impossible to directly use F. Hall’s theorem on systems
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of various representatives, since elements of cause-and-effect chains cannot be broken. The paper shows that the
transformation of each of the same chains of cause-and-effect relationships into one common new element in the
sets of consequences forms the possibility of applying the conditions of F. Hall’s theorem.

Keywords: cause-and-effect relationships; finite classification; searching for the properties in unobservable data
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О КЛАСТЕРИЗАЦИИ ОБЪЕКТОВ СЕТЕВОЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ

ИНФРАСТРУКТУРЫ НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА СТАТИСТИЧЕСКИХ

АНОМАЛИЙ В ТРАФИКЕ∗

А. К. Горшенин1, С. А. Горбунов2, Д. Ю. Волканов3

Аннотация: Рассматривается задача выявления статистических аномалий (т. е. существенных превышений
от типичных значений полученного и исходящего трафика) нагрузки на узлы сетевой вычислительной
инфраструктуры. Рост нагрузки в реальных системах ведет к необходимости регулярного масштабиро-
вания вычислительных ресурсов и хранилищ, а также перенаправления потоков данных. Предложена
процедура выявления статистических аномалий в сетевом трафике с использованием аппроксимации
наблюдений обобщенным гамма-распределением для дальнейшей кластеризации объектов сетевой вы-
числительной инфраструктуры с целью оценки потребности в ресурсах. Все вычислительные стати-
стические процедуры, описанные в статье, реализованы с использованием языка программирования R
и применены к сетевому трафику, полученному в рамках моделирования на специализированном архи-
тектурно-программном стенде. Предложенные подходы могут быть использованы и для более широкого
класса телекоммуникационных задач.

Ключевые слова: сетевая инфраструктура; сетевой трафик; обобщенное гамма-распределение; вычисли-
тельная статистика; проверка статистических гипотез; выявление аномалий; кластеризация
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1 Введение

В современной сетевой вычислительной инфра-
структуре по мере развития информационных ре-
сурсов растет нагрузка на вычислительные ресурсы
инфраструктуры [1, 2]. Этот рост периодически
вызывает необходимость масштабирования вычис-
лительных ресурсов и ресурсов хранилищ данных
на узлах сетевой вычислительной инфраструкту-
ры или же перенаправления потоков данных. На
сегодняшний день эта проблема чаще всего реша-
ется в «ручном» режиме на основе опыта сетевых
и системных администраторов. Для автоматизации
процессов управления масштабированием ресур-
сов на вычислительных узлах сетевой вычислитель-
ной инфраструктуры необходимы методы объек-
тивного выявления аномалий в нагрузке на такие
узлы и оценки размера аномалий для определе-
ния объемов необходимых ресурсов [3–6]. Под
аномалиями в данной работе понимаются суще-
ственные превышения типичных значений полу-
ченного и исходящего трафика. Они могут быть

вызваны, например, работой несанкционирован-
ного программного обеспечения на узле или не-
хваткой ресурсов для обработки пользовательского
трафика. Один из возможных путей решения этой
проблемы заключается в мониторинге и анализе
сетевого трафика в сетевой вычислительной ин-
фраструктуре и выявления в нем статистических
аномалий, возникающих в том числе в результате
влияния набора случайных факторов [7, 8].

Хорошо известна возможность статистическо-
го описания процессов в телекоммуникационных
сетях с использованием различных семейств гам-
ма-распределений: классических гамма — для рас-
пределений времени обслуживания [9]; гамма–гам-
ма — для аппроксимации некоторых характеристик
в сетях сотовой связи [10], подводных коммуни-
кационных системах [11], глобальных вычисли-
тельных сетях [12]; конечных гамма-смесей — для
описания тонкой структуры информационных по-
токов [13–17]; обобщенных гамма (Generalized
Gamma, GG) — для распределений времени пре-
бывания пользователя в ячейке сотовой сети [18].

∗Работа выполнена при поддержке Программы развития МГУ, проект № 23-Ш03-03. При обработке и анализе трафика
использовалась инфраструктура Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные»
(ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский государственный
университет имени М. В. Ломоносова, agorshenin@frccsc.ru

2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова; Московский центр фундаментальной и прикладной
математики, s.gorbunov.cmc@gmail.com

3Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, volkanov@asvk.cs.msu.ru
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В работе предложен статистический подход к ре-
шению задачи кластеризации объектов сетевой
вычислительной инфраструктуры по уровню на-
груженности с точки зрения информационного об-
мена (передаваемого и получаемого трафика) на
основе процедуры выявления аномальных наблю-
дений в сетевом трафике с использованием специ-
ального GG-теста. Продемонстрированы примеры
применения разработанной методики для данных
сетевого трафика, полученных в рамках моделиро-
вания на специализированном архитектурно-про-
граммном стенде кафедры автоматизации систем
вычислительных комплексов факультета вычисли-
тельной математики и кибернетики МГУ имени
М. В. Ломоносова.

2 Статистическая модель трафика
на основе обобщенного
гамма-распределения

В качестве анализируемых данных в статье ис-
пользуются наборы, полученные на специализиро-
ванном стенде, на котором моделируются различ-
ные сценарии реальных сетевых взаимодействий.
Рассматриваются суточные данные (с пятиминут-
ной агрегацией). В каждый момент времени из-

вестно суммарное число отправленных и получен-
ных бит (для удобства дальнейшего анализа данные
нормированы значением 220 — около 131 Кбайт).
За указанный промежуток времени моделировалось
взаимодействие для 1 920 объектов в сети. На рис. 1
приведен пример данных входящего трафика для
одного из объектов за все время наблюдений, а на
рис. 2 — данные сразу для всех объектов, но в неко-
торый фиксированный момент времени.

Ранее авторами было установлено высокое ста-
тистическое согласие данных мобильного трафика
сотового оператора с семейством обобщенных гам-
ма-распределений [19] — это сосредоточенное на
положительной полупрямой трехпараметрическое
семейство вероятностных распределений, опреде-
ляемое плотностью вида

f(x; r, γ, µ) =
|γ|µr

•(r)
xγr−1e−µxγ

,

где x > 0, r > 0, µ > 0, γ ∈ R \ {0}. Его вы-
бор может объясняться и тем фактом, что указан-
ное семейство содержит практически все самые по-
пулярные абсолютно непрерывные распределения,
сосредоточенные на положительной полупрямой,
в том числе распределения с тяжелыми хвостами
(некоторые примеры приведены в таблице). Есте-
ственным образом возникает идея использования

Рис. 1 Временной ряд полученного трафика для одного объекта
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Рис. 2 Выборка полученного трафика за одну отметку времени для всех объектов

подобной статистической модели для иных инфор-
мационных систем.

Для оценивания параметров GG-распределе-
ния можно применять различные методы, начиная
от классического метода максимального правдопо-
добия. Однако в этом случае для анализируемых
данных наблюдались существенные ошибки при
аппроксимации хвостов распределения. Поэтому
в качестве вычислительной процедуры был реали-
зован алгоритм на основе минимизации l2-нормы
между значениями эмпирической и теоретической
функций распределения, вычисленными в узлах
некоторой сетки y = (y1, . . . , ym). Для оценки па-
раметров по выборке X = (X1, . . . , Xn) решается
оптимизационная задача следующего вида:

(�r, �γ, �µ) =

= argmin
r>0,µ>0,γ∈R\{0}

m∑

i=1

[ yi∫

0

|γ|µr

•(r)
xγr−1e−µxγ

dx−

− 1
n

n∑

i=1

I(Xi < yi)

]2
.

Типичный пример функций, полученных в ре-
зультате применения различных методов, проде-
монстрирован на рис. 3. Оптимизационный подход
позволил не только точнее, но и примерно в 30 раз
быстрее оценивать параметры для всех анализиру-
емых данных по сравнению с методом максималь-
ного правдоподобия.

Некоторые частные случаи обобщенного гамма-распределения

Семейство Значения параметров

Гамма-распределение γ = 1
Обратное гамма-распределение γ = −1
Распределение Леви γ = −1, r = 0,5
Показательное распределение γ = 1, r = 1
Распределение Эрланга γ = 1, r ∈ N

Распределение хи-квадрат γ = 1, µ = 0,5
Распределение Накагами γ = 2
Полунормальное распределение γ = 2, r = 0,5
Распределение Рэлея γ = 2, r = 1

Хи-распределение γ = 2, µ = 1/
√
2

Распределение Максвелла γ = 2, r = 1,5
Распределение Фреше (распределение экстремальных значений II типа) r = 1, γ < 0
Распределение Вейбулла–Гнеденко (распределение экстремальных значений III типа) r = 1, γ > 0
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Рис. 3 Сравнение эмпирической функции распределе-
ния (1) и функций, полученных двумя методами оценки
параметров — максимального правдоподобия (2) и функ-
циональной оптимизации (3)

3 Метод кластеризации объектов
сетевой вычислительной
инфраструктуры на основе
анализа аномалий трафика

В реальных задачах аномальность трафика опре-
деляется не только его абсолютным значением, но
и соотношением с другими наблюдениями. В дан-
ном разделе рассмотрим процедуру, которая позво-
ляет статистически корректно учитывать это.

Сначала рассмотрим статистическую процеду-
ру выявления аномальных наблюдений для дан-
ных, описываемых обобщенным гамма-распреде-
лением. Впервые такого рода статистический тест
был предложен в статье [20] для метеорологических
рядов (осадков). Учитывая особенности анализиру-
емых данных (параметр γ для трафика может иметь
как положительные, так и отрицательные значе-
ния), обобщим описанную в упомянутой статье
процедуру.

Пусть V1, . . . , Vm — независимая выборка из
обобщенного гамма-распределения с некоторыми
параметрами r > 0, γ 6= 0, µ > 0, V1 > Vj , ∀j > 2.
Рассмотрим статистику вида

�R =
(
(m− 1)V γ

1

V γ
2 + · · ·+ V γ

m

)sgn (γ)
.

Тогда при условии, что верна гипотеза H0: «значе-
ние V1 не является аномально большим»,

�R ∼
{
F (r, (m− 1)r) для γ > 0;

F ((m− 1)r, r) для γ < 0,

где через F обозначено распределение Снедеко-
ра–Фишера (F-распределение) с соответствующи-
ми параметрами.

Для того чтобы выявить аномальные наблюде-
ния в выборке из обобщенного гамма-распределе-
ния V = {V1, . . . , Vm} с параметрами (r, γ, µ), необ-
ходимо зафиксировать уровень значимости α, для
каждого Vi, i ∈ {1, . . . ,m}, рассчитать значение ста-
тистики �R и сравнить это значение с α-квантилями
F -распределения с соответствующими параметра-
ми. Наблюдение признается аномальным тогда
и только тогда, когда наблюдаемое значение стати-
стики больше квантиля F -распределения.

На практике для выборок большого объема под-
счет знаменателя статистики �R для каждого на-
блюдения может заметно увеличить время работы
алгоритма, поэтому рациональнее будет один раз
посчитатьS = V γ

1 + · · ·+V γ
m, а затем для i-го наблю-

дения вычислять значение статистики следующим
образом:

�R =
(
(m− 1)V γ

i

S − V γ
i

)sgn (γ)
.

На рис. 4 приведены примеры выявления
аномальных наблюдений при уровне значимости
α = 0,05 для фиксированного момента времени
(выделены маркерами) с помощью описанного ме-
тода.

Для кластеризации можно использовать такую
разметку наблюдений для выборок за каждый мо-
мент времени. Причем формировать выборки мож-
но как на непересекающихся последовательных ин-
тервалах времени, так и воспользовавшись методом
скользящего окна.

Сначала разметим аномальные наблюдения
описанным выше GG-тестом, формируя выбор-
ки непересекающимися часовыми окнами, и нане-
сем получившуюся разметку на временн‚ые ряды по
конкретным объектам. Если рассматривать размет-
ку GG-теста на выборках, по которым он обучался
(рис. 5), то можно заметить, что существует некото-
рое пороговое значение, разделяющее аномальные
и обычные значения.

Однако при рассмотрении той же разметки для
конкретного объекта (рис. 6) такого порога может
и не оказаться. Так происходит из-за того, что
выборки, на которых размечаются аномалии, фор-
мируются окнами по времени, поэтому разметка
содержит в себе информацию о среднем тренде по
всем объектам (рис. 7). На примере объекта с риc. 6
можно выделить две зоны с большим числом ано-
малий: в районе 22:00, где трафик рос быстрее сред-
него по всем объектам, и в районе 14:00, где трафик
конкретного объекта достиг максимума, а перцен-
тили имели нисходящий тренд. Имея разметку по
каждому объекту, можно провести бинарную клас-
теризацию, задавая некоторый порог доли данных,
которые были размечены аномальными.
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Рис. 4 Аномалии в полученном (а) и отправленном (б) трафике

Для визуализации полученных результатов со-
ставим признаковое описание объектов: каждый
объект опишем медианой, квартилями и интер-
квартильным размахом по полученному и отправ-
ленному трафику по всем имеющимся наблюде-
ниям.

Применим метод главных компонент, чтобы
перевести признаковое описание на двумерную
плоскость. Установлено, что первые две главные
компоненты суммарно описывают 95,8% вариации,
причем одна приписывает больший вес перценти-

лям (см. ось абсцисс на рис. 8), а другая –интерквар-
тильному размаху (см. ось ординат на рис. 8). На
рис. 8 отмечены объекты, признанные аномальны-
ми по полученному (1), отправленному (2) и обоим
видам трафика (3).

По оси абсцисс на рис. 8 отложены значения
первой главной компоненты, которая имеет выра-
женную положительную корреляцию с перценти-
лями, по оси ординат — значения второй главной
компоненты с выраженной отрицательной корре-
ляцией с размахами. При фиксированном уров-
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Рис. 5 Аномалии на часовом горизонте наблюдения

Рис. 6 Аномалии на временном ряде конкретного объекта

не перцентилей (первой компоненты) аномальны
объекты, у которых меньше размах, и, наоборот,
при фиксированном уровне второй компоненты —
у которых больше значения перцентилей.

Недостаток метода непересекающихся окон за-
ключается в том, что каждое наблюдение попадает
только в одно окно, поэтому наблюдение для те-

кущего окна может быть признано аномальным,
хотя при увеличении интервала времени оно тако-
вым уже не является (в частности, см. обсуждение
подхода в статье [20]) (см. рис. 5).

Если же использовать скользящее окно некото-
рой шириныw, то каждое наблюдение (за исключе-
нием расположенных на краях) попадет в w окон.
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Рис. 7 Медиана (1) и верхний квартиль полученного
трафика для всех объектов: 2 — 75% перцентиль

Таким образом, наблюдение может быть призна-
но аномальным от 0 до w раз и можно говорить
о некотором сопоставлении уровней аномальности
конкретного наблюдения относительно других. Бу-
дем считать аномальное наблюдение:

– абсолютно аномальным (признано аномаль-
ным ровно w раз);

– относительно аномальным (признано аномаль-
ным от ⌈w/2⌉ до w − 1 раз);

– промежуточно аномальным (признано ано-
мальным от 1 до ⌈w/2⌉ − 1 раз).

На рис. 9 приведены примеры разметки некоторых
объектов в режиме скользящего окна шириной 1 ч.

В этом случае наибольшие по абсолютной ве-
личине значения не обязательно признаются ано-
мальными, так как они могут соответствовать пери-
одам общей высокой нагрузки на сеть. Для каждого
наблюдения Vj по каждому объекту имеется неко-
торый уровень аномальности zj ∈ {0, . . . , w}, и в ка-
честве правила кластеризации можно использовать
некоторую функцию от {z1, . . . , zn}. Например, на
рис. 10 представлена кластеризация на основе ре-
шающего правила I ({(1/n)∑i zi > 0,5}).

На рис. 8 не были отображены 3 объекта с наи-
большими значениями главных компонент, рас-
полагающиеся в правом верхнем углу на рис. 10,
так как подход на основе непересекающихся окон
отнес к аномальным по общему трафику 37 объек-
тов, большая часть из которых продемонстрирова-
на. Метод скользящего окна в качестве аномаль-
ных сразу по обоим типам трафика отметил только
эти 3 наблюдения, что действительно позволяет
говорить об их существенных отличиях от других
объектов.

4 Заключение
В работе рассмотрен статистический подход

к выявлению аномальных нагрузок на узлах сетевой

Рис. 8 Кластеризация объектов на группы с высоким входящим, исходящим и общим трафиком: 1 — аномален по
полученному трафику; 2 — аномален по отправленному трафику; 3 — аномален по обоим типам трафика
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Рис. 9 Примеры разметки временных рядов трафика, скользящее окно: 1 — абсолютно аномальные; 2 — относительно
аномальные; 3 — промежуточно аномальные
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Рис. 10 Кластеризация объектов на группы с высоким входящим, исходящим и общим трафиком с использованием
скользящего окна: 1 — аномален по полученному трафику; 2 — аномален по отправленному трафику; 3 — аномален
по обоим типам трафика

вычислительной архитектуры. С использованием
языка программирования R реализована процеду-
ра определения аномальных наблюдений в трафи-
ке в рамках хорошо соответствующего реальным
данным предположения о возможности описания
наблюдений обобщенным гамма-распределением.
На основе анализа появления таких наблюдений
в узлах может быть реализована процедура класте-
ризации объектов сети. Дальнейшие направления
исследований в данной области могут быть свя-
заны с построением статистических моделей для
иных характеристик вычислительных узлов (напри-
мер, загрузки процессора или используемой памя-
ти) и решение описанной задачи кластеризации
в расширенном признаковом пространстве.

Предложенная методика имеет определенный
потенциал и для других задач в области телекомму-
никаций, например связанных с распределением
ресурсов для виртуальных машин [21, 22]. Алго-
ритмы такого рода могут быть реализованы в виде
сервисов отдельных аналитических систем [23, 24]
или в рамках цифровых платформ [25].

Авторы выражают признательность члену-кор-
респонденту РАН Р. Л. Смелянскому за ценные
советы, касающиеся телекоммуникационной со-
ставляющей статьи, а также профессору В. Ю. Ко-
ролеву за плодотворные обсуждения вопросов мо-

делирования реальных данных с использованием
различных семейств вероятностных распределе-
ний.
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Abstract: The problem of detecting statistical anomalies (that is, outliers in relation to the typical values of upload
and download traffic) of the load on the nodes of the network computing infrastructure is considered. The regular
scaling in computing resources and storage as well as redirection of data flows is needed due to the increase of
load in real systems. The procedure for detecting statistical anomalies in network traffic is proposed using the
approximation of observations by the generalized gamma distribution for further clustering of network computing
infrastructure objects in order to evaluate resource need. All computational statistical procedures described in the
paper are implemented using the R programming language and they are applied for network traffic, simulated
using a specialized architectural and software stand. The proposed approaches can also be used for a wider class of
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ ПРИМЕНЕНИЯ

БИНАРНЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ ПРИ ДЕТЕКТИРОВАНИИ

ОБЪЕКТА НА ИЗОБРАЖЕНИИ

Д. О. Королев1, О. Г. Малеев2

Аннотация: Глубокие сверточные нейронные сети широко применяются для задач детектирования
объектов. Однако современные модели глубоких сверточных нейронных сетей требуют больших вы-
числительных ресурсов, что затрудняет их развертывание на мобильных и встроенных устройствах
с ограниченными ресурсами. Бинарные нейронные сети позволяют снизить требования к устройствам.
В бинарных нейронных сетях активации и/или веса принимают только двоичные значения (−1, 1).
Представленный в работе метод применяет балансировку и нормализацию целочисленных значений
весов при прямом распространении и двухэтапную аппроксимацию функции знака при обратном.
Приведены результаты сравнения точности обнаружения на наборе данных PASCAL Face и скорости
работы и размера модели на мобильном устройстве для представленного в работе метода, модели без
применения бинаризации, сети TinyML и методов Bi-Real Net и ABC-Net.

Ключевые слова: бинарные нейронные сети; сверточные нейронные сети; обнаружение объектов;
ускорение модели
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1 Введение

Вопросам разработки методов, алгоритмов
и программно-аппаратных комплексов обработки
и классификации изображений с детектировани-
ем объектов посвящено достаточно много науч-
ных работ [1–4]. Практические решения данной
задачи находят широкое применение в системах
управления и безопасности, видеоаналитике, сис-
темах контроля производства, сельском хозяйстве
и т. д. Распространенным подходом к классифика-
ции изображений и обнаружению объектов стало
применение сверточных нейронных сетей [5]. Бла-
годаря глубокой структуре с множеством уровней
и миллионами параметров, глубокие сверточные
нейронные сети демонстрируют высокую точность
в широком классе задач. Например, сеть VGG-16,
содержащая около 140 млн 32-битных параметров
с плавающей запятой, достигает точности 92,7%
в задаче классификации изображений на наборе
данных ImageNet [6]. Вместе с тем такая сеть тре-
бует более 500 МБ дискового пространства и для
выполнения классификации требует около 1,6 ·1010
арифметических операций с плавающей запятой.
Понятно, что использование такой архитектуры
приводит к необходимости применения достаточно
высокопроизводительного оборудования, включа-

ющего, как правило, графические ускорители для
проведения матричных вычислений [6].

Предлагаемая в статье реализация алгоритма де-
тектирования объектов с применением бинарных
нейронных сетей требует значительно меньшего
объема вычислений и памяти, что позволяет прово-
дить детектирование объектов в реальном масштабе
времени на встроенных устройствах.

2 Бинарные нейронные сети

В бинарных нейронных сетях значения выходов
нейронов и/или весов принимают только двоич-
ные значения (−1, 1). При этом 32-битные опера-
ции умножения и накопления могут быть замене-
ны поразрядными логическими операциями XNOR
и операциями подсчета накопления bitcount, за-
ключающимися в подсчете количества единиц [6].
Такой подход позволяет получить значительное уве-
личение быстродействия и уменьшение размера мо-
дели.

Для прямого распространения в качестве функ-
ции активации может быть применена функция
знака:

sgn (x) =

{
1, если x ≥ 0 ;
0, если x < 0 .
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Форма функций Identity (а) и Hardtanh (б)

Функция знака проста в реализации и непло-
хо работает на практике, однако ее невозможно
использовать при обучении в алгоритме обратного
распространения ошибки из-за ее недифференци-
руемости при x = 0.

Для решения этой проблемы при обучении при-
меняют функции Identity и Hardtanh [6]. Функция
Identity, в отличие от Hardtanh, передает информа-
цию о градиенте без учета эффекта бинаризации.
Функция Hardtanh учитывает бинаризацию, одна-
ко из-за наличия интервала отсечения отбрасывает
информацию за его пределами. Обе эти функции
теряют информацию о градиенте и на практике мо-
гут приводить к уменьшению точности:

Identity : y = x ;

Hardtanh : y = Hardtanh (x).

На рисунке представлена форма функций Iden-
tity и Hardtanh [5].

Из вышесказанного понятно, что реализация
бинарной нейронной сети — задача нетривиальная.
Далее рассмотрим основные этапы предлагаемого
авторами метода построения бинарной сети.

3 Алгоритм бинаризации

В основе использованного в работе метода лежит
способ IR-Net (Information Retention Network) [5].
Для дополнительной минимизации ошибки би-
наризации применяется целочисленный битовый
сдвиг со значением s над двоичными весами. Это
позволяет расширить возможности представления
двоичных весов без необходимости выполнять опе-
рации с целочисленными значениями в процессе
обучения. При этом бинаризация весов и актива-
ций сети имеет следующий вид:

Qw( �wstd) = Bw «» s = sign ( �wstd) «» s ;

Qa(a) = Ba = sign (a) .

Значение битового сдвига s определяется как

s = round

(
log2

(‖ �wstd‖1
n

))
,

где n — размерность вектора весов; ‖ �wstd}1 —
L1-норма вектора весов (сумма абсолютных зна-
чений вектора).

Основная операция сети для прямого распро-
странения может быть представлена как

z = (Bw ⊙Ba) «» s .

3.1 Бинаризация весов и активаций
при прямом распространении

Для уменьшения влияния ошибок бинаризации
в рассматриваемом методе предлагается уравнове-
шивать веса, вычитая среднее значение из весов
полной точности:

�w = w − �w .

Кроме того, для увеличения стабильности про-
цесса обучения и уменьшения влияния эффекта
снижения точности, связанного с чрезмерным рос-
том величины весов и, следовательно, ростом вели-
чины градиента, дополнительно предлагается про-
водить нормализацию уравновешенных весов:

�wstd =
�w

σ( �w)
,

где σ(·)— стандартное отклонение.
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Эти операции делают веса полной точности рав-
номерно распределенными, что повышает стабиль-
ность обучения бинарных нейронных сетей и, как
следствие, точность.

Для прямого распространения в качестве функ-
ции активации используется функция знака. При
этом двоичные значения могут быть получены сле-
дующим образом:

Qw ( �wstd) = Bw = sign ( �wstd) ;

Qa(a) = Ba = sign (a) .

3.2 Двухэтапная аппроксимация
при обратном распространении

Бинарная функция активации может приводить
к потере точности, затрудняя передачу градиента
при обратном распространении. Для эффективно-
го обучения сети должны быть применены методы,
обеспечивающие большую способность к обнов-
лению в начале процесса обучения и небольшую
ошибку градиента в конце.

Для обратного распространения предлагается
применять двухэтапный способ аппроксимации
функции знака [5]:

(1) на первом этапе для аппроксимации функ-
ции знака применяется функция Identity. При
этом на первом этапе не проводится отсече-
ния градиентов (значение отсечения очень ве-
лико). При переходе ко второму этапу форма
аппроксимации изменяется от функции Iden-
tity к форме Hardtanh, а значение отсечения
постепенно снижается до единицы;

(2) на втором этапе значение интервала отсечения
становится равным единице. Форма аппрок-
симации постепенно принимает вид функции
знака, обеспечивающей согласованность пря-
мого и обратного распространения.

Функция аппроксимации g(x) для обратного
распространения определяется как

g(x) = k tanh tx ,

где g(x) — аппроксимация функции знака; t и k —
управляющие переменные, изменяющие свои зна-
чения в процессе обучения. Эти переменные могут
быть определены как

t = Tmin · 10(i/N)log(Tmax/Tmin) ;

k = max

(
1

t
, 1

)
,

где i — текущая эпоха; N — число эпох; Tmin
и Tmax — параметры, равные 10−1 и 101.

4 Результаты

Для экспериментальной нейронной сети в ра-
боте выбрана широко известная архитектура SSD
(single shot detector) [7] с добавлением слоя па-
кетной нормализации [8]. Модель бинарной се-
ти, реализованная на основе представленного ме-
тода, была обучена для детектирования объектов
с определением координат ограничивающей рам-
ки [9]. В качестве обучающей выборки использо-
вался набор данных WIDER FACE [10], содержа-
щий 12 881 изображение.

Тестирование производительности бинарной
нейронной сети проводилось на мобильном
устройстве с процессором MediaTek Helio P22
MT6762 (4 × Cortex-A53 2000 МГц, 4 × Cortex-A53
1500 МГц). Тестирование точности производилось
на наборе данных PASCAL Face [11], содержащем
851 изображение и 1341 лицо, ограниченные пря-
моугольными рамками.

Для развертывания предварительно обученной
модели использовался фреймворк daBNN [12], под-
держивающий мобильные устройства с операцион-
ной системой Android.

Результаты экспериментов в сравнении с ра-
нее известными методами Bi-Real Net [13] и ABC-
Net [14] и применении автоматического преобра-
зования модели с использованием фреймворка
TensorFlow Lite приведены в таблице.

Результаты работы моделей

Модель
Точность,

%
Время

работы, мс
Размер,

МБ
Полной точности 98,61 1811 89,69
Предложенный метод 98,04 223 11,91
Bi-Real Net 97,98 254 12,56
ABC-Net 97,02 240 11,64
TensorFlow Lite 98,56 645 23,78

5 Заключение

Предлагаемый в данной статье метод постро-
ения бинарной нейронной сети позволяет умень-
шить время обработки изображения в 8,1 раза,
а объем памяти, занимаемый моделью, в 7,5 ра-
за. При этом происходит незначительное падение
точности обнаружения на тестовом наборе данных
PASCAL Face (0,57%).

Реализованный метод превосходит ранее из-
вестные методы Bi-Real Net [13] и ABC-Net [14]
по точности и имеет лучшее быстродействие.

Также предлагаемый авторами метод продемон-
стрировал в 2,8 раза лучшее быстродействие и более
чем в 2 раза меньшие требования по памяти, чем

90 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 3 2023



Efficiency of binary neural networks for object detection on an image

распространенный в настоящее время инструмент
TensorFlow Lite [15], поддерживающий выполнение
квантования весов до 8 бит точности.

Реализованный метод показал высокую точ-
ность обнаружения, практически не уступающую
полноразмерным сверточным сетям, и может эф-
фективно применяться для построения моделей
нейронных сетей, решающих задачи обнаружения
объектов, на мобильных и встроенных устройствах
с ограниченными ресурсами.
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Abstract: Deep convolutional neural networks are widely used for object detection. However, modern deep
convolutional neural network models are computationally expensive hindering their deployment in resource-
constrained mobile and embedded devices. Binary neural networks help to alleviate the resource requirements of
devices. Activations and weights in binary neural networks are limited by binary values (−1, 1). The proposed
method implements balancing and standardization of floating-point weights in forward propagation and two-stage
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sign function approximation in back propagation. The paper presents the results of detection accuracy on the
PASCAL Face dataset as well as the results of speed and model size on the mobile device for the proposed method,
the model without binarization, the TinyML network, and Bi-Real Net and ABC-Net methods.
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ФОРМАЛИЗОВАННОЕ ОПИСАНИЕ СТАТИСТИЧЕСКОЙ

ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ В БАЗАХ ДАННЫХ∗

В. В. Вакуленко1, И. М. Зацман2

Аннотация: Рассматривается последовательность этапов статистической обработки текстовой информа-
ции, начиная с конкретных информационных объектов (КИО) баз данных (БД) и заканчивая значениями
числовых характеристик множеств этих объектов. Например, если в БД хранятся описания полнотексто-
вых научных статей, то они считаются КИО. При соответствующем наполнении такой БД многоэтапный
процесс их обработки позволяет определить значения числовых характеристик публикационной ак-
тивности исследователя, научного подразделения или научной организации в целом. Такие процессы
начинаются с обработки КИО и завершаются вычислением значений характеристик множеств этих объ-
ектов. На промежуточных этапах обработки могут формироваться таблицы и другие вербально-числовые
объекты. Если этапы статистической обработки спроектированы как обратимые и в БД реализована функ-
ция верификации значений числовых характеристик, то процесс их проверки начинается со значений
характеристик и завершается доступом к КИО, которые были использованы для вычисления этих значе-
ний. Предлагается формализованное описание этапов статистической обработки текстовой информации
в БД. Такую ее трансформацию в числовые значения предлагается назвать информационно-математиче-
ской (ИМ-трансформация). Она сочетает обработку КИО, формирование вербально-числовых объектов
и математические вычисления значений числовых характеристик. Такая трансформация текстовой ин-
формации может на отдельных этапах включать математические преобразования, но в целом она к ним
не сводится. Цель статьи — предложить принципы формализованного описания ИМ-трансформации
текстов в БД. В качестве ее иллюстрации рассмотрен пример формализации процесса определения
числа вариантов перевода коннекторов, выражающих внутритекстовые отношения между текстовыми
фрагментами в надкорпусной БД (НБД) коннекторов, созданной в ФИЦ ИУ РАН.

Ключевые слова: информационно-математическая трансформация; текстовая информация; статистиче-
ская обработка текстовой информации; надкорпусная база данных
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1 Введение

Процесс статистической обработки текстовой
информации в НБД параллельных текстов начина-
ется с этапа поиска вхождений исследуемой языко-
вой единицы (ЯЕ) в параллельных текстах. Одна из
целей статистической обработки состоит в опре-
делении числа вариантов перевода исследуемой
ЯЕ, которая может быть словом, словосочетани-
ем, грамматической категорией (например, время
глагола) или знаком препинания3.

Например, если исследуются варианты перевода
на французский язык коннектора4 а то в русско-
французских параллельных текстах художествен-
ных произведений, то на первом этапе из текс-
тов НБД извлекаются фрагменты (большей частью
предложения), содержащие этот коннектор, и их
переводы на французский язык (см. три примера

найденных пар фрагментов оригинала и их перево-
дов в табл. 1). Всего в НБД коннекторов, созданной
в ФИЦ ИУ РАН, на 08.05.2023 было 144 088 таких
пар, каждая из которых — это конкретный инфор-
мационный объект НБД. Из них 311 КИО содержат
коннектор а то в русском оригинале, включая три
примера, приведенных в табл. 1. Методы поиска
исследуемых ЯЕ в НБД описаны в работах [2–4].

На втором этапе для найденных пар выпол-
няется формирование аннотируемых переводных
соответствий (АПС), каждое из которых включает
структурированное описание коннектора а то, его
контекста, перевода этого коннектора на француз-
ский язык и его контекста согласно общим прин-
ципам аннотирования [5] и разработанной на их
основе методологии [3].

Всего на 08.05.2023 для 220 из 311 найденных
пар были сформированы 220 АПС с описанием

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; vvak@pm.me
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, izatsman@yandex.ru
3Знаку препинания в переводе может соответствовать слово или словосочетание.
4Коннекторами называются лексические единицы, основная функция которых состоит в выражении одного или нескольких

внутритекстовых отношений между фрагментами текста, например отношения причины [1].

93



В. В. Вакуленко, И. М. Зацман

Таблица 1 Примеры результатов поиска фрагментов текста с коннектором а то и их переводов на французский язык

Фрагмент с коннектором в оригинале Перевод

Я вот теперь выехала, чтоб узнать, а то засяду уже
безвыездно, если, избави Бог, скарлатина.
[Л. Н. Толстой. Анна Каренина (1873–1877)]

Je suis sortie aujourd’hui pour savoir où vous en ‚etiez, car

j’ai peur de ne plus pouvoir bouger de longtemps.
[Перевод Анри Монго (1952)]

Я нарочно прибрала, чтобы кто не поднял, а то потом
поминай как звали!
[М. А. Булгаков. Мастер и Маргарита (1929–1940)]

Je l’ai trouv‚e, dans une serviette, et justement je l’avais mis
de c�ot‚e pour que personne ne la ramasse, sinon, hein, adieu
la valise!
[Перевод Клода Линьи (1968)]

— Он женится! Хочешь об заклад, что не женится? —
возразил он. — Да ему Захар и спать-то помогает, а то

жениться!
[И. А. Гончаров. Обломов (1848–1859)]

— Lui, se marier ! je parie qu’il ne se mariera pas ! r‚epliqua-
t-il. Il a besoin de Zakhar m�eme pour dormir, et tu veux qu’il
se marie!
[Перевод Артюра Адамова (1959)]

Таблица 2 Примеры АПС с коннектором а то

Фрагмент с коннектором

в оригинале

Коннектор

и внутритекстовое

отношение

Перевод

Коннектор

и внутритекстовое

отношение

Я вот теперь выехала, чтоб
узнать, а то засяду уже безвы-
ездно, если, избави Бог, скар-
латина.

а то

〈отношение
причины〉

Je suis sortie aujourd’hui pour
savoir où vous en ‚etiez, car j’ai
peur de ne plus pouvoir bouger de
longtemps.

car

〈отношение
причины〉

Я нарочно прибрала, чтобы кто
не поднял, а то потом поминай
как звали!

а то

〈отношение
отрицательной
альтернативы〉

Je l’ai trouv‚e, dans une serviette,
et justement je l’avais mis de c�ot‚e
pour que personne ne la ramasse,
sinon, hein, adieu la valise!

sinon

〈отношение
отрицательной
альтернативы〉

— Он женится! Хочешь об за-
клад, что не женится? — возра-
зил он. — Да ему Захар и спать-
то помогает, а то жениться!

а то

〈отношение
несоответствия〉

— Lui, se marier! Qu’est-ce que
tu paries qu’il ne se mariera pas?
Il ne peut m�eme pas s’endormir
sans Zakhar, et tu veux qu’il se
marie!

et

〈соединительное
отношение〉

коннектора а то и его переводов (см. в табл. 2 три
примера АПС, соответствующих трем парам фраг-
ментов оригинала и их переводов из табл. 1). Отме-
тим, что в этих трех АПС коннектор а то выражает
три разных внутритекстовых отношения: причина,
отрицательная альтернатива, несоответствие. При
этом внутритекстовое отношение в оригинале и пе-
реводе может быть разным (см. нижнюю строку
табл. 2).

Сформированные АПС дают возможность опре-
делить на третьем этапе число вариантов перевода
коннектора а то на французский язык. Рассмотрен-
ные три этапа процесса статистической обработки
текстовой информации описаны вербально (сло-
вами естественного языка) на примере перевода
коннектора а то в НБД.

В статье предлагается подход к формали-
зованному описанию статистической обработки
текстовой информации в БД. Ее трансформацию
в числовые значения предлагается назвать ИМ-
трансформацией. Она сочетает обработку конкрет-

ных текстов, формирование в результате обработки
вербально-числовых объектов и вычисление зна-
чений числовых характеристик. Такая трансфор-
мация текстовой информации в числовые харак-
теристики может на отдельных этапах включать
математические преобразования, но в целом она
к ним не сводится.

Цель статьи — предложить принципы формали-
зованного описания ИМ-трансформации текстов
в БД и ввести понятия: (1) полностью обратимая,
(2) частично обратимая и (3) необратимая стати-
стическая обработка текстовой информации.

2 Обратимость статистической
обработки

Три понятия (полностью обратимая, частично
обратимая и необратимая статистическая обработ-
ка) опишем на примере определения числа вари-
антов перевода коннектора а то. В предыдущем
разделе были рассмотрены три этапа статистиче-
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ской обработки текстовой информации, которые
сформулируем в общем виде:

(1) поиск вхождений исследуемой ЯЕ в текстовой
информации БД;

(2) формирование АПС для исследуемых ЯЕ;

(3) определение числовых статистических харак-
теристик информации, хранимой в БД.

В рассмотренном примере на первом этапе были
найдены 311 КИО. Из них для 220 КИО на втором
этапе были сформированы 220 АПС. Сейчас более
подробно рассмотрим третий этап. В НБД струк-
тура АПС включает два отдельных поля: одно для
исследуемого коннектора а то (см. второй стол-
бец табл. 2) и одно для его перевода, например
car (см. четвертый столбец табл. 2; если коннектор
не был переведен, то ставится специальная мет-
ка). В результате сопоставления значений этих двух
полей в 220 АПС была сформирована табл. 3 с чис-
лом вариантов перевода коннектора а то и числом
АПС, соответствующих каждому варианту. Всего
эти АПС содержат 40 вариантов перевода. Девять
вариантов с наибольшим числом АПС, включая
вариант отсутствия перевода, включены в первые
девять строк табл. 3. Сумма АПС для этих девяти
вариантов равна 174. Для остальных вариантов (их
в НБД 31) отведена одна десятая строка. Сумма
АПС для 31 варианта равна 46.

В НБД этапы статистической обработки инфор-
мации спроектированы как полностью обратимые,
что дает возможность проверки результатов стати-

Таблица 3 Варианты перевода коннектора а то на
французский язык (согласно НБД коннекторов ФИЦ ИУ

РАН по состоянию на 08.05.2023)

№
Вариант перевода
коннектора а то

Число
АПС

варианта
1 sinon 83
2 коннектор в переводе отсутствует 43
3 et 11
4 car 11
5 mais 9
6 si 5
7 sans quoi 4
8 sans cela 4
9 ou 4

10
31 вариант перевода с числом
АПС 3 и меньше

46

Итого 40 моделей перевода 220

стической обработки, начиная с числовых значений
(см. табл. 3) и заканчивая получением списка тех
АПС, которые были использованы для вычисления
этих значений1.

Например, число 11 из четвертой строки табл. 3
в НБД служит гиперссылкой на список из 11 АПС,
включая первое АПС из табл. 2, каждое из которых
имеет гиперссылку на соответствующий КИО, т. е.
пару текстового оригинала с коннектором а то и пе-
ревода с французским коннектором car, включая
первую пару из табл. 1. Если бы в АПС эта гипер-
ссылка отсутствовала, то статистическая обработка
была бы частично обратимой. А если и числовые
значения в табл. 3 не служили бы гиперссылками
на списки АПС, то статистическая обработка стала
бы полностью необратимой.

3 Описание этапов
статистической обработки

Статистический анализ текстовой информа-
ции — распространенный метод исследований
в компьютерной лингвистике, использующий БД
и корпусы текстов, включая параллельные [6–9].
Вербальное описание этапов статистического ана-
лиза текстовой информации рассмотрим на приме-
ре контрастивного исследования пары предлогов
from/fra в английском и норвежском языке (первый
предлог — английский, второй — норвежский) [10]
с использованием текстов англо-норвежского па-
раллельного корпуса университета Осло [11].

Статистические характеристики этой пары
предлогов определялись для трех видов перевод-
ных соответствий2: предлог from переведен пред-
логом fra, предлог from переведен любым другим
предлогом, кроме fra, и предлог в переводе не ис-
пользовался [12]. Целью работы [10] ставилось
вычисление частотности каждого вида переводно-
го соответствия для каждого смыслового значения
предлога from. Приведем краткое описание этапов
их вычисления из этой работы.

Для определения частотности сначала был
сформирован массив текстов, отобранных из анг-
ло-норвежского параллельного корпуса. В мас-
сив вошли только художественные тексты. В нем
был выполнен поиск пар предложений, содержа-
щих предлог from в английском оригинале.

Затем был выполнен семантический анализ
найденных пар предложений, в результате которого

1Аннотируемые переводные соответствия могут редактироваться. Поэтому после завершения статистической обработки ото-
бранных АПС возможность их редактирования должна быть отключена.

2Эти три вида переводного соответствия введены в работе [11] для исследования переводов значений английского предлога at на
арабский язык.
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были экспертно определены контекстные значения
предлога from и проставлены виды переводных со-
ответствий для from (этот предлог переведен пред-
логом fra, другим предлогом или никакой предлог
в переводе не использовался). После определе-
ния контекстных значений предлога from и про-
становки одного из трех видов были определены
их частотности для каждого контекстного значения
в сформированном массиве текстов. Например,
проведенное исследование показало: если пред-
лог from в оригинальных английских предложениях
имел значение «причина» (suffered from high blood
pressure), то в их переводах норвежский предлог
fra не использовался (нулевая частотность). Если
предлог from имел значение «источник» (lights from
the cars in the road), то в 50% переводов исполь-
зовался предлог fra, в 38% использовались другие
предлоги и в 12% переводов при переводе from пред-
логи не использовались. Вычисленные частотности
каждого вида переводного соответствия для каждо-
го смыслового значения предлога from приведены
в табл. 4.8 на с. 63 работы [10].

Таким образом, в этой работе дано вербальное
описание всех этапов статистической обработки па-
раллельных текстов, включающее таблицу частот-
ностей. В отличие от статистической обработки
информации НБД коннекторов, в работе [10] не
ставилась задача обеспечить обратимость этапов
обработки, т. е. «пройти» от частотности до исход-
ной текстовой информации.

4 Принципы информационно-
математической
трансформации

Сформулируем предлагаемые принципы фор-
мализованного описания многоэтапного процесса
статистической обработки текстовой информации
в БД. Сначала определяется список этапов стати-
стической обработки и схема связей между ними.
Затем для каждого этапа определяются:

– множества объектов (например, текстовых,
вербально-числовых и/или числовых) на вхо-
де и выходе этапа;

– идентификаторы для доступа в БД к объектам
входных и выходных множеств этапа или спо-
соб(ы) их определения;

– процессы преобразования входных множеств
объектов в выходные;

– классификационные системы, используемые
в процессе преобразования;

– возможность доступа к входным множествам
объектов этапа либо в процессе обратного пре-
образования выходных множеств объектов во
входные (обратимое преобразование), либо со-
хранение в БД входных множеств этапа (обра-
тимый этап).

Используя перечисленные принципы, сформу-
лируем описание процесса определения числа ва-
риантов (моделей) перевода а то в НБД коннекто-
ров, рассмотренного в начале статьи. Этот процесс
включает три этапа, которые выполняются после-
довательно.

На первом этапе есть только одно входное мно-
жество (обозначим его как Input Set 1 — IS1), ко-
торое содержит параллельные тексты НБД коннек-
торов. Эти тексты состоят из пар, включающих
русское предложение и его перевод на французский
язык. Каждая пара имеет уникальный идентифи-
катор в НБД. На 08.05.2023 было 144 088 иден-
тификаторов таких пар входного множества IS1
(список идентификаторов обозначим как Input
List 1 — IL1). Выходное множество на этом этапе
формируется также одно (обозначим его как Output
Set 1 — OS1), и оно содержит предложения рус-
ского языка с коннектором а то и их переводы на
французский язык (см. табл. 1). На 08.05.2023 было
311 идентификаторов тех пар выходного множе-
ства OS1, русские предложения которого содержат
коннектор а то (список идентификаторов элемен-
тов множества OS1 обозначим как OL1).

Преобразование входного множества IS1(IL1)
в выходное OS1(OL1) выполняется с помощью по-
иска тех пар в IS1, которые содержат коннектор
а то. Его обозначим как R1(а то): IS1(IL1) →
→ OS1(OL1). При выполнении этого преобразова-
ния классификационные системы не используют-
ся. Первый этап обратимый, что обозначим как
RR1(а то), так как в НБД коннекторов сохраняется
входное множество этого этапа.

Входным множеством IS2 на втором этапе
служит выходное множество OS1 первого этапа,
идентификаторы элементов (т. е. 311 пар, русские
предложения которых содержат коннектор а то)
которого образуют список OL1. На этом этапе
формируются АПС с использованием методоло-
гии аннотирования [3]. Выходное множество (обо-
значим его как OS2) содержит сформированные
АПС (см. табл. 2), идентификаторы которых обра-
зуют список OL2. Преобразование входного мно-
жества IS2(OL1) в выходное OS2(OL2) выполняется
с помощью аннотирования тех пар, которые содер-
жат коннектор а то. Его обозначим как A2(а то):
IS2(OL1) → OS2(OL2)/CS(LSR), где CS(LSR) —
это классификационная система логико-семанти-
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ческих отношений, четыре рубрики которой были
использованы в трех АПС в табл. 2 (отношения
причины, отрицательной альтернативы, несоответ-
ствия и соединительное отношение). Второй этап
тоже обратимый, что обозначим как AR2(а то),
так как в НБД коннекторов сохраняется входное
множество этого этапа.

Входным множеством IS3 третьего этапа служит
множество OS2, которое содержит OL2 сформи-
рованных АПС. На этом этапе вычисляется ко-
личество вариантов перевода коннектора а то на
французский язык (обозначим как OL3) и опре-
деляется множество OS3, каждый элемент которо-
го — это число АПС для каждого варианта в НБД
коннекторов. Преобразование входного множест-
ва IS3(OL2) в выходное OS3(OL3) выполняется
с помощью сравнения содержимого двух полей
АПС (для исследуемого коннектора и его пере-
вода) и определения числа пар этих полей, со-
держимое которых совпадает. Его обозначим как
М3(а то): IS3(OL2) → OS3(OL3). Преобразование
М2(а то) третьего этапа обратимо, что обозначим
как MR3(а то), так как число АПС для каждо-
го варианта перевода в НБД коннекторов служит
гиперссылкой на список этих АПС. Классифика-
ционные системы на этом этапе не используются.

Таким образом, на основе сформулированных
принципов ИМ-трансформации было получено
следующее формализованное описание трех этапов
статистической обработки текстовой информации
в НБД коннекторов:

– RR1(а то): IS1(IL1) → OS1(OL1);

– AR2(а то): IS2(OL1) → OS2(OL2)/CS(LSR);

– МR3(а то): IS3(OL2) → OS3(OL3).

5 Заключение

Предлагаемые принципы описания ИМ-транс-
формации частично уже использовались при проек-
тировании БД наукометрической информации [13–
16], которые применялись для информационного
мониторинга при решении задачи программно-це-
левого управления [17]. Эти принципы дают воз-
можность получать формализованное описание
статистической обработки информации в БД до на-
чала ее проектирования. Это описание может быть
использовано как условия, которые необходимо
выполнить при проектировании БД, если статисти-
ческая обработка информации в ней должна быть
обратимой. Их выполнение позволит лицам, при-
нимающим решения, верифицировать с помощью
БД используемые ими результаты статистической

обработки. Для проектировщиков БД формали-
зованное описание, включающее спецификацию
преобразований каждого этапа, которая в статье не
рассматривается, задает требование к построению
необходимых классификационных систем, а так-
же разграничивает обратимые этапы и обратимые
преобразования в БД.

В заключение отметим, что необходимость
в предлагаемых принципах описания ИМ-транс-
формации, возможно, обусловлена теми же причи-
нами, которые Д. А. Поспелов сформулировал при
построении логико-лингвистических моделей [18].
Сопоставительный анализ предлагаемых принци-
пов и причин создания этих моделей в будущем
позволил бы проверить эту гипотезу.

Литература

1. Гончаров А. А., Инькова О. Ю. Методика поис-
ка имплицитных логико-семантических отношений
в тексте // Информатика и её применения, 2019. Т. 13.
Вып. 3. С. 97–104. doi: 10.14357/19922264190314.

2. Зализняк Анна А., Кружков М. Г. База данных без-
личных глагольных конструкций русского языка //
Информатика и её применения, 2016. Т. 10. Вып. 4.
С. 132–141. doi: 10.14357/19922264160414.

3. Гончаров А. А., Инькова О. Ю., Кружков М. Г. Мето-
дология аннотирования в надкорпусных базах дан-
ных // Системы и средства информатики, 2019. Т. 29.
№ 2. С. 148–160. doi: 10.14357/08696527190213.

4. Нуриев В. А., Кружков М. Г. Корпусные данные при
контрастивном изучении пунктуации // Системы
и средства информатики, 2023. Т. 33. № 1. С. 14–23.
doi: 10.14357/08696527230102.

5. Handbook of linguistic annotation / Eds. N. Ide, J. Puste-
jovsky. — Dordrecht, The Netherlands: Springer Sci-
ence + Business Media, 2017. 1468 p.

6. Parallel corpora for contrastive and translation stud-
ies: New resources and applications / Eds. I. Doval,
M. T. S‚anchez Nieto. — Amsterdam, Philadelphia: John
Benjamins, 2019. 301 p.

7. Translating and comparing languages: Corpus-based in-
sights / Eds. S. Granger, M.-A. Lefer. — Louvain-la-
Neuve, Belgique: Presses universitaires de Louvain, 2020.
298 p.

8. Corpora in translation and contrastive research in the dig-
ital age: Recent advances and explorations / Eds. J. Lavid-
L‚opez, C. Ma‚� z-Ar‚evalo, J. R. Zamorano-Mansilla. —
Amsterdam, Philadelphia: John Benjamins, 2021. 351 p.

9. Extending the scope of corpus-based translation studies /
Eds. S. Granger, M.-A. Lefer. — London: Bloomsbury
Academic, 2022. 288 p.

10. Savchenko E. A contrastive study of the English and
Norwegian cognates from and fra: Master’s Thesis. —
Oslo, Norway: University of Oslo, 2013. 120 p. https://
www.duo.uio.no/handle/10852/37026.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 3 2023 97



V. V. Vakulenko and I. M. Zatsman

11. The English–Norwegian Parallel Corpus (ENPC).
https://www.hf.uio.no/ilos/english/services/
knowledge-resources/omc/enpc.

12. Hasan A. A., Abdullah I. H. A cross mapping of tempo-
ral at-ba “Forward and backward translation” // English
Language Teaching, 2009. Vol. 2. Iss. 1. P. 80–84. doi:
10.5539/elt.v2n1p80.

13. Зацман И. М. Полидоменные модели в системах
оценки инновационного потенциала и результа-
тивности научных исследований // Компьютерная
лингвистика и интеллектуальные технологии: Тр.
Междунар. конф. Диалог-2006. — М.: РГГУ, 2006.
С. 178–183.

14. Зацман И. М. Полидоменные модели электронных
библиотек систем мониторинга сферы науки // Элек-
тронные библиотеки: перспективные методы и тех-
нологии, электронные коллекции: Тр. 8-й Всеросс.

научн. конф. — Ярославль: ЯрГУ им. П. Г. Демидова,
2006. С. 75–81.

15. Зацман И. М., Веревкин Г. Ф., Дрынова И. В., Курчаво-

ва О. А., Ларин Н. В., Норекян Т. П. Моделирование
систем информационного мониторинга как пробле-
ма информатики // Системы и средства информати-
ки, 2006. Т. 16. № 3. С. 257–278.

16. Зацман И. М., Веревкин Г. Ф., Шубников С. К. Модели-
рование систем мониторинга. — М.: ИПИ РАН, 2008.
115 с.

17. Зацман И. М., Веревкин Г. Ф. Информационный мо-
ниторинг сферы науки в задачах программно-целево-
го управления // Системы и средства информатики,
2006. Т. 16. № 1. С. 185–210.

18. Поспелов Д. А. Логико-лингвистические модели
в системах управления. — М.: Энергоиздат, 1981.
231 с.

Поступила в редакцию 20.06.23

FORMALIZED DESCRIPTION OF STATISTICAL INFORMATION

PROCESSING IN DATABASES

V. V. Vakulenko and I. M. Zatsman

Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The paper presents an overview of the stages of statistical processing of text data, from specific
informational objects in databases to the values of the numerical characteristics of these objects. For example,
if the database contains the descriptions of full-text research articles, then they represent specific informational
objects. With the appropriate population of such a database, the multistage procedure of their processing makes
it possible to determine the values of the numerical characteristics of the publication activity of a researcher,
a scientific division, and a scientific organization as a whole. Such procedures begin with the processing of specific
informational objects and end with computing of the values of the numerical characteristics of these objects. At
intermediate stages, tables and other both verbal and numerical objects may form. If the stages of the statistical
processing are designed to be reversible and the database implements the function of verifying the values of the
numerical characteristics, then the procedure of their verification begins with the values of the characteristics and
ends with access to specific informational objects that were used to compute these values. The paper proposes
a formalized description of the stages of statistical processing of text data in databases. Informational-mathematic
transformation (IM-transformation) is the proposed name for such transformation of text data into numerical
values. It combines the processing of specific informational objects, the formation of verbal and numerical objects,
and the mathematical computation of the values of numerical characteristics. Such transformation of text data may
include mathematic processes at certain stages; however, it does not completely reverse back to them. The goal
of the paper is to propose the principles of formalized description of IM-transformation of texts in databases. To
illustrate this, the paper provides the example of formalizing the process of determining the frequency of translation
variants of connectives expressing intertextual relations between text fragments in the supracorpora database of
connectives developed in the FRC CSC RAS.
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КРИТЕРИИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СЕМАНТИЧЕСКОЙ БЛИЗОСТИ

ДИСКУРСИВНЫХ ОТНОШЕНИЙ∗

О. Ю. Инькова1, М. Г. Кружков2

Аннотация: Работа посвящена результатам разработки структурированных определений дискурсивных
отношений на основе их классификации, а также критериям, позволяющим определить их семантическую
близость. Авторы показывают недостатки существующих подходов, которые приводят к противоречивым
или часто необоснованным результатам, а также раскрывают преимущества альтернативного решения:
классификации дискурсивных отношений на основе их структурированных определений. Приводятся
примеры таких определений, сформированных в Надкорпусной базе данных коннекторов (НБДК), а так-
же критерии, позволяющие определить семантическую близость дискурсивных отношений. Поскольку
структурированные определения представляют собой набор различительных признаков, авторы обсужда-
ют проблему присвоения коэффициента близости каждому из признаков. Полученные данные, в том чис-
ле количественные, позволяют выдвинуть гипотезу, согласно которой из трех групп признаков: «Уровень»,
«Базовая операция» и «Семейство признаков» — наибольший вес имеет последняя. Предлагаются пути
дальнейшего исследования этой проблемы, в частности с учетом таких факторов, как данные по сочетае-
мости дискурсивных отношений, по соответствиям дискурсивных отношений и их показателей в тексте
оригинала и в тексте перевода, а также тех случаев, когда один показатель может выражать несколько
дискурсивных отношений.

Ключевые слова: надкорпусная база данных; логико-семантические отношения; коннекторы; аннотиро-
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1 Определения дискурсивных
отношений и вопросы
их семантической близости

Вопросы, связанные с изучением дискурсивных
отношений и их показателей, коннекторов, не те-
ряют своей актуальности в силу того, что эти от-
ношения играют значительную роль в обеспечении
связности текста [1–3], а список их показателей
постоянно расширяется (ср. для русского языка,
например, [4, с. 663–686; 5] и др.), что затрудня-
ет автоматическую обработку текста. Кроме того,
в существующих подходах дискурсивные отноше-
ния определены, как правило, довольно противо-
речиво, поскольку нет четких критериев для их вы-
деления (см., например, наиболее известную в дан-
ной области теорию риторических отношений [6],
а также [7–9]).

В некоторых классификациях [10, 11] отноше-
ния оформлены в виде иерархической структуры,
однако критерии объединения отношения в груп-
пы и, в частности, критерий выделения того или
иного числа высших иерархических уровней, от-

сутствуют. Так, в классификации, используемой
в Пенсильванском аннотированном корпусе (Penn
Discourse Treebank, RDTB) [10], высших классифи-
цирующих уровней четыре: Temporal, Contingency,
Comparison, Expansion. Если основания для выде-
ления уровней Temporal и Contingency интуитивно
ясны, то основания для объединения отношений
в классы Comparison и Expansion неочевидны.

Вызывает, например, возражение отнесение
к группе Comparison уступительных отношений
(Хотя на улице дождь, Петя не захотел взять зон-

тик), в основе интерпретации которых лежит не
сравнение, а импликация (Если на улице идет
дождь, то мы, как правило, берем зонтик), а значит,
им место в классе Contingency вместе с причинными
и условными отношениями (подробнее см. [12]).

В результате в одном классе оказываются се-
мантически далекие отношения: например, в клас-
се Expansion оказывается отношение альтернативы
и спецификации; ср. Она учится в университете или

работает? с отношением альтернативы и Подари ей

четвероного друга, например хомяка с отношением
спецификации.

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Женевский университет,
olyainkova@yandex.ru

2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, magnit75@yandex.ru
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И наоборот: семантически близкие отношения
оказываются в разных группах, как в случае усту-
пительных и условных отношений. Отсутствие
критериев для выделения иерархических уровней
и отнесения к ним того или иного набора логико-
семантических отношений (ЛСО) приводит также
к тому, что классификация, используемая в PDTB,
претерпевает постоянные изменения; ср. две ее вер-
сии, представленные в [10] и [13].

Основные проблемы классификации дискур-
сивных отношений описаны в предыдущей работе
авторов [14], где представлены также первые ре-
зультаты ее альтернативного решения, в частности
классификация, используемая в НБДК, разрабо-
танной в ИПИ ФИЦ ИУ РАН1, и созданные на
ее основе структурированные определения дискур-
сивных отношений, или, в терминологии авторов,
ЛСО. Коротко перечислим основные положения
данного подхода.

В основе классификации лежат четыре базо-
вые семантические операции, на которые опирает-
ся то или иное ЛСО: импликация; расположение
на шкале времени; сравнение; соотнесение частно-
го и общего или элемента и множества. Класси-
фикация различает также уровни, на которых мо-
жет быть установлено ЛСО: пропозициональный
уровень, уровень высказывания (иллокутивный),
метаязыковой (подробнее см. [12]). Каждое ЛСО
определяется, следовательно, на основе этих двух
критериев, к которым добавляется критерий, ха-
рактеризующий ЛСО, основанные на импликации
и сравнении: полярность, т. е. устанавливается ли
ЛСО непосредственно между положениями вещейp
и q, описанными в связываемых им фрагментах
текста, или же при его интерпретации должны быть
учтены также их отрицательные корреляты ¬p и ¬q.
Учитываются и семантические, и прагматические
характеристики контекста.

2 Структурированные
определения
логико-семантических
отношений

Разработанная концепция классификации дает
возможность описывать ЛСО при помощи струк-
турированных определений, представляющих со-
бой набор различительных признаков. На мо-
мент написания статьи в НБДК описаны 26 ЛСО.
Определения ЛСО пропозициональной альтерна-
тивы и спецификации приведены в табл. 1 (другие
определения см. в [14, 18] и ниже).

Структурированные определения ЛСО про-
позициональной альтернативы и спецификации
показывают, что они имеют лишь один общий раз-
личительный признак: оба они установлены на про-
позициональном уровне. Этого недостаточно для
того, чтобы отнести их к единому иерархическому
уровню, как предлагается в PDTB (см. обоснование
в разд. 3). Напротив, у уступительных и условных
ЛСО, оказывающихся в PDTB на разных уровнях,
общих признаков больше (табл. 2). В частности,
общим для них является помимо пропозициональ-
ного уровня базовая операция.

В этой связи следует заметить, что если неко-
торые различительные признаки, например «про-
позициональный уровень» или «операция импли-
кации», характеризуют несколько ЛСО, то другие
выступают уникальными свойствами того или ино-
го ЛСО, позволяющими его идентифицировать
и отличать от других. К ним относится, напри-
мер, признак «Y содержит более частное понятие q,
сужающее экстенсионал p»2, характеризующий
ЛСО спецификации. В табл. 3 приведены дан-
ные по использованию различительных признаков
для ЛСО, получивших определения в НБД.

Таблица 1 Примеры структурированных определений ЛСО

ЛСО
Базовая

семантическая операция
Уровень

Дополнительные
характеристики

Пропозицио-
нальная
альтернатива

• Операция сравнения, устанав-
ливающая сходство p и q

• Пропозицио-
нальный

• p и q — положения вещей, имеющие
статус гипотезы;

• говорящий предлагает сделать выбор
между p и q

Спецификация
• Операция соотнесения общего

и частного
• Пропозицио-

нальный

• X содержит обобщенное понятие или
положение вещей p;

• Y содержит более частное понятие q,
сужающее экстенсионал p

1Подробнее о структуре НБД, ее возможностях и результатах, полученных с ее использованием, см., например, [15–17].
Представительный фрагмент НБД доступен по адресу: http://a179.frccsc.ru/RFH41002/main.aspx.

2Строчные буквы p и q обозначают положение дел, прописные P и Q — акты высказывания, прописные X и Y — фрагменты
текста.
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Таблица 2 Структурированные определения уступительных и условных ЛСО

ЛСО
Базовая

семантическая операция
Уровень

Дополнительные
характеристики

Уступительные • Операция импликации
• Пропозицио-

нальный

• p и q — положения вещей;
• как правило, если имеет место q, то не имеет

места p

Условные • Операция импликации
• Пропозицио-

нальный

• p и q — положения вещей, имеющие статус
гипотезы или неосуществившегося положе-
ния вещей;

• если имеет место p, то имеет место q

Таблица 3 Использование признаков в описаниях ЛСО

Признак ЛСО
Количество

ЛСО
Пропозициональный уровень 14
Операция сравнения, устанавливающая несходство p и q 12
Метаязыковой уровень 6
Уровень высказывания 6
p отвергается, принимается q 5
Операция сравнения, устанавливающая сходство между p и q 5
Говорящий предлагает сделать выбор между p и q 5

· · · · · ·
Как правило, если имеет место q, то не имеет места p 1
p и q — положения вещей, не связанные никаким другим ЛСО 1
p верно, только если исключить осуществление q 1
Положение вещей q служит аргументом в пользу ожидаемого вывода не-r 1
Положение вещей р служит аргументом в пользу ожидаемого вывода r 1
p и q имеют одинаковый экстенсионал 1
q — возможное описание того же положения вещей r 1
q — обобщенное («без частностей») представление положения вещей,
сделанное на основании свойств p

1

· · · · · ·

Из 52 использованных в НБДК различительных
признаков 19 характеризуют более одного ЛСО,
а 33 уникальны. Тем не менее эти уникальные при-
знаки могут быть объединены в семейства, фикси-
рующие концептуальную близость признаков, не-
смотря на их формальные различия. Например,
семейство признаков «используется отрицательный
коррелят p/P » включает в себя следующий набор
признаков:

(1) P отвергается, принимается q;

(2) q имеет место, если не имеет места p;

(3) q имеет место, если не имеет места положение
вещей, описанное в P ;

(4) p отвергается, принимается q;

(5) как правило, если имеет место q, то не имеет
места p.

3 Критерии определения степени
семантической близости
логико-семантических
отношений

Структурированные определения ЛСО позволя-
ют создать их непротиворечивую классификацию,
обосновав число высших иерархических уровней
и объединение ЛСО в семантические классы общ-
ностью лежащей в их основе семантической опера-
ции. Общность этого признака не всегда, однако,
служит необходимым и достаточным условием для
того, чтобы считать ЛСО семантически близкими.
Было замечено, что, с одной стороны, показателю
ЛСО в одном языке может соответствовать в пе-
реводе показатель ЛСО, относящийся к другому
иерархическому уровню, причем как при наличии
системного переводного эквивалента у данного по-
казателя (a), так и при его отсутствии (б), и такие
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Таблица 4 Структурированные определения ЛСО одновременности, сопутствования и сопоставления

ЛСО
Базовая

семантическая операция
Уровень

Дополнительные
характеристики

Одновременность • Расположение на оси времени
• Пропозицио-

нальный
• p и q — положения вещей;
• Tp включает в себя Tq

Сопутствование
• Операция сравнения, устанав-

ливающая сходство между p и q
• Пропозицио-

нальный
• q — положение вещей, зависимое от p;
• Tp включает в себя Tq

Сопоставление
• Операция сравнения, устанав-

ливающая несходство p и q
• Пропозицио-

нальный

• p и q актуальны для говорящего
в момент речи Td;

• сходство p и q относительно некоторого
«общего знаменателя»

случаи не единичны. Например, в высказыва-
нии (а) итальянский коннектор intanto ‘между тем’
переведен русским сопоставительным союзом а:

(a) Si volse, e prese ad arrampicarsi di traverso lungo la
proda assolata dell’argine. Si aiutava con la mano
destra, afferrandosi ai ciuffi dell’erba; intanto, la sin-
istra levata all’altezza del capo, veniva togliendosi
e rimettendosi il cerchietto ferma-capelli. — Она
повернулась и стала карабкаться по залитому
солнцем спуску, хватаясь правой рукой за тра-
ву, а левой, поднятой над головой, поправляла
обруч на волосах. [Giorgio Bassani. Il giardino
dei Finzi-Contini (1962), перевод И. Соболева
(2008)].

В (б) тот же итальянский коннектор переводит
русский показатель ЛСО сопутствования:

(б) Он говорил громко и при этом делал такие удив-
ленные глаза, что можно было подумать, что он
лгал. — Egli parlava ad alta voce e intanto faceva
degli occhi cos̀ � meravigliati che si pensava ch’egli
mentisse. [А. П. Чехов. Палата № 6 (1892), пере-
вод F. Malcovati].

С другой стороны, известно, что показатели
ЛСО многозначны: на это указывают, в частности,
словари и грамматики. Так, для русского коннекто-
ра между тем, выступающего системным эквива-
лентом итальянского intanto, словарь [19] дает три
значения: одновременность, сопоставление и про-
тивительность (ЛСО «вопреки ожидаемому»).

Если, однако, сравнить определения ЛСО со-
путствования, сопоставления и одновременности,
то увидим, что они, несмотря на то что в их осно-
ве лежат разные семантические операции, имеют
общие различительные признаки (табл. 4).

Общим для трех отношений является признак
«пропозициональный уровень», для ЛСО одновре-
менности и сопутствования — признак «Tp включа-
ет в себя Tq», который входит в то же семейство
признаков («единство временн‚oго интервала»), что
и признак «pи q актуальны для говорящего в момент
речи Td», характеризующий ЛСО сопоставления.
Таким образом, с одной стороны, в качестве пере-
водного эквивалента показателя некоторого ЛСО
выбираются показатели, разделяющие с ним раз-
личительные признаки, а с другой — набор значе-
ний, выражаемых коннектором, также не является
произвольным, а определяется семантической бли-
зостью ЛСО.

Однако при определении семантической бли-
зости ЛСО не все различительные признаки име-
ют одинаковый вес, или «коэффициент близости».
Так, признак «пропозициональный уровень» не мо-
жет иметь высокий коэффициент, поскольку не
является дискриминирующим. Он входит в груп-
пу признаков («уровень, на котором установлено
ЛСО»), включающую всего три элемента, а значит,
он становится общим для большого числа ЛСО,
которые в подавляющем большинстве устанавли-
ваются именно между пропозициями. Кроме того,
ЛСО, если оно может устанавливаться на всех трех
уровнях, в большинстве случаев устанавливается
именно на уровне пропозиций. В табл. 5 приводят-
ся данные для ЛСО альтернативы и коррекции, для
которых в НБДК сделана сплошная выборка.

Признаки из группы «Базовая семантическая
операция» также, по имеющимся данным, не име-
ют решающего значения для определения семан-
тической близости ЛСО, хотя их коэффициенты,
по-видимому, должны быть выше, чем у признаков

Таблица 5 Распределение аннотаций с ЛСО альтернативы и коррекции по уровням

Уровень
ЛСО

Пропозициональный Иллокутивный Метаязыковой
Альтернатива 2138 15 144
Коррекция 231 36 36
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группы «Уровень», поскольку они являются класси-
фицирующими и служат для обоснования того, по-
чему ЛСО объединяются в семантические классы.

Проанализированные данные позволяют пред-
положить, что наивысший коэффициент должен
быть присвоен тем случаям, когда различитель-
ные признаки ЛСО относятся к одному семейству
признаков. Это хорошо видно на примере ЛСО
одновременности, сопоставления и сопутствова-
ния (см. табл. 4), а также на примере других ЛСО,
получивших определения в НБДК. Дальнейшее ис-
следование позволит присвоить числовые парамет-
ры коэффициентам близости для различительных
признаков.

4 Заключение
Разработанная классификация ЛСО и сформи-

рованные на ее основе в НБДК структурированные
определения позволяют не только избежать проти-
воречий или необоснованных решений в класси-
фикации ЛСО, но и определить степень близости
ЛСО с учетом общности их различительных призна-
ков. В дальнейшем при определении коэффициен-
тов близости, присваиваемых признакам, можно
учитывать данные по сочетаемости ЛСО [20], по
соответствиям ЛСО в оригинальном и переводном
тексте, а также те случаи, когда разные ЛСО выра-
жаются одним и тем же показателем. Полученные
результаты позволят улучшить автоматическую об-
работку текста, а также качество машинного пере-
вода.
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ТРАНСФОРМАЦИЯ ИЕРАРХИИ АКОФФА

В НАУЧНОЙ ПАРАДИГМЕ ИНФОРМАТИКИ∗

И. М. Зацман1

Аннотация: Рассматривается иерархия DIKW (data, information, knowledge, wisdom — данные, инфор-
мация, знания, мудрость), которая была опубликована в 1989 г. Расселом Акоффом. В ней мудрость
находится на вершине иерархии, затем следуют знание, информация и, в самом низу, данные. Пер-
воначально предполагалось, что иерархию DIKW можно будет использовать для описания отношений
между ее четырьмя компонентами. Однако проблему описания взаимных преобразований двух соседних
компонентов, особенно для знания и информации, оказалось весьма сложно решить в рамках иерархии
DIKW. Сложность ее решения заключается в том, что иерархия DIKW подразумевает генерацию знания
в результате процесса фильтрации соседней с ней информации, но средства реализации этого процесса
не были определены Акоффом. Не удается также описать смысловую интерпретацию данных, так как
они непосредственно не примыкают к знанию в иерархии DIKW, которая подразумевает наличие отно-
шений только между соседними компонентами. Цель статьи состоит в трансформации иерархии DIKW
в рамках научной парадигмы информатики, основанной на средовом делении ее предметной области
на ментальную, информационную, цифровую и ряд других сред. В то время как Акофф использовал
принцип вертикального размещения компонентов иерархии, в данной статье вместо этого предлагается
соотнести используемые в информатике интерфейсы и знаковые системы с отношениями между тремя
компонентами иерархии: данными, информацией и знанием. Если использовать принцип вертикального
размещения не компонентов, а сред предметной области информатики, то тогда можно предложить под-
ход к решению проблемы описания взаимных преобразований трех компонентов иерархии, сопоставив их
с интерфейсами информатики и знаковыми системами. Такое сопоставление даст возможность увидеть
те пары компонентов, для которых интерфейсы в настоящее время не формализованы, не имеют ком-
пьютерной реализации и выполняются экспертами. В статье приводится пример технологии извлечения
знания, сочетающей автоматические и экспертные (неформализованные) технологические этапы.

Ключевые слова: научная парадигма информатики; данные; информация; знание; иерархия DIKW;
технологии извлечения знания
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1 Введение

Графически иерархию DIKW, которая состоит
из четырех компонентов (данные, информация,
знания, мудрость), часто представляют в форме
пирамиды (рис. 1 [1]). Такое визуальное пред-
ставление вполне соответствует первоначальному
ее описанию: «Мудрость находится на вершине
иерархии. . . и, в самом низу, данные. Каждое из
перечисленных понятий [кроме данных] содержит
в себе нижестоящие. . .» [2]. Утверждение о том, что
перечисленные понятия содержат в себе нижесто-

ящие, Акофф комментирует следующим образом.
Данные он трактует как наборы символов, кото-
рые характеризуют свойства объектов и событий,

а также их окружение. Эти наборы формируются
в процессе наблюдения или зондирования. Инфор-
мация определяется как результат анализа данных.
Знание рассматривается им в контексте управления
организационными системами в сфере экономики:

Рис. 1 Иерархия DIKW (данные, информация, знание,
мудрость)

это то, что делает возможным преобразование

информации в инструкции, и это делает возможным
управление такими системами [2].

Процесс анализа данных и получение информа-
ции на их основе, как правило, предполагают их
ментальное понимание человеком, формирование
концептов (составляющих знания) и их представле-
ние в виде текста, диаграмм, графиков и т. д. Таким

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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образом, до получения информации в результате
анализа данных сначала формируется знание, но
оно в иерархии не имеет общей границы с дан-
ными.

Согласно Дэвиду Вайнбергеру, переход от ин-
формации к знаниям в иерархии DIKW оказался
еще более проблематичен, чем переход от дан-
ных к информации. Ее недостатки он описал
так: «знание — это не просто результат фильт-
рации [компонентов]. . . Оно — результат гораздо
более сложного процесса, который является соци-

альным, целенаправленным, контекстно и культурно

обусловленным. . . Наиболее важным в этом отно-
шении является то, что там, где решения слож-
ные и знание [необходимое для решения] получить
трудно, оно не определяется информацией, поскольку
именно процесс познания в первую очередь опре-
деляет, какая информация необходима и как ее
следует использовать. . . Представление о том, что
знание (а тем более мудрость) является результатом
применения фильтров на каждом уровне, рисует
неверную картину (курсив мой. — И. З.)» [3].

В данной статье предлагается изменить принцип
построения иерархии и соотнести используемые
в информатике интерфейсы и знаковые системы
с отношениями между тремя компонентами иерар-
хии: данными, информацией и знанием. Акофф
использовал принцип вертикального размещения
компонентов иерархии, которому свойственны не-
достатки, проанализированные, в частности, в ра-
ботах [1, 3].

Цель статьи состоит в трансформации иерархии
DIKW в рамках научной парадигмы информатики,
основанной на средов‚ом делении ее предметной
области на ментальную, информационную, цифро-
вую и ряд других сред. Если использовать принцип
вертикального размещения не компонентов, а сред
предметной области информатики, то тогда можно
предложить подход к решению проблемы описа-
ния взаимных преобразований трех компонентов
иерархии (кроме мудрости), сопоставив их с интер-
фейсами информатики и знаковыми системами.
Такое сопоставление даст возможность увидеть те
пары компонентов, для которых интерфейсы в на-
стоящее время не формализованы и не имеют ком-
пьютерной реализации (т. е. преобразования таких
компонентов выполняются экспертами).

2 Среды и объекты предметной
области информатики

В работе [4] было начато описание научной па-
радигмы информатики, основанной на средов‚ом
делении ее предметной области. Было описано

основание для построения верхнего уровня клас-
сификации сущностей ее предметной области (по-
зиционируемых как феномены разной природы)
и даны определения следующих пяти ее сред, каж-
дая из которых включает сущности одной и той же
природы:

(1) ментальная среда — это совокупность когни-
тивных феноменов, формируемых в процессах
познания, происходящих в сознании людей
(далее — концепты как составляющие знания
человека);

(2) информационная среда — это совокупность сен-
сорно воспринимаемых феноменов, находя-
щихся вне сознания;

(3) цифровая среда — это совокупность компью-
терных кодов;

(4) нейросреда — это электрические потенциалы
и магнитные поля, генерируемые мозгом, ко-
торые используются в информационных тех-
нологиях (ИТ) управления роботизированной
рукой [5] и в других ИТ, применяющих интер-
фейсы «мозг–компьютер»;

(5) ДНК-среда — это совокупность цепочек РНК
и ДНК.

В соответствии с перечисленными средами
верхний уровень классификации сущностей пред-
метной области информатики включает как мини-
мум пять классов, каждый из которых содержит
объекты одной среды: ментальной, информацион-
ной, цифровой, нейросреды или ДНК-среды. При
этом с ростом разнообразия природы сущностей
верхний уровень классификации может пополнять-
ся новыми классами, если при проектировании ИТ
обнаружатся сущности, которые по своей природе
не относятся ни к одной из ранее уже выделенных
сред [6, 7].

3 Трансформация иерархии
DIKW

Согласно используемой парадигме информати-
ки и определению верхнего уровня классификации
сущностей ее предметной области, ментальная сре-

да охватывает концепты как составляющие знания.
Информационная среда содержит как минимум сен-
сорно воспринимаемые данные и знаковую инфор-
мацию. При их компьютерном кодировании полу-
чаем соответственно цифровые данные и цифровую
информацию, которые в парадигме информатики
позиционируются как две принципиально разные
сущности цифровой среды. Нейросреда и ДНК-сре-
да в трансформации иерархии DIKW в этой статье
не рассматриваются.
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Рис. 2 Средовая версия иерархия DIKW как результат трансформации

Если использовать принцип вертикального раз-
мещения не компонентов, а сред предметной об-
ласти информатики, то получим новый вариант
иерархии DIKW (рис. 2), который назовем средов‚ой

версией иерархии DIKW. Она включает три среды
и как минимум восемь сущностей:

(1) мудрость, знание, ментальные образы данных
и концепты ментальной среды;

(2) знаковую информацию и сенсорно восприни-
маемые данные информационной среды;

(3) цифровые данные и цифровую информацию
цифровой среды.

Сопоставим известные интерфейсы информа-
тики, реализуемые с помощью кодовых таблиц,
и знаковые системы с двумя следующими грани-
цами средов‚ой версии иерархии DIKW:

(1) между информационной и цифровой средами;

(2) между информационной и ментальной сре-
дами.

Рис. 3 Средовая версия иерархии DIKW: знаковые системы и кодовые таблицы
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В результате сопоставления можно увидеть
(рис. 3), что первой границе в информатике со-
ответствуют кодовые таблицы, если данные могут
быть представлены в символьной форме. Что ка-
сается второй границы, то для представления кон-
цептов знания широко используются знаковые сис-
темы.

Наименее исследованными остаются отноше-
ния между сенсорно воспринимаемыми данными
и их ментальными образами. Однако для про-
ектирования в информатике одного из ключевых
этапов ИТ извлечения нового знания из данных
необходимо тем или иным способом реализовать
эти отношения. Отметим, что их исследование
и описание относятся к когнитивным наукам, а не
к предметной области информатики.

В современных ИТ визуальной аналитики [8, 9]
и извлечения нового знания из данных [10, 11] для
их смысловой интерпретации привлекаются, как
правило, эксперты, обладающие опытом в соответ-
ствующей предметной области.

4 Модель технологии извлечения
знания

Для применения средов‚ой версии иерархии
DIKW в процессе проектирования ИТ извлечения
нового знания из данных и/или текстовой инфор-
мации необходимо разделить индивидуальные зна-
ния экспертов и их коллективные знания [12–14].
Вариант средов‚ой версии (см. рис. 3), дополненный
разделением на индивидуальное и коллективное
знание экспертов, подробно описан в работе [15].
В этой же работе определены основные процессы
и стадии извлечения нового знания, а также пред-
ложена модель технологии извлечения знания на
основе спиральной модели генерации знания, ко-
торую создал Икуджиро Нонака [12].

Основные отличия предлагаемой модели от ра-
нее созданной спиральной модели состоят в следу-
ющем. Во-первых, предлагаемая модель включает
в себя потенциальные источники нового знания,
которые должны соответствовать цели его генера-

Рис. 4 Модель ИТ извлечения знания
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ции. Во-вторых, она охватывает сущности трех
сред разной природы: ментальной, информацион-
ной и цифровой, а спиральная модель подразуме-
вает использование только ментальной и инфор-
мационной сред. В-третьих, она включает восемь
процессов извлечения знания (рис. 4), а спираль-
ная модель — четыре процесса (интернализация,
социализация, экстернализация и комбинирова-
ние, которые подробно описаны в работах [12–14]).
Предлагаемая модель кроме этих четырех процес-
сов спиральной модели включает еще четыре: поиск

потенциальных источников нового знания, их визу-

ализация, интерпретация экспертами и кодирование

индивидуальных и коллективных концентов зна-
ния экспертов.

В предлагаемой модели процессы могут состоять
из одной, четырех, пяти или шести стадий, которые
описаны в работе [15]. Верхняя часть этой моде-
ли на рис. 4 практически полностью совпадает со
спиральной моделью. Нижняя ее часть начинается
с поиска потенциальных источников нового знания
в базе данных, соответствующих цели его извлече-
ния. Например, в задачах медицинской инфор-
матики это могут собранные клинические данные
о течении некоторого исследуемого заболевания.

Найденный источник визуализируется для его
последующей интерпретации экспертом. На рис. 4
изображен случай, когда в результате интерпрета-
ции сенсорно воспринимаемых данных (информа-
ционная среда) сформированы концепты нового
знания (ментальная среда) и они представлены как
индивидуальная информация (информационная
среда) этого эксперта. Последующие процессы
(комбинирование, интернализация, социализация
и экстернализация) соответствуют спиральной мо-
дели.

Если вход и выход процесса принадлежат од-
ной среде, то на рис. 4 она размещается именно
в ней (см. процессы социализации, комбинирова-
ния и интерпретации). Если вход и выход про-
цесса принадлежат двум разным средам, то она
размещается на границе этих сред (см. процессы
интернализации, экстернализации, визуализации
и кодирования).

Принципиальное отличие предлагаемой модели
от спиральной состоит в итерационном пополне-
нии баз индивидуальных и коллективных знаний.
Представление ее процессов и их стадий в средов‚ой
версии иерархии DIKW детально описано в рабо-
те [15].

5 Заключение
Рассмотренный вариант трансформации иерар-

хии DIKW выполнен в рамках научной парадиг-

мы информатики, в которой ее предметная об-
ласть делится на ментальную, информационную,
цифровую, нейро- и ДНК-среду. В статье рас-
сматривались только первые три среды, поэтому
интерфейс «мозг–компьютер» отсутствует в рас-
смотренном варианте средов‚ой версии иерархии
DIKW. Описание ее варианта с позиционирова-
нием интерфейса «мозг–компьютер» заслуживает
отдельной статьи.

Переход к принципу вертикального размещения
сред позволил сопоставить отдельные известные
интерфейсы и перечень отношений между компо-
нентами иерархии DIKW. Такое сопоставление да-
ло возможность увидеть местоположение отноше-
ний между сенсорно воспринимаемыми данными
(информационная среда) и их ментальными обра-
зами (ментальная среда), которые не формализо-
ваны и не имеют компьютерной реализации (они
обозначены знаком «?» на рис. 3).

Согласно Харелу, реализация таких отноше-
ний относится к задачам когнитивной сложности.
Основной вопрос при решении подобных задач
состоит в том, чтобы описать отношения между
ментальными образами и знанием человека так,
чтобы его представление поддавалось алгоритми-
ческой обработке, применению систем и средств
информатики [16, с. 402].
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IN THE SCIENTIFIC PARADIGM OF INFORMATICS
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Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The DIKW (data, information, knowledge, and wisdom) hierarchy, which was published in 1989 by
Russell Ackoff, is considered. In it, wisdom is at the top of the hierarchy followed by knowledge, information,
and, at the very bottom, data. It was originally intended that the DIKW hierarchy could be used to describe the
relationships between its four components. However, the problem of describing the mutual transformations of two
neighboring components, especially for knowledge and information, turned out to be very difficult to solve within
the DIKW hierarchy. The complexity of its solution lies in the fact that the DIKW hierarchy implies the generation
of knowledge as an outcome of the process of filtering neighboring information but the means of implementing this
process were not defined by Ackoff. It is also impossible to describe the semantic interpretation of data, since they
are not directly adjacent to knowledge in the DIKW hierarchy which implies the existence of relations between
neighboring components only. The aim of the paper is to transform the DIKW hierarchy within the framework of
the scientific paradigm of informatics which is based on the medium division of its subject domain into mental,
informational, digital, and a number of other media. While Ackoff used the principle of vertical placement of
the components, this paper instead proposes to correlate the interfaces and sign systems used in informatics with
the relationships between the three components of the hierarchy: data, information, and knowledge. If one uses
the principle of vertical placement not of the components but of the media of the subject domain of informatics,
then it can be proposed an approach to solving the problem of describing the mutual transformations of the three
components of the hierarchy comparing them with informatics interfaces and sign systems. Such a comparison
will make it possible to see those pairs of components for which the interfaces are not currently formalized, do not
have a computer implementation, and are performed by experts. The paper provides the example of a knowledge
discovery technology that combines automatic and expert (nonformalized) technological stages.

Keywords: scientific paradigm of informatics; data; information; knowledge; DIKW hierarchy; knowledge
discovery technology
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