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НЕЛИНЕЙНАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ОБРАЩЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ

ОДНОРОДНЫХ ОПЕРАТОРОВ С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА

БЛОЧНОЙ ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКИ∗

О. В. Шестаков1, Е. П. Степанов2

Аннотация: Методы пороговой обработки коэффициентов вейвлет-разложений стали популярным ин-
струментом для регуляризации обратных статистических задач благодаря своей простоте, вычислитель-
ной эффективности и возможности адаптации как к виду обращаемых операторов, так и к особенностям
исследуемой функции. Наиболее плодотворным данный подход оказался при обращении линейных
однородных операторов, возникающих в некоторых задачах обработки сигналов и изображений. В работе
рассматривается метод блочной пороговой обработки, в котором коэффициенты разложения обрабаты-
ваются группами, что позволяет учитывать информацию о соседних коэффициентах. В модели данных
с аддитивным гауссовским шумом проводится анализ несмещенной оценки среднеквадратичного рис-
ка и показывается, что при определенных условиях данная оценка становится сильно состоятельной
и асимптотически нормальной. Данные свойства позволяют строить асимптотические доверительные
интервалы для теоретического среднеквадратичного риска рассматриваемого метода.
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1 Введение

При решении обратных статистических задач
возникает проблема обращения некоторого опера-
тора, и если в наблюдаемых данных содержится
шум, то необходимо применять методы регуляри-
зации. Примером может служить восстановление
сигнала в беспроводных каналах, зашумленного за
счет гео- и гелиомагнитных условий, состояния ио-
носферы Земли. Во многих ситуациях рассматрива-
емый оператор оказывается линейным и однород-
ным. В таких случаях часто применяются методы
подавления шума с помощью вейвлет-разложения
и процедур пороговой обработки. Они приобрели
свою популярность благодаря адаптивности, вы-
числительной эффективности и асимптотической
оптимальности.

Чаще всего процедуры пороговой обработки
применяются отдельно к каждому коэффициенту
вейвлет-разложения. Коэффициент сравнивается
с пороговым значением, и если его абсолютная ве-
личина оказывается меньше этого значения, то он
обнуляется. Среди таких процедур наиболее рас-
пространены процедуры жесткой и мягкой порого-
вой обработки. Однако они имеют свои недостат-

ки и часто не достигают оптимальных результатов.
В работе [1] рассмотрен метод блочной пороговой
обработки, при котором коэффициенты обраба-
тываются не отдельно, а группами. Цель такого
подхода заключается в использовании информа-
ции о соседних коэффициентах. Получаемые оцен-
ки имеют оптимальный (в минимаксном смысле)
порядок среднеквадратичного риска для различных
классов функций [2].

Для практического анализа погрешности дан-
ного метода можно использовать несмещенную
оценку среднеквадратичного риска [3], которая да-
ет возможность оценивать качество обработанного
сигнала на основе только наблюдаемых данных.
В данной работе исследуются статистические свой-
ства этой оценки и показывается, что для довольно
широкого класса пространств Бесова она является
асимптотически нормальной и сильно состоятель-
ной. В работе [4] подобные исследования прове-
дены для задачи непараметрического оценивания
функции сигнала.

Для методов пороговой обработки отдельных
коэффициентов свойства оценки среднеквадратич-
ного риска при обращении линейных однородных
операторов исследованы в работах [5–8] в предпо-
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ложении о принадлежности исследуемой функции
сигнала классу равномерно регулярных по Липши-
цу функций.

2 Обращение линейных
однородных операторов
с помощью
вейглет-вейвлет-разложения

Линейный операторK называется однородным,
если

K[f(a(x− x0))] = a
−α(Kf)[a(x− x0)]

для любого x0 ∈ R и любого a > 0. Параметр α на-
зывается показателем однородности. Примерами
однородных линейных операторов служат опе-
раторы дифференцирования и интегрирования,
преобразование Гильберта, преобразование Абе-
ля и некоторые операторы свертки. Во многих
прикладных задачах наблюдаются значения функ-
цииKf , а интерес представляет функция f , т. е. не-
обходимо решать задачу обращения оператора K.
Для этого воспользуемся методом вейглет-вейвлет-
разложения.

Вейвлет-разложениеKf представляет собой ряд

Kf =
∑

j,k∈Z

〈Kf,ψj,k〉ψj,k, (1)

где ψ — некоторая материнская вейвлет-функция,
а ψj,k(t) = 2

j/2ψ(2jt − k) (семейство {ψj,k}j,k∈Z

образует ортонормированный базис в L2(R)). Ин-
декс j в (1) называется масштабом, а индекс k —
сдвигом.

Поскольку оператор K линеен и однороден,
существуют такие функции ujk, что 〈f, ujk〉 =
= 〈Kf,ψjk〉. При этом функция f представляется
в виде ряда

f =
∑

j,k∈Z

βj〈Kf,ψj,k〉uj,k, (2)

где uj,k = K−1ψj,k/βjk, βj = 2
αjβ0, а β0 =

∥∥K−1ψ
∥∥

(функции uj,k называются вейглетами). Форму-
ла (2) и есть основа метода вейглет-вейвлет-раз-
ложения [9]. При соответствующем выборе вейв-
лет-функции ψ последовательность {ujk} образует
устойчивый базис [10]. Также, если ψ имеет r не-
прерывных производных и r нулевых моментов,
определим при 0 < γ < r и 1 6 p, q 6 ∞ полу-
норму последовательности вейвлет-коэффициен-
тов выражением

|Kf |Bγ
p,q
=




∞∑

j=0


2sj

(
∑

k

|〈Kf,ψj,k〉|p
)1/p




q

1/q

,

где s = γ + 1/2 − 1/p. Далее будем считать,
что ψ удовлетворяет всем необходимым требова-
ниям, а Kf задана на конечном отрезке и принад-
лежит пространству Бесова Bγ

p,q(A) (A > 0), т. е.
|Kf |Bγ

p,q
6 A.

3 Модель данных
При практических измерениях значения функ-

ции Kf регистрируются в дискретных отсчетах.
К тому же эти значения, как правило, содержат
шум. В данной работе рассматривается следующая
модель данных:

Xi = (Kf)i + ǫi, i = 1, 2J ,

где 2J — число отсчетов функции сигнала; (Kf)i —
незашумленные значения функции Kf ; ǫi — не-
зависимые нормально распределенные случайные
величины с нулевым средним и дисперсией σ2. По-
сле применения дискретного вейвлет-преобразова-
ния получается следующая модель зашумленных
вейвлет-коэффициентов:

Yj,k = µj,k + ǫ
W
j,k, j = 0, J − 1, k = 0, 2j − 1 ,

где ǫWj,k независимы и распределены так же, как и ǫi,

а µj,k = 2
J/2〈Kf,ψj,k〉 [11].

4 Блочная пороговая обработка
Для подавления шума коэффициенты Yj,k под-

вергаются некоторой обработке. Наибольшее рас-
пространение получили методы жесткой и мягкой
пороговой обработки и их модификации [12–20].
При использовании этих методов происходит срав-
нение абсолютной величины каждого коэффици-
ента с некоторым порогом, и если это значение
оказывается меньше порога, то коэффициент счи-
тается шумом и обнуляется. Такие методы обраба-
тывают каждый коэффициент отдельно, не исполь-
зуя информацию о других коэффициентах. Блочная
пороговая обработка применяется к группам со-
седних коэффициентов, т. е. решение об обнуле-
нии принимается сразу ко всем коэффициентам из
группы.

Пусть Bj,1, . . . , Bj,Mj
— разбиение множества

индексов {0, . . . , 2j − 1} на блоки одинаковой дли-
ны L (для удобства предположим, что 2j делится
на L). Пусть S2j,m =

∑
k∈Bj,m

Y 2j,k. Оценки коэффи-
циентов µj,k вычисляются по правилу:

µ̂j,k =

(
1− TLσ2

S2j,m

)

+

Yj,k, j = 0, J − 1, k ∈ Bm,
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т. е. если величина
∑

k∈Bj,m
Y 2j,k меньше порога

TLσ2, то все коэффициенты в рассматриваемом
блоке обнуляются.

На качество оценок, получаемых с помощью
блочной пороговой обработки, естественно, влия-
ют размер блокаL и значение порога T . В работе [2]
показано, что при L = log 2j достигается баланс
между локальной и глобальной адаптивностью ме-
тода блочной пороговой обработки, и если при этом
T ∗ ≈ 4,50524 (T ∗ — это корень уравненияT−logT−
− 3 = 0), то среднеквадратичный риск оказывает-
ся (почти) оптимальным (в минимаксном смысле).
В данной работе рассматриваются именно такие
значения L и T .

Одним из самых распространенных критериев
качества описанного метода служит среднеквадра-
тичный риск, который определяется по формуле:

RJ (T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

β2jE (µ̂j,k − µj,k)
2
.

Вычислить его значение на практике нельзя, по-
сколькуRJ(T ) зависит от ненаблюдаемых «чистых»
коэффициентов µj,k. Однако его можно оценить,
используя наблюдаемые значения Yj,k. Далее будут
исследованы свойства такой оценки.

5 Асимптотические свойства
несмещенной оценки риска

В [2] показано, что

2j−1∑

k=0

E (µ̂j,k − µj,k)
2
=

Mj∑

m=1

EFm[T, L],

где

Fm(T, L) =

[
Lσ2 +

+
T 2L2σ4 − 2TLσ4(L− 2)

S2j,m
· 11
(
S2j,m > TLσ2

)
+

+
(
S2j,m − 2Lσ2

)
· 11
(
S2j,m 6 TLσ2

)
]
.

Таким образом, величина

R̂J (T ) =

J−1∑

j=0

β2j

Mj∑

m=1

Fm(T, L) (3)

служит несмещенной оценкойRJ (T ), не зависящей
от µj,k.

Покажем, что оценка (3) асимптотически нор-
мальна.

Теорема 1. Пусть K — линейный однородный опе-

ратор с показателем однородности α > 0, а Kf ∈
∈ Bγ

p,q(A) и задана на конечном отрезке. Если 1 6
6 p, q 6 ∞ и r > γ > max(0, 1/p − 1/2), то при

J → ∞

P

(
R̂J(T

∗)−RJ (T
∗)

DJ
< x

)
→ �(x), (4)

где

D2J =
2σ4β40
24α+1 − 1 · 2

(4α+1)J ,

а �(x) — функция распределения стандартного нор-

мального закона.

Д о к а з а т е л ь с т в о : Выберем 0 < d < 1 и запи-
шем:

R̂J(T
∗)−RJ (T

∗) =

=

[dJ]∑

j=0

β2j

Mj∑

m=1

[Fm(T
∗, L)− EFm(T

∗, L)] +

+

J−1∑

j=[dJ]+1

β2j

Mj∑

m=1

[Fm(T
∗, L)− EFm(T

∗, L)] . (5)

Число слагаемых в первой сумме не превосходит
2[dJ]+1. Кроме того, существует такая константа
CF > 0, что

|Fm(T
∗, L)− EFm(T

∗, L)| 6 CFT
∗L п. в. (6)

Применяя неравенство Хеффдинга, получаем,
что для любого δ > 0 найдется константа Cδ > 0
такая, что

P


 1
DJ

∣∣∣∣∣∣

[dJ]∑

j=0

β2j

Mj∑

m=1

[Fm(T
∗, L)−

− EFm(T
∗, L)]

∣∣∣∣∣∣
> δ


 6

6

[dJ]∑

j=0

P


 β2j
DJ

Mj∑

m=1

[Fm(T
∗, L)−

− EFm(T
∗, L)]>J−1δ



6J exp

{
−Cδ

2J−[dJ]

J2

}
, (7)

т. е.

∑[dJ]

j=0
β2j
∑Mj

m=1
[Fm(T

∗, L)− EFm(T
∗, L)]

DJ

P→ 0

при J → ∞. (8)
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При p1 6 p2 справедливы неравенства [2]



2j−1∑

k=0

|µj,k|p2


1/p2

6



2j−1∑

k=0

|µj,k|p1


1/p1

6

6 2j(1/p1−1/p2)



2j−1∑

k=0

|µj,k|p2


1/p2

. (9)

Так как f ∈ Bγ
p,q(A), то

2js



2j−1∑

k=0

|µj,k|p


1/p

6 A2J/2

и из неравенств (9) следует, что при p > 2

2j−1∑

k=0

µ2j,k =

Mj∑

m=1

∑

k∈Bj,m

µ2j,k 6 A22−2γj+J . (10)

Для произвольного ε > 0 при всех j > dJ существу-
ют не более A22J−2γj+εj слагаемых в (10) таких,
что ∑

k∈Bj,m

µ2j,k > 2
−εj.

Выделяя эти слагаемые из второй суммы в (5) в от-
дельную сумму S′ и применяя к S′ неравенство
Хеффдинга, аналогичное (7), получаем, что

S′

σ2
√
2J+1

P→ 0

при J → ∞. Таким образом, без ограничения общ-
ности можно считать, что во второй сумме в (5)

∑

k∈Bj,m

µ2j,k → 0

при J → ∞ для всех m = 1, . . . ,Mj и j > dJ .
Если p < 2 и γ > 1/p − 1/2, то s > 0 и из

неравенств (9) следует, что

2j−1∑

k=0

µ2j,k 6 A2 · 2−2sj+J . (11)

Рассуждая аналогично случаю p > 2, заключаем,
что без ограничения общности можно считать, что
во второй сумме в (5) также

∑
k∈Bj,m

µ2j,k → 0 при
J → ∞ для всех m = 1, . . . ,Mj и j > dJ .

Рассмотрим дисперсии слагаемых во вто-
рой сумме в (5). Имеем DFm(T

∗, L) =
= D

[
S2j,m − Lσ2 + Uj,m(T

∗, L)
]
, где

Uj,m(T
∗, L) =

[
(T ∗L)2σ4 − 2T ∗Lσ4(L− 2)

S2j,m
−

− S2j,m + 2Lσ
2

]
· 11
(
S2j,m > T ∗Lσ2

)
.

Пусть XL — случайная величина, имеющая рас-
пределение χ2L с L степенями свободы, и C1
иC2— некоторые положительные константы. Тогда
в силу (10) или (11) для некоторой константы 1 <
< Cχ < 1 + δχ (0 < δχ < 1)

D
[
S2j,m · 11(S2j,m > T ∗Lσ2)

]
6

6 E
[(
S2j,m

)2 · 11(S2j,m > T ∗Lσ2)
]

6

6 C2χE
[
X2L · 11(CχXL > T ∗L)

]
6

6 C1(T
∗L)2P (CχXL > T ∗L)

и аналогично

D

([
(T ∗L)2σ4 − 2T ∗Lσ4(L − 2)

S2j,m
+

+ 2Lσ2

]
· 11(S2j,m > T ∗Lσ2)

)
6

6 C2(T
∗L)2P (CχXL > T ∗L) .

В силу леммы 2 из работы [2] и вида T ∗ и L

(T ∗L)
2 P (CχXL > T ∗L)→ 0

при J → ∞.
Таким образом, учитывая очевидное соотноше-

ние для дисперсии разности случайных величин
X − Y :

(
√
DX −

√
DY )2 6 D(X − Y ) 6 (

√
DX +

√
DY )2,

получаем

lim
J→∞

D
∑J−1

j=[dJ]+1
β2j
∑Mj

m=1
Fm(T

∗, L)

D
∑J−1

j=[dJ]+1

∑2j−1

k=0
β202

2αjY 2j,k

= 1 . (12)

Кроме того, поскольку Yj,k независимы и DY 2j,k =
= 2σ4 + 4σ2µ2j,k, получаем:

lim
J→∞

D
∑J−1

j=[dJ]+1

∑2j−1

k=0
β202

2αjY 2j,k

D2J
= 1. (13)

Наконец, выполнено условие Линдеберга: для
любого ǫ > 0 при J → ∞

1

D2J

J−1∑

j=[dJ]+1

Mj∑

m=1

E
[
β4j (Fm(T

∗, L)−

− EFm (T
∗, L))

2 · 11
(
β2j |Fm(T

∗, L)−
− EFm (T

∗, L)| > ǫDJ)]→ 0 . (14)

Действительно, в силу (6), (12) и (13) начиная
с некоторого J все индикаторы в (14) обращают-
ся в нуль. Объединяя (8), (13) и (14), получаем (4).
Теорема доказана.
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Докажем теперь свойство сильной состоятель-
ности оценки (3), справедливое при более слабых
ограничениях.

Теорема 2. Пусть K — линейный однородный опе-

ратор с показателем однородности α > 0, а Kf ∈
∈ L2(R) и задана на конечном отрезке. Тогда при

любом θ > 1/2 + 2α имеет место сходимость

R̂J(T
∗)−RJ(T

∗)

2θJ
→ 0 п. в. при J → ∞. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о : Используя неравенство Хеф-
фдинга, с учетом (6) получаем, что для любого δ > 0
найдется константа Cδ > 0 такая, что

pJ = P





∣∣∣R̂J (T
∗)−RJ(T

∗)
∣∣∣

2θJ
> δ



 6

6 J exp

{
−Cδ

2(2θ−1−4α)J

J2

}
,

и, поскольку
∞∑

J=1

pJ <∞ ,

в силу леммы Бореля–Кантелли выполнено (15).
Теорема доказана.

Теоремы 1 и 2 дают теоретическое обоснование
использования значения R̂J (T

∗) в качестве оцен-
ки неизвестной величины риска (погрешности)
RJ (T

∗), а также позволяют строить асимптотиче-
ские доверительные интервалы для RJ (T

∗).
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Abstract: The methods of thresholding the coefficients of wavelet expansions have become a popular tool for
regularization of inverse statistical problems due to their simplicity, computational efficiency, and the ability to
adapt both to the type of operators and to the features of the function under study. This approach proved to be the
most fruitful for inversion of linear homogeneous operators arising in some signal and image processing problems.
The paper considers the block thresholding method in which the decomposition coefficients are processed in
groups that allows taking into account information about neighboring coefficients. In a data model with an additive
Gaussian noise, an unbiased estimate of the mean-square risk is analyzed and it is shown that under certain
conditions, this estimate is strongly consistent and asymptotically normal. These properties allow constructing
asymptotic confidence intervals for the theoretical mean-square risk of the method under consideration.
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РЫНОК С МАРКОВСКОЙ СКАЧКООБРАЗНОЙ

ВОЛАТИЛЬНОСТЬЮ III: АЛГОРИТМ МОНИТОРИНГА ЦЕНЫ

РИСКА ПО ДИСКРЕТНЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ ЦЕН АКТИВОВ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Tретья часть цикла посвящена задаче оценивания в реальном масштабе рыночной цены риска
в финансовой системе, состоящей из банковского депозита, базовых рисковых бумаг и их деривативов.
Базовые активы описываются моделью со стохастической волатильностью, представленной скрытым
марковским скачкообразным процессом (МСП). Исследуемый рынок предполагается безарбитражным,
и рыночная цена риска для него является функцией текущего значения МСП. Таким образом, мониторинг
цены риска сводится к задаче фильтрации состояния МСП. Статистическая информация поступает
в неслучайные дискретные моменты времени и содержит прямые наблюдения цен базовых активов
и косвенные зашумленные наблюдения деривативов. Статья содержит решение задачи оптимальной
фильтрации состояния МСП, а также соответствующий численный алгоритм. Представлены результаты
вычислительного примера, демонстрирующего качество мониторинга в зависимости от состава и вида
доступных наблюдений.

Ключевые слова: рыночная цена риска; безарбитражный рынок; марковский скачкообразный процесс;
задача оптимальной фильтрации; численный алгоритм
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1 Введение

Заметка продолжает цикл работ [1, 2], посвя-
щенных исследованию модели безарбитражного
финансового рынка со стохастической волатиль-
ностью, описываемой внешним МСП. Отсутствие
арбитража означает неединственность мартингаль-
ной меры, и выбор преобладающей меры из мно-
жества — актуальная задача, обеспечивающая воз-
можность оптимизации портфельных инвестиций
и построения хеджирующих стратегий. Описание
этой меры возможно в терминах рыночной цены
риска (MPR, market price of risk). Цель предлагаемой
работы заключается в решении задачи оценивания
MPR в реальном масштабе времени по наблюдени-
ям, поступающим в дискретные неслучайные мо-
менты времени, с привлечением математического
аппарата оптимальной фильтрации.

Статья организована следующим образом.
В разд. 2 представлена исследуемая модель рын-
ка: эволюция цен базовых активов описывается
решением некоторой стохастической дифференци-
альной системы (СДС), в то время как цены дери-
вативов определяются решениями системы уравне-
ний в частных производных. В разделе предложена
модель доступных наблюдений и представлена ар-
гументация в ее пользу. Задачу мониторинга MPR
удается свести к задаче оптимальной фильтрации

состояний МСП, определяющего стохастическую
волатильность. В разд. 3 представлены утверждение
о виде оценки оптимальной фильтрации и алгоритм
ее численной реализации. Раздел 4 содержит чис-
ленный пример, иллюстрирующий зависимость ка-
чества оценивания состояний МСП от состава и ви-
да обрабатываемых наблюдений. Заключительные
замечания по результатам, представленным в дан-
ной части цикла, даны в разд. 5.

2 Модель рынка и постановка
задачи мониторинга рыночной
цены риска

На вероятностном базисе с фильтрацией
(Ÿ,F ,P , {Ft}t∈[0,T ]) рассматривается модель фи-
нансового рынка, состоящего из

– банковского вклада с детерминированной став-
кой rt;

– N базовых финансовых инструментов St =
= col (S1t , . . . , S

N
t );

– M деривативов Ft = col (F
1
t , . . . , F

M
t ) c еди-

ным сроком погашения T , определя-
емых платежным требованием H(ST ) =
= col (H1(ST ), . . . , H

M (ST )).

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; aborisov@frccsc.ru
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Цена St представляет собой решение СДС

dSt = diag Sta(t, Zt) dt+ diag Stσ(t, Zt) dwt,

t ∈ (0, T ], S0 ∼ π0(s), (1)

гдеwt , col (w1t , . . . , w
K
t )—K-мерный стандартный

винеровский процесс (K > N ), а случайные функ-
ции мгновенной процентной ставки aи внутренней
волатильности σ имеют вид:

a(t, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
ta

ℓ(t); σ(t, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
tσ

ℓ(t)

с набором известных детерминированных функций
{aℓ(t)}ℓ=1,L и {σℓ(t)}ℓ=1,L. Распределение началь-
ной цены S0 таково, что все ее компоненты поло-
жительны с вероятностью 1.

Стохастическая волатильность σ(t, Zt) опре-
деляется внешним скрытым МСП Zt ,
, col(Z1t , . . . , Z

L
t ) ∈ {e1, . . . , eL} с матрицей

интенсивностей переходов ˜(·) и начальным рас-
пределением πZ

0 . Марковский скачкообразный
процессZt представляет собой решение СДС с мар-
тингалом Mt в правой части:

dZt = ˜
⊤(t)Zt dt+dMt, t ∈ (0, T ], Z0 ∼ πZ

0 . (2)

В [1] показано, что в условиях безарбитраж-
ности рынка справедливая цена Fm m-го дерива-
тива (m = 1,M) определяется формулой:

Fm(t, St, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
tF

mℓ(t, St),

где детерминированные функции {Fmℓ(t, s)}ℓ=1,L

являются решением задачи Коши системы диффе-
ренциальных уравнений в частных производных

Fmℓ
t = rFmℓ −

L∑

j=1

˜ℓjFmj −
N∑

n=1

Fmℓ
sn sn(r − aℓ

n)−

− 1
2

N∑

i,j=1

sisjFmℓ
si,sjBℓ

ij , ℓ = 1,M,

m = 1,M, t ∈ [0, T ), Fmℓ(T, s) = Hm(s); (3)

Bℓ =
∥∥Bℓ

ij

∥∥
i,j=1,N

, σℓ
(
σℓ
)⊤
.

Согласно [1], MPR θt в данной модели опреде-
ляется формулой

θt =

L∑

ℓ=1

Zℓ
t

(
σℓ(t)

)+ (
aℓ(t)− rt1

)

(здесь 1 — вектор-столбец подходящей размер-
ности, составленный из единиц) и однозначно
определяется значением МСП Zt.

Цены St и Ft, а также фактор-процесс Zt недо-
ступны прямому наблюдению, однако в дискрет-
ные моменты ti , ih, i ∈ N (T делится на h нацело
и I , T/h), имеется следующая статистическая
информация: безошибочные наблюдения текущей
стоимости базовых активов Si = Sti

и косвенные
наблюдения текущей стоимости деривативов Gi ∈
∈ R

M ′

(в общем случае M 6=M ′).
Введем следующие обозначения:

– Oi , σ{Sj ,Gj : 0 6 j 6 i} — семейство
σ-алгебр, порожденных всеми наблюдениями,
полученными до момента ti включительно;

– Gi , σ{Gj , 0 6 j 6 i} — семейство σ-алгебр,
порожденных наблюдениями {Gj};

– Hi , σ{Sj ,Ztj
: 0 6 j 6 i} — семейство

σ-алгебр, порожденных ценами базового ак-
тива и МСП на дискретной временн‚ой сетке до
момента ti включительно.

Относительно наблюдаемой последователь-
ности {Gi} предполагается, что она обладает мар-
ковским свойством при известной паре (S,Z), т. е.
для любого B ∈ B(RM ′

) и i = 1, I P-п. н. выполня-
ется цепочка равенств:

E {IB(Gi)|Hi ∨ Gi−1} = E {IB(Gi)|Si, Zti
,Gi−1} =

=

M∑

m=1

Zm
ti

∫

B

�m
i (dq|Si,Gi−1), (4)

где {�m
i (·|s, g)}i=1,I, m=1,M — набор известных мер,

определяющих соответствующее условное распре-
деление. Также предполагается, что для каждо-
го i = 1, I выбрана такая мера µi, что �m

i ≪ µi

для всех m = 1,M и φm
i (·|s, g) , d�m

i (·|s, g)/dµi —
соответствующие производные Радона–Никодима.
Для начального наблюдения G0 также заданы та-
кие мера µ0 и плотности φm

0 (·|s), что для любого
B ∈ B(RM ′

) P-п. н. выполняется равенство

E {IB(G0)|S0, Z0} =
M∑

m=1

Zm
0

∫

B

φm
0 (q|S0)µ0(dq).

Задача мониторинга MPR сводится к вычис-
лению

Ẑi , E {Zti
|Oi} , i = 1, I.

Предложенная модель наблюдений нуждается
в объяснении.

Во-первых, на практике цены базовых активов
и деривативов недоступны наблюдению в непре-
рывном времени, иначе при выполнении дополни-
тельного условия идентифицируемости [3] значе-
ние скрытого МСП можно было бы восстановить
безошибочно по {St}, сделав тем самым рынок,
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состоящий только из депозита и базовых активов,
полным [4, 5].

Во-вторых, в предложенной модели рынка спра-
ведливые цены деривативов не могут быть известны
безошибочно даже в дискретные моменты време-
ни, иначе структура цены Fm(t, St, Zt) позволила
бы восстановить значение Z в момент ti.

В-третьих, модель рынка известна его участ-
никам, а значит, они обладают знанием на-
бора возможных справедливых цен деривативов
{Fmℓ(t, s)} — решений (3). Единственное, чего они
не знают точно, — правильный выбор одного из
этих вариантов, определяемый МСП Zt. Трейдеры
в соответствии со своими соображениями выста-
вляют заявки на покупку (bid) и продажу (ask) дери-
вативов по цене, не совпадающей со справедливой,
внося в заявки непредумышленные или намерен-
ные ошибки. Именно последовательности заявок
bid, ask и реализованных сделок (trade) и служат
доступной статистической информацией.

Cтохастические модели тройки «bid–ask–trade»
достаточно разнообразны (см., например, [6–10]).
Здесь предполагается доступность только цен сде-
лок. Предложенная модель наблюдений цен дери-
вативов (4) является достаточно общей и описывает
большое число схем, имеющих практическое зна-
чение. Ниже на примере случая одного базового
инструмента и одного дериватива рассматривают-
ся следующие схемы (возможности модели этими
схемами не исчерпываются):

(1) наблюдения Gi представляют собой истинную
справедливую цену, искаженную независи-
мым мультипликативным белым шумом;

(2) наблюдения Gi цены дериватива — мар-
ковская цепь с множеством значений
{F ℓ(ti, Si)}ℓ и матрицей переходных вероятно-
стей •(i, Si, Zti

), зависящей от текущего вре-
мени, цены базового актива и текущего состо-
яния МСП.

3 Аналитическое решение задачи
фильтрации и численный
алгоритм

Рассматриваемая модель рынка гарантирует
корректное определение вспомогательного процес-
са Vt = col(V

1
t , . . . , V

N
t ), V

n
t , lnSn

t /S
n
0 , n = 1, N ,

который, согласно правилу Ито, представляет со-
бой единственное сильное решение СДС

dVt =

L∑

ℓ=1

Zℓ
t

(
aℓ(t)− 1

2
bℓ(t)

)
dt+

L∑

ℓ=1

Zℓ
tσ

ℓ(t) dwt,

t ∈ (0, T ], V0 ≡ 1,

где
bℓ(t) , col

(
Bℓ
11(t), . . . , B

ℓ
NN(t)

)
.

Если V0 , S0 и Vi , Vti
− Vti−1 для любых i = 1, I,

то легко проверить, что наблюдения {Vi} взаимно
однозначны наблюдениям {Si}и порожденные ими
наборы σ-алгебр совпадают. Наблюдения Vi имеют
плотность распределения при i > 1, и совместное
распределение пары (Zti

,Vi) относительно Zti−1

определяется плотностями {ξjk
i (v)}i=1,I, j,k=1,L:

P
{
Zti
= ek,Vi ∈ A|Zti−1 = ej

}
=

∫

A

ξjk
i (v) dv.

Теорема 1. Оценка оптимальной фильтрации Ẑi

определяется следующей рекуррентной процедурой:

Ẑℓ
i =

Z̃ℓ
i∑L

j=1
Z̃j

i

, ℓ = 1, L, i > 1; (5)

Z̃ℓ
i =

L∑

k=1

φℓ
i(Gi|Si,Gi−1)ξ

kℓ
i (Vi) Ẑ

k
i−1, ℓ = 1, L,

Vi = col

(
ln
S1i
S1i−1

, . . . , ln
SN

i

SN
i−1

)
, (6)

с начальным условием

Ẑℓ
0 =

πZℓ
0 φℓ

0(G0|S0)∑L

j=1
πZj
0 φj

0(G0|S0)
, ℓ = 1, L. (7)

Доказательство теоремы 1 приведено в приложе-
нии.

Основная сложность численной реализации ре-
курсии (5), (6) связана с проблемой вычисления
плотностей ξjk

i (v). Дело в том, что они пред-
ставляют собой сдвиг-масштабные смеси гауссиан,
причем смешивающее распределение определяется
поведением МСП Z на отрезках [ti−1, ti] при фик-
сированных начальном и конечном значениях. Для
частного случая матрицы интенсивностей перехо-
дов ˜, коэффициентов {aℓ} и {bℓ}, не зависящих
от времени t, в [11] предложена составная схема
«средних» прямоугольников, которую предлагается
применить и в данной задаче. Введем следующие
обозначения:

– N (v,m,K) — плотность распределения гаус-
совского случайного вектора со среднимmи не-
вырожденной ковариационной матрицей K;

– Ui , (ti−1 + ti)/2— середина отрезка [ti−1, ti];

– ui,m , ti−1 + h1+α(m − 1/2) — середины от-
резков более мелкого разбиения с шагом h1+α,
m = 1, [h−α], 0 < α 6 1;
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– Qkℓ(v, u) , exp [(˜kk(u)− ˜ℓℓ(u))]×
×N

(
v, u

(
ak(u) + (1/2)bk(u)

)
+ (h− u)

(
aℓ(u)+

+(1/2)bℓ(u)
)
, uBk(u) + (h− u)Bℓ(u)

)
— вспо-

могательная функция.

Для вычисления ξjk
i (·) предлагается воспользовать-

ся аппроксимацией

ξjk
i (Vi) ≈ δkℓe

˜ℓℓ(Ui)h ×

×N
(
Vi, h

(
aℓ(Ui) +

1

2
bℓ(Ui)

)
, hBℓ(Ui)

)
+

+ (1− δkℓ)˜kℓ(Ui)h
1+α

[h−α]∑

m=1

Qkℓ(Vi, ui,m).

4 Численный пример
Предлагаемый пример иллюстрирует влияние

наблюдений цен дериватива в дополнение к име-
ющимся наблюдениям цены базового актива на ка-
чество оценивания МСП в зависимости от вида
этих наблюдений.

На отрезке времени [0, 1] (1 год, 250 торговых
дней по 8 часов каждый) моделируется поведе-
ние одного базового актива, стохастическая во-
латильность которого представляет собой МСП
с четырьмя возможными состояниями «рост – со-
стояние, предшествующее панике, – паника – ре-
цессия». Ставка по депозиту r = 2% годовых, на
рынке присутствует один дериватив — call-опцион
с ценой исполнения 1. Для моделирования (1), (2)
были выбраны следующие параметры: S0 ≡ 1; a =
= (0,04; 0,035; 0,015; 0,02); σ = (0,1; 0,12; 0,25; 0,15);

˜ =




−12,5 12,5 0 0
100 −500 400 0
0 0 −125 125
40 0 10 −50


 ; π

Z
0 =




0,7273
0,0182
0,0727
0,1818


 .

Интегрирование СДС выполняется методом Эй-
лера–Маруямы, адаптированным к скачкам [12],
с основным шагом τ = 10−6, интегрирование сис-
темы (3) — методом, предложенным в [2], c шагом
по времени H = 0,001 (шаг соответствует 2 ч тор-
гового времени) и шагом по координате δ = 0,002,
что соответствует 0,2 п. п. начальной цены базового
актива.

Все наблюдения проводятся с шагом h = 0,0001,
что соответствует 12 мин торгового времени. Срав-
нивается качество оценок МСП{Zti

}, построенных
по двум комплексам доступных наблюдений:

(1) имеются прямые наблюдения цен базового ак-
тива {Si}, а также цена дериватива с мульти-
пликативным шумом:

GLN
i = Fti

εi,

где {εi} — последовательность независимых
одинаково распределенных случайных вели-

чин, имеющих логнормальное распределение
с параметрами aLN(h) = 0,04h и σLN(h) =
= 0,28h;

(2) имеются прямые наблюдения {Si} и косвен-
ные наблюдения цен дериватива {GMC

i }. По-
следние представляют собой цепь со значени-
ями {F ℓ(ti, Si)} — вариантами возможных цен
опциона, обладающую марковским свойством
при известной траектории{Zt}. Условные мат-
рицы переходов этой цепи с компонентами

P
{
GMCi = F k(ti, Si)|GMCi−1 = F

j(ti−1, Si−1),

Zti
= em} = •jkm,

где •m = ‖•jkm‖j,k (m = 1, L) являются мат-
ричными экспонентами

•m(h) = exp(hœm),

построенными по «матрицам интенсивностей
переходов»

œ1 =




−30 10 10 10
100 −300 100 100
100 100 −300 100
100 100 100 −300


 ;

œ2 =




−3000 1000 1000 1000
1 −3 1 1
1000 1000 −3000 1000
1000 1000 1000 −3000


 ;

œ3 =




−300 100 100 100
100 −300 100 100
10 10 −30 10
100 100 100 −300


 ;

œ4 =




−300 100 100 100
100 −300 100 100
100 100 −300 100
10 10 10 −30


 .

Следует отметить, что параметры распределений
наблюдений цен деривативов зависят от времен‚ого
шага h между поступающими наблюдениями.

На рис. 1 представлены ошибки наблюдений
–LNi = GLNi − Fti

и –MCi = GMCi − Fti
. Результаты

оценивания МСП по различной статистической
информации на интервале [0; 0,2] приведены на
рис. 2. На нем для всех компонент МСП изобра-
жены:

– истинное значение компоненты Xℓ
t ;

– оценка фильтрации X̂S
t , вычисленная только

по наблюдениям Si;

– оценка фильтрации X̂LNt , вычисленная по на-
блюдениям Si и GLNi ;

– оценка фильтрации X̂MCt , вычисленная по на-
блюдениям Si и GMCi .
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Рис. 1 Ошибки наблюдений цен деривативов: 1 —–LNt ; 2 —–MCt

Рис. 2 Оценки компонентов МСП по разным комплексам наблюдений: 1 — Xl
t ; 2 — �XS

t ; 3 — �XLN
t ; 4 — �XMC

t
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По результатам расчетов можно сделать следу-
ющие заключения.

1. Параметры в примере выбраны таким обра-
зом, что рынок пребывает во 2-м состоянии,
предшествующем панике, достаточно короткое
время: в среднем 2 ч. За это время можно
получить только 20 наблюдений цен базового
актива. В то же время значения мгновенной
процентной ставки и волатильности во 2-м со-
стоянии близки к соответствующим значениям
состояния 1 (рост): 0,035против 0,04и 0,12про-
тив 0,1 соответственно. Поэтому вполне ожи-
даемо, что качество мониторинга состояния 2,
выполненного только по наблюдениям цен ба-
зового актива, низкое (см. рис. 2, б). Очевидно,
что любая дополнительная статистическая ин-
формация актуальна для улучшения качества
оценивания 2-го состояния.

2. Траектории возможных значений цен опциона
{F ℓ} визуально малоотличимы друг от друга,
а также от наблюдений GLNi и GMCi , поэтому
на рис. 1 представлены не сами наблюдения,
а их ошибки. Видна принципиальная разница
характера траекторий этих ошибок:–LNi харак-
терна для белого шума, в то время как в –MCi

очевидна временн‚ая зависимость.

3. Рисунок 2 позволяет сделать вывод о том, что
включение в процедуру фильтрации наблюде-
ний обоих деривативов позволяет повысить
качество оценивания. Выборочные средние
квадраты значений ошибок наблюдений (см.
рис. 1), вычисленные по данным траектори-
ям, для обоих видов наблюдений практически
совпадают. Тем не менее б‚ольший вклад в по-
вышение качества оценивания вносят наблю-
дения с логнормальным шумом. Этот факт
можно объяснить тем, что различия в {F ℓ} хотя
и малые, но есть. Из-за мультипликативного
характера зашумления дисперсии ошибок для
разных вариантов F ℓ различны, что для случая
непрерывного времени означает выполнение
условий точной идентифицируемости МСП [3].
В рассматриваемом допредельном случае на-
личие двух наблюдений (Si,GLNi ) обеспечивает
весьма высокое качество оценивания всех ком-
понент МСП Z.

5 Промежуточные выводы
Мониторинг MPR по наблюдениям, получен-

ным в дискретные моменты времени, представляет
собой задачу оптимальной фильтрации скрытого
МСП. Ее теоретическое решение совместно с чис-
ленным алгоритмом и иллюстративным примером

приведено в данной части цикла. Однако исполь-
зованная в данной статье модель наблюдений — это
идеализация и упрощение: реальные статистиче-
ские данные представляют собой потоки значений
цен заявок и сделок, фиксируемых в случайные мо-
менты времени, — так называемые мультивариант-
ные точечные процессы (МТП). Обычно в системах
электронных торгов они оказываются высокочас-
тотными. Решение задач оптимальной фильтрации
состояний МСП по наблюдениям МТП нетриви-
ально как в теоретическом плане, так и с точки
зрения практической реализации. Один из вари-
антов создания эффективных субоптимальных ал-
горитмов фильтрации основан на использовании
диффузионной аппроксимации получаемых МТП.
Использованию этого подхода и численному анали-
зу полученных оценок и будет посвящена заключи-
тельная часть цикла.

Приложение
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Используем метод мате-
матической индукции. Пусть на (i − 1)-м шаге известна
оптимальная оценка

Ẑi−1 = E
{
Zti−1 |Oi−1

}
.

Обозначим

E(v) , col(exp(v1), . . . , exp(vL)).

Свойства условных математических ожиданий гаран-
тируют, что следующая цепочка равенств выполняется
P-п. н. для любых множеств A ∈ B(RN ) и B ∈ B(RM′

):

E
{

Zℓ
i IA(Vi)IB(Gi)|Oi−1

}
=

= E
{
E
{

Zℓ
i IA(Vi)IB(Gi)|Oi−1 ∨Hi

}
|Oi−1

}
=

= E
{

Zℓ
i IA(Vi)E {IB(Gi)|Oi−1 ∨Hi} |Oi−1

}
=

= E




Zℓ
i IA(Vi)

∫

B

φℓ
i(q|Si,Gi−1)µi(dq)

∣∣∣Oi−1




 =

= E



E



Zℓ

i IA(Vi)×

×

∫

B

φℓ
i(q|Si,Gi−1)µi(dq)

∣∣∣Oi−1 ∨ Zti−1






∣∣∣Oi−1




 =

= E




E




Zℓ
i IA(Vi)×

×

∫

B

φℓ
i(q|diag (Si−1)E(Vi),Gi−1)µi(dq)

∣∣∣Oi−1∨

∨Zti−1




∣∣∣Oi−1



 =
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= E






∫

A

∫

B

φℓ
i(q|diag (Si−1)E(v),Gi−1)µi(dq)×

×

L∑

k=1

Zk
ti−1

ξkℓ
i (v)dv

∣∣∣Oi−1



 =

=

∫

A

∫

B

[
L∑

k=1

Ẑk
i−1φ

ℓ
i(q|diag (Si−1)E(v),Gi−1)ξ

kℓ
i (v)

]
×

× µi(dq) dv.

Выражение в квадратных скобках является производ-
ной Радона–Никодима условного распределения тройки
(Zti ,Si,Gi) относительно Oi−1 по мере µi × λ × ν, где

λ — мера Лебега на R
M′

; ν — считающая мера, сосредо-
точенная на множестве {e1, . . . , eL}. Тогда по формуле
Байеса

Ẑℓ
i =

=

∑L

k=1
Ẑk

i−1φ
ℓ
i(Gi|diag (Si−1)E(Vi),Gi−1)ξ

kℓ
i (Vi)

∑L

m,j=1
Ẑm

i−1φ
j
i (Gi|diag (Si−1)E(Vi),Gi−1)ξ

mj
i (Vi)

=

=

∑L

k=1
Ẑk

i−1φ
ℓ
i(Gi|Si,Gi−1)ξ

kℓ
i (Vi)

∑L

m,j=1
Ẑm

i−1φ
j
i (Gi|Si,Gi−1)ξ

mj
i (Vi)

,

что доказывает истинность формул (5) и (6). Истинность
формулы (7) вычисления оценки при t = 0 также следует
из формулы Байеса. Теорема 1 доказана.
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the market price of risk is a function of the MJP’s current value. So, the MJP monitoring problem transforms into
the MJP state filtering one. The statistical data are available at discrete moments and contain the direct observations
of the underlying assets and indirect observations of the derivative ones. The paper presents the solution to the
optimal filtering problem and the corresponding algorithm of its numerical realization. The paper also contains
a numerical example demonstrating the performance of the MJP state estimates in dependence on the type and
structure of the available observations.
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ПРОЦЕДУРА ПОСТРОЕНИЯ МНОЖЕСТВА ПАРЕТО

ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ КРИТЕРИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Я. И. Рабинович1

Аннотация: Универсальная вычислительная процедура многокритериальной оптимизации позволяет
аппроксимировать множество Парето при предъявлении различных требований к вектору частных крите-
риев эффективности и множеству допустимых решений. В настоящей работе предполагается, что частные
критерии эффективности псевдовогнуты в открытой окрестности компактного выпуклого множества до-
пустимых решений, которое может быть задано дифференцируемыми функциональными ограничениями.
Для построения на основе универсальной процедуры конкретных численных методов аппроксимации
множества Парето предлагается правило выбора начального приближения и правило перехода от текущего
опорного решения к последующему.

Ключевые слова: многокритериальная оптимизация; множество Парето; численные методы аппрокси-
мации; универсальная процедура

DOI: 10.14357/19922264230403 EDN: NEZRGD

1 Введение
Задача построения множества эффективных

векторных оценок (множества Парето) чрезвычай-
но актуальна в самых разнообразных отраслях де-
ятельности, таких как разработка сложных систем
технического назначения, перспективное планиро-
вание или социология. В настоящей работе в пред-
положении дифференцируемости критериальных
функций на основе универсальной процедуры [1]
предложен конкретный численный метод аппрок-
симации множества Парето.

2 Постановка задачи
Пусть в s-мерном евклидовом пространстве R

s

задана m-мерная непрерывная вектор-функция

w(x) ∈ R
m , (1)

образующая вектор частных критериев эффектив-
ности, принимающий на непустом компактном
множестве допустимых решений

X ⊂ R
s (2)

положительные значения w(x) > 0, удовлетворяя
соотношениям:

w(x) ∈ w(X) ⊂ intRm
+ ;

w(X) = {u ∈ R
m|u = w(x), x ∈ X} ;

R
m
+ = {u ∈ R

m|u ≥ 0} ,





(3)

так что множество достижимых векторных оценок
w(X)из (3) принадлежит внутренности intRm

+ неот-
рицательного ортанта R

m
+ . Каждый критерий набо-

ра {wk(x)}k∈I , I = {k|1 ≤ k ≤ m}, желательно уве-
личивать на множестве допустимых решений (2).

Определение 1. Векторная оценка w ∈ w(X) эффек-

тивна (слабо эффективна), если для всякой вектор-
ной оценки u ∈ w(X) система неравенств u ≥ w
несовместна при условии, что хотя бы одно нера-
венство строгое (все неравенства строгие).

Векторная оценка w ∈ w(X) доминируема или
определенно неэффективна, если существует вектор-
ная оценка u ∈ w(X), u > w.

Всякое допустимое решение x ∈ X, доставляю-
щее эффективное (слабо эффективное, домини-
руемое) значение вектора w(x), называется эф-
фективным (слабо эффективным, доминируемым)
решением.

В согласии с определением 1 множества эффек-
тивных (Xe), слабо эффективных (X0) и домини-
руемых (XÄ) решений из множества допустимых
решений (X) подчиняются соотношениям:

Xe ⊂ X0 ⊂ X ; X0 ∩XÄ = ∅ ; X = X0 ∪XÄ ,

где ∅ — пустое множество; ∪(∩) — символ объеди-
нения (пересечения) множеств. Соответственно
множества эффективных w(Xe), слабо эффектив-
ных w(X0), доминируемых w(XÄ) и достижимых
w(X) векторных оценок удовлетворяют соотноше-
ниям:

w(Xe) ⊂ w(X0) ⊂ w(X); w(X0) ∩w(XÄ) = ∅ ;
w(X) = w(X0) ∪ w(XÄ).

В настоящей работе рассматриваются методы
аппроксимации множества Парето на основе уни-
версальной вычислительной процедуры [1]. Введем

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; jacrabin@rambler.ru
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Определение 2. Если ‖v‖ — норма вектора v ∈ R
m,

то величина

D(W,U) = sup
w∈W

inf
u∈U

‖w − u‖, ∅ 6=W, U ⊂ Rm,

называется отклонением множества W от множе-
ства U , а величина

–(W,U) = max {D(W,U), D(U,W )} ,
∅ 6=W, U ⊂ R

m ,

называется расстоянием по Хаусдорфу между мно-
жествами W и U .

Определение 3. Дифференцируемая на открытом
множестве A ⊂ R

s функция f называется псев-

довогнутой на A 6= ∅, если для любых x, y ∈ A
неравенство 〈∇f(x), y − x〉 ≤ 0 влечет неравенство
f(x) ≥ f(y), где ∇f — градиент функции f ; 〈•, •〉 —
скалярное произведение векторов.

Функция f называется псевдовыпуклой, если
функция −f псевдовогнута.

Следствие 1.

1. Функция
∑m

k=1 fk псевдовогнута, если ее сла-
гаемые псевдовогнуты.

2. Точка локального максимума псевдовогнутой
на выпуклом множестве A ⊂ R

s функции f
является точкой ее глобального максимума.

3. Пусть функция f псевдовогнута на выпуклом
множестве A ⊂ R

s и положительно определена
на A, так что f(x) > 0, x ∈ A. Тогда

(а) функция fn псевдовогнута на A, если целая
степень n ≥ 1;

(б) функция fn псевдовыпукла наA, если целая
степень n ≤ −1.

Определение 4. Если непустое множество X ⊂ R
s

задано функциональными ограничениями

X = {x ∈ R
s|vk(x) ≥ 0, k ∈ K} ,

K = {k|1 ≤ k ≤ n},

левые части которых дифференцируемы, то в точке
x ∈ X множество

H(x) = {h ∈ R
s|〈∇vk(x), h〉 > 0, k ∈ K(x)} ,

называется конусом внутренних направлений, где
K(x) = {k ∈ K|vk(x) = 0} — множество индек-
сов «активных» в точке x ∈ X функциональных
ограничений.

Следствие 2. Если X ⊂ R
s — непустой выпуклый

компакт, то выполняется включение X ⊂ {x} +
+ H(x), где многогранный конус H(x) — замы-
кание конуса внутренних направлений; A + B —
векторная сумма множеств.

Укажем также известное полезное свойство
псевдовогнутых функций [2].

Лемма 1. Псевдовогнутая на выпуклом многогранни-

ке A = conv{aq}r
q=1 функция f достигает минимума

в крайней точке:

min
x∈A

f(x) = min
1≤q≤r

f(aq).

3 Универсальная процедура

Дадим в согласии с [1] строгое описание уни-
версальной процедуры аппроксимация множества
Парето.

На непустом компактном множестве допусти-
мых решенийX ⊂ R

s строится последовательность
множеств {Xt}∞t=1 ⊂ X . Если X1 ⊂ X — произ-
вольное начальное приближение и известно множе-
ствоXt, t ≥ 1, то следующее за ним множествоXt+1

подчиняется соотношениям:

Xt+1 =
⋃

x∈Xt

Xt+1(x) ,

Xt+1(x) = {x}+
⋃

J∈Mt(x)

{h(x, J)} ⊂ X . (4)

В согласии с (4) всякая опорная точка x ∈ Xt

порождает на следующем (t + 1)-м уровне непус-
тую векторную сумму множеств Xt+1(x), причем
направление h(x, J) перехода из опорной точки x ∈
∈ Xt в следующую точку y = x+ h(x, J) ∈ Xt+1(x),
J ∈Mt(x), удовлетворяет условиям:

h(x, ∅) = 0 , h(x, J) 6= 0 ,
∅ 6= J ⊂ I = {k|1 ≤ k ≤ m}, (5)

где ненулевые направления h(x, J) 6= 0 подчиняют-
ся соотношениям

y = x+ h(x, J) ∈ X ∩ YJ(x, ε) ∩ Y (x, ε) ,
∅ 6= J ⊂ I = {k|1 ≤ k ≤ m} ,

YJ(x, ε) =

{
y ∈ R

s

∣∣∣∣
wk(y)

wk(x)
≥ 1 + σε2 ,

k ∈ J ,
wk(y)

wk(x)
≥ 1− σε, k ∈ I\J

}
;

Y (x, ε) =

{
y ∈ R

s

∣∣∣∣∣
∑

k∈I

wk(y)
2

wk(x)
2 ≤ (1 + σε)2

}
,

ε = εt(x) ∈ (0, 1),

σ=

[
2max

z∈X

∑
k∈I

wk(z)

]−1
min
z∈X
min
k∈I

wk(z) ∈
(
0,
1

2

]
.





(6)

Последовательность множеств (4) в каждой
опорной точке x ∈ Xt ветвится, причем степень
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ее ветвления |Mt(x)| определяет множество не вло-
женных друг в друга подмножеств Mt(x) ⊂ 2I , за-
данное соотношениями:

Mt(x) =

{
Nt(x), еслиNt(x) 6= ∅ ;
{∅}, еслиNt(x) = ∅ ;

Nt(x) =

=




J ⊂ I

∣∣∣∣∣∣∣

X ∩ YJ (x, ε) ∩ Y (x, ε) 6= ∅ ;
X ∩ YM (x, ε) ∩ Y (x, ε) 6= ∅,

M 6= J ⊂M ⊂ I.










(7)

Наибольшая степень ветвления последователь-
ности (4) совпадает с наибольшим числом не
вложенных друг в друга подмножеств множества
номеров частных критериев эффективности I =
= {k|1 ≤ k ≤ m}, так что

|Mt(x)| ≤
m!

⌊m/2⌋! (m− ⌊m/2⌋)! ,

где |A|— число элементов в конечном множествеA;
⌊z⌋ — целая часть числа z. Соотношения (6) и (7)
включают величину ε = εt(x) ∈ (0, 1) — параметр
возмущения, который в начальной точке x1 и в лю-
бых последующих точках xt ∈ Xt, xt+1 ∈ Xt+1(x

t)
последовательности (4) таких, что

xt+1 = xt + h(xt, Jt), Jt ∈Mt(x) , (8)

удовлетворяет условиям:

ε1
(
x1
)
= κ ∈ (0, 1),

εt+1

(
xt+1

)
=

{
κεt(x

t), если Qt = ∅ ;
εt(x

t), если Qt 6= ∅ ,

Qt =
⋂

q≤t

, εq(x
q) = εt(x

t)Jq , (9)

где величина κ определяет степень дробления па-
раметра возмущения. Эта величина может быть
выбрана любой на интервале (0, 1), но остается
фиксированной на протяжении всей вычислитель-
ной процедуры.

Замечание 1. Комментируя процедуру (4)–(9), сле-
дует подчеркнуть:

– включение y ∈ YJ (x, ε) доставляет относитель-
ное (порядка ε2) увеличение значений критериев
из множества {wk}k∈J за счет возможного отно-
сительного уменьшения (на величину порядка ε)
остальных критериев;

– включение y ∈ Y (x, ε) препятствует слишком
резкому росту значений частных критериев, что
на поздних этапах вычислительной процедуры
не позволяет переходить от одной эффектив-
ной векторной оценки к другой и возвращаться
обратно через все множество достижимых век-
торных оценок;

– пересечение X ∩ YJ(x, ε)— выпуклый компакт,
поскольку X — выпуклый компакт, YJ(x, ε) —
замкнуто и выпукло в согласии с (6) и следстви-
ем 1;

– пересечение множеств X ∩ Y (x, ε) компактно,
но не выпукло, поскольку согласно (6) множе-
ствоY (x, ε) выпукло лишь в некоторых частных
случаях (например, если псевдовогнуты компо-
ненты вектор-функций ±w(x)).

В согласии с доказательством, предложенным
в работе [1], заданная соотношениями (4)–(9) по-
следовательность множеств {w(Xt)}∞t=1 аппрокси-
мирует множество Парето в следующем смысле.

Теорема 1. Пусть в (1) компоненты вектор-функции

w ∈ R
m положительно определены и псевдовогну-

ты в открытой окрестности непустого выпуклого

компакта X . Тогда отклонение множества Паре-

то w(Xe) от аппроксимирующего множества w(Xt)
и отклонение аппроксимирующего множества w(Xt)
от множества Слейтера w(X0) стремятся к нулю

с ростом номера аппроксимации t:

lim
t→∞

D (w(XÅ), w(Xt)) =

= lim
t→∞

D (w(Xt), w(X0)) = 0 .

4 Численные методы
на основе процедуры

Пусть условия теоремы 1 выполняются. Уни-
версальная процедура (4)–(9) не содержит одно-
значного рецепта построения последовательности
{w(Xt)

∞
t=1, аппроксимирующей множество Паре-

то, поскольку не дает прямого указания, в какую
именно новую опорную точку y = x + h(x, J) ∈
∈ X ∩ YJ (x, ε) ∩ Y (x, ε) следует переходить из ис-
ходной опорной точки x ∈ Xt.

Началу работы вычислительной процедуры
предшествует процедура выбора начального при-
ближения. В согласии с утверждением теоремы 1,
сходимость процедуры (4)–(9) обеспечена при стар-
те из любых точек X . Вместе с тем эффективность
процедуры существенным образом зависит от вы-
бора начальной точки (либо состава начального
множества X1 ⊂ X).

Процедура (4)–(9) становится реальной вычис-
лительной процедурой (численным методом), если
она дополнена правилом выбора:

(а) начальной точки {x1} ⊂ X (множества началь-
ных точек X1 ⊂ X, |X1| > 1, если в работе
численного метода предусмотрен мультистарт);

(б) каждой последующей опорной точки y ∈ X ∩
∩ YJ (x, ε) ∩ Y (x, ε).
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5 Выбор начального
приближения

Согласно замечанию 1, для формирования на-
чального приближения X1 можно использовать
упрощенный вариант процедуры (4)–(9), где па-
раметр возмущения ε ∈ (0, 1) фиксирован, огра-
ничения сверху на приращения частных критериев
{wk}k∈I отменяются — условие (6) заменятся тре-
бованием

y = x+ h(x, J) ∈ X ∩ YJ(x, ε),

∅ 6= J ⊂ I = {k|1 ≤ k ≤ m} ;

YJ(x, ε) =

{
y ∈ R

s

∣∣∣∣
wk(y)

wk(x)
≥ 1 + σε2 ,

k ∈ J ,
wk(y)

wk(x)
≥ 1− σε, k ∈ I\J

}
,

σ=

[
2max

z∈X

∑

k∈I

wk(z)

]−1
min
z∈X
min
k∈I

wk(z) ∈
(
0,
1

2

]
,





(10)

тогда как множество подмножеств в (7) приобретает
вид:

Mt(x) = {J ⊂ I|∅ 6= J, X ∩ YJ(x, ε) 6= ∅} (11)

и содержит все такие подмножества J ⊂ I = {k|1 ≤
≤ k ≤ m}, что каждый из критериев {wk}k∈J до-
пускает относительное (порядка ε2) увеличение.

Сформулируем на основе упрощенной процеду-
ры (4), (5), (10) и (11) правило выбора начального
приближения.

Правило А. В качестве решения yJ ∈ X ∩ YJ (x, ε)
принимается проекция внешней точки x ∈ X,
x 6∈ YJ (x, ε), на выпуклый компакт X ∩ YJ (x, ε):

yJ = argmin
y∈X∩YJ(x,ε)

‖x− y‖, J ∈Mt(x), (12)

для чего следует решить задачу выпуклого програм-
мирования (минимизировать квадратичную функ-
цию ‖x− y‖2 на выпуклом компакте).

Если компактное выпуклое допустимое множе-
ство X задано дифференцируемыми функциональ-
ными ограничениями, приближенное решение за-
дачи (12) может быть получено следующим образом.

Согласно определению 4 и следствию 2, в каж-
дой опорной точкой x ∈ X задана прямоуголь-
ная матрица V (x) такая, что замыкание соответ-
ствующего конуса внутренних направлений H(x)
удовлетворяет соотношениям:

H(x) = {h ∈ R
s|V (x)h ≥ 0} , X ⊂ {x}+H(x),

X\
{
{x}+H(x)

}
= ∅ . (13)

Определим многогранный конус

HJ (x) = {h ∈ R
s|WJ (x)h ≥ 0} , (14)

где строками матрицы WJ (x) служат векторы
∇wk(x), k ∈ J . Согласно (13), (14) можно утверж-
дать, что

X ∩ YJ (x, ε) ⊂ {x}+H(x) ∩HJ (x), (15)

поскольку для всякого вектора y = x + h ∈ X,
удовлетворяющего при некотором номере k ∈ J не-
равенству 〈∇wk(x), h〉 < 0, выполняется, согласно
определению 3, условие wk(x) ≥ wk(y), что вви-
ду (10) влечет y 6∈ YJ (x, ε).

Многогранный конусH(x)∩HJ (x)можно пред-
ставить в виде конической оболочки некоторого
остова B(x):

H(x)∩HJ (x)={h ∈ R
s|V (x)h ≥ 0, WJ (x)h ≥ 0}=

= {h ∈ R
s|h = B(x)λ, λ ≥ 0} , (16)

где для составленной из единичных векторов-
столбцов матрицы

B(x) =
[
b1(x), b2(x), . . . , br(x)

]
,

‖bj(x)‖ = 1 , 1 ≤ j ≤ r , (17)

существуют конструктивные методы постро-
ения [3].

Согласно включениям (13), (15), пересечение
{X − {x}} ∩HJ (x) можно аппроксимировать, вы-
брав из конуса H(x) ∩ HJ (x) конечный «пучок»
лучей.

Лемма 2. Если для малого ρ > 0 выполняются соот-

ношения

–(˜r,˜) = D(˜r,˜) = sup
α∈˜r

inf
β∈˜

‖α− β‖ ≤ ρ ,

˜r =




λ ∈ R
s

∣∣∣∣∣∣

r∑

j=1

λj = 1 , λ ≥ 0




 ,

˜ = {λq}Q
q=1 ⊂ ˜r , (18)

где конечное множество ˜ является ρ-аппроксима-

цией (r − 1)-мерного стандартного симплекса ˜r, то

ввиду (16)–(18) вложенный «пучок» лучей

Lq(x) =




q ∈ R
s

∣∣∣∣∣∣
g = γ

r∑

j=1

λq
jb

j(x), γ ≥ 0




 ⊂

⊂ H(x) ∩HJ(x), 1 ≤ q ≤ Q , (19)

аппроксимирует выпуклый компакт {X − {x}} ∩
∩HJ(x) в следующем смысле.

Если можно указать величину δ > 0 такую, что

ненулевой вектор h ∈ R
s содержится в множестве

{X − {x}} ∩HJ (x) вместе с шаром

Uδ(h) = {q ∈ R
s|‖h− g‖ ≤ δ} ⊂ {X − {x}}∩HJ (x),
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то в (19) найдется луч, удовлетворяющий соотноше-

нию Lq(x) ∩ Uδ(h)⊥ = ∅ при условии ρrdX ≤ δ, где

dX = maxx1,x2∈X ‖x1−x2‖ — диаметр компактаX .
Следовательно, если «мишень» X ∩ YJ (x, ε) ко-

нечного размера, то один из заданных соотноше-
нием (19) лучей {x} + L1(x) в нее попадет. Строгое
утверждение состоит в следующем: при условии
int{X ∩ YJ (x, ε)} 6= ∅ из включения (15) по лемме 2
следует, что в конечном множестве лучей (19) всегда
можно указать луч Lq(x) такой, что

{{x}+ Lq(x)} ∩X ∩ YJ (x, ε) 6= ∅ , (20)

если конечное множество {λq}Q
q=1 аппроксимирует

стандартный симплекс ˜r с требуемой точностью.
Метод равномерной аппроксимации стандартного
симплекса конечным множеством точек предложен
в работе [4].

Но тогда хотя бы одна из проекций

pq = argmin
y∈{{x}+Lq(x)}∩YJ(x,ε)

‖x−y‖ , 1 ≤ q ≤ Q , (21)

внешней точки x ∈ X\YJ(x, ε) на пересечение
{{x} + Lq(x)} ∩ YJ (x, ε) удовлетворяет включению
pq ∈ X∩YJ (x, ε), поскольку включенияx ∈ X иpq ∈
∈ YJ(x, ε) выполняются, так что отрицание pq 6∈ X
противоречит утверждению (20) ввиду выпуклости
множества X . Следовательно, по правилу А вы-
бор опорной точки yJ = pq ∈ X ∩ YJ (x, ε) требует
решения не более чемQ задач одномерного квадра-
тичного программирования (21).

Если применение упрощенной процедуры на
этом заканчивается, множество {yJ}J∈Mt(x), со-
ставленное из векторов, удовлетворяющих услови-
ям (10), (11), может быть принято в качестве началь-
ного множества X1. Тем самым согласно правилу А
по упрощенной процедуре через несколько шагов
(число которых определяется спецификой реша-
емой задачи) будет построено начальное прибли-
жение X1 ⊂ R

s, образ которого — множество
w(X1) ⊂ R

m — может представлять собой гру-
бую аппроксимацию множества Парето по всему
«фронту».

6 Правило выбора шага
универсальной процедуры

Если задано начальное множество X1, в согла-
сии с результатом теоремы 1 универсальная про-
цедура (4)–(9) обеспечивает построение последо-
вательности множеств {w(Xt)}∞t=1, аппроксимиру-
ющих множество Парето. Следует лишь принять
правило выбора шага процедуры, для чего в соот-
ношениях (6), (7) требуется установить конкретное

правило перехода от опорного решения x ∈ Xt

к новым опорным решениям

yJ ∈ X ∩ YJ (x, ε) ∩ Y (x, ε), J ∈Mt(x). (22)

Сформулируем конструктивный способ выбора
опорного решения (22).

Правило Б. Пусть множество допустимых реше-
ний — выпуклый компактX— задано дифференци-
руемыми функциональными ограничениями. Со-
гласно определению 4 и следствию 2, в каждой
опорной точке x ∈ X известна прямоугольная мат-
рица V (x) такая, что замыкание соответствующего
конуса внутренних направленийH(x) удовлетворя-
ет условиям (13), а его пересечение с многогранным
конусом (14) удовлетворяет условиям (15).

Если в правой части включения (22) пересече-
ние множеств имеет внутренность int {X∩YJ(x, ε)∩
∩Y (x, ε) 6= ∅, из включения (15) по лемме 2 следует,
что в конечном множестве лучей (19) можно ука-
зать луч Lq(x) такой, что луч {x} + Lq(x) содержит
решение (22):

ZJ={{x}+ Lq(x)}∩X∩YJ (x, ε)∩Y (x, ε) 6= ∅ . (23)

Найти опорное решение (22) на множестве (23)
помогает

Лемма 3. Условие (23) в соответствии с леммой 1
влечет утверждение

{pq, gq} ∩X ∩ YJ (x, ε) ∩ Y (x, ε) 6= ∅ ,
pq = argmin

y∈{{x}+Lq(x)}∩YJ(x,ε)

‖x− y‖,

gq = argmax
y∈{{x}+Lq(x)}∩X

‖x− y‖.

Тем самым по правилу Б для определения опор-
ной точки (22) достаточно проверить выполнение
включения (22) не более чем для 2Q точек, выбран-
ных на множестве, состоящем из Q лучей:

pq, gq ∈ {x}+ Lq(x), 1 ≤ q ≤ Q ,

pq = argmin
y∈{{x}+Lq(x)}∩YJ(x,ε)

‖x− y‖,

gq = argmax
y∈{{x}+Lq(x)}∩X

‖x− y‖, (24)

где согласно соотношению (6) точка pq есть бли-
жайшая к опорной точке x точка отрезка {x} +
+Lq(x)∩YJ (x, ε), тогда как qq — наиболее удаленная
от x точка отрезка {x}+ Lq(x) ∩X .

7 Заключение
Задача синтеза численных методов аппрокси-

мации множества Парето исследовалась на основе
предложенной в работе [1] универсальной вычисли-
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тельной процедуры при следующих предположени-
ях: множество допустимых решений X — непустой
выпуклый компакт (заданный, если потребуется,
дифференцируемыми функциональными ограни-
чениями), компонентами вектора частных крите-
риев эффективности служат функции, псевдово-
гнутые в некоторой открытой окрестности X .

Разработанный численный метод аппроксима-
ции множества Парето определяется: правилом А
выбора начального приближения и правилом Б вы-
бора каждого последующего опорного решения.

Построение каждой из точек начального при-
ближения сводится по правилу А к решению од-
номерной задачи квадратичного программирова-
ния на каждом луче из конечного «пучка» лучей,
аппроксимирующих многогранный конус, вложен-
ный в конус возможных направлений.

По правилу Б на каждом этапе вычислительной
процедуры переход от текущего опорного реше-
ния к последующему предполагает аппроксимацию
(согласно включению (19)) многогранного конуса
конечным множеством лучей Lq(x), 1 ≤ q ≤ Q,
и выбор опорного решения среди конечного чис-

ла пар решений {pq, gq} ⊂ {x} + Lq(x) в согласии
с соотношениями (24).
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НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ АВТОМАТИЧЕСКОЙ

КЛАССИФИКАЦИИ ДАННЫХ ДИСТАНЦИОННОГО

ЗОНДИРОВАНИЯ

В. П. Тубольцев1, А. В. Лапко2, В. А. Лапко3

Аннотация: Предлагается непараметрический алгоритм автоматической классификации статистических
данных большого объема. Эта задача возникает при обработке данных дистанционного зондирования
природных объектов. Рассматриваемый алгоритм предполагает сжатие исходной информации на основе
декомпозиции многомерного пространства признаков. В результате статистическая выборка большого
объема преобразуется в массив данных, составленный из центров многомерных интервалов дискретиза-
ции и соответствующих им частот принадлежности случайных величин. Полученная информация исполь-
зуется при синтезе регрессионной оценки плотности вероятности. Под классом понимается компактная
группа наблюдений случайной величины, соответствующая одномодальному фрагменту плотности веро-
ятности. На этой основе разрабатывается непараметрический алгоритм автоматической классификации,
который основан на последовательной процедуре проверки близости центров многомерных интерва-
лов дискретизации и соотношений между частотами принадлежности случайных величин из исходной
выборки этим интервалам. Для повышения вычислительной эффективности предлагаемого алгорит-
ма автоматической классификации используется многопоточный метод его программной реализации.
Практическая значимость разработанного алгоритма автоматической классификации подтверждается
результатами его применения при оценивании состояния лесных массивов по данным дистанционного
зондирования.
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1 Введение
Обнаружение компактных групп наблюдений —

одна из основных задач системного анализа данных
дистанционного зондирования объектов различной
природы [1, 2].

Обзор методов автоматической классификации
представлен в работах [3, 4]. Особое внима-
ние уделяется разработке алгоритмов автоматиче-
ской классификации для обнаружения компактных
групп наблюдений, соответствующих одномо-
дальным фрагментам плотности вероятности
признаков исследуемых объектов. Подобное
определение класса было введено академиком
Я. З. Цыпкиным [5] и развито в работах профессора
В. И. Васильева [6] с использованием непараметри-
ческой оценки плотности вероятности Розенблат-
та–Парзена [7–10].

В этих условиях обоснована возможность реше-
ния задачи автоматической классификации путем
итерационной процедуры последовательного не-

параметрического оценивания байесовского урав-
нения разделяющей поверхности между класса-
ми [11].

Предложенный подход развит при решении за-
дачи автоматической классификации в условиях
больших объемов статистических данных [12]. Его
идея состоит в сжатии исходной информации пу-
тем декомпозиции пространства признаков в мас-
сив данных, составленный из центров многомер-
ных интервалов дискретизации и соответствующих
им частот принадлежности значений случайных ве-
личин. Основу этого подхода составляет анализ
многомерной гистограммы признаков классифи-
цируемых объектов.

Цель статьи состоит в совершенствовании не-
параметрического алгоритма автоматической клас-
сификации статистической информации большого
объема на примере данных дистанционного зонди-
рования путем использования регрессионной оцен-
ки плотности вероятности, применение которой

1Сибирский государственный университет науки и технологий им. академика М. Ф. Решетнёва, vitalya.98@mail.ru
2Сибирский государственный университет науки и технологий им. академика М. Ф. Решетнёва; Институт вычислительного

моделирования Сибирского отделения Российской академии наук, lapko@icm.krasn.ru
3Сибирский государственный университет науки и технологий им. академика М. Ф. Решетнёва; Институт вычислительного

моделирования Сибирского отделения Российской академии наук, valapko@yandex.ru
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позволяет сгладить многомерную гистограмму при-
знаков классифицируемых объектов.

2 Оценивание плотности
вероятности в условиях
статистических данных
большого объема

Имеется выборка

V =
(
xvi, v = 1, k , i = 1, n

)
, (1)

составленная из статистически независимых на-
блюдений многомерной случайной величины x =
= (xv, v = 1, k) размерности k большого объема n.
Подобная информация, например, отражает дан-
ные дистанционного зондирования n элементов
земной поверхности в пространстве спектральных
признаков размерности k. Вычислительная эффек-
тивность непараметрических алгоритмов принятия
решений ядерного типа во многом зависит от объ-
ема n статистических данных. При оценивании
плотности вероятности p(x) эта проблема решает-
ся путем сжатия исходной информации, заданной
выборкой V вида (1), что предполагает выполнение
следующих действий [10].

1. Разбить область определения плотности веро-
ятности p(x) случайной величины x по каждой
ее компоненте xv на N непересекающихся ин-
тервалов длиной 2βv, v = 1, k. Для выбора
числа N интервалов дискретизации можно ис-
пользовать результаты исследований [10,13,14].

2. Определить оценки вероятностей попадания
элементов выборки V в каждый j-й многомер-
ный интервал

P j =
n(j)

n
, j = 1, Nk ,

где n(j) — число наблюдений из выбор-
ки V , принадлежащих многомерному интер-
валу D(j) = [zv ± βv, v = 1, k], а zj = (zvj , v =
= 1, k)— координаты центра j-го интервала.

3. Положить, что в каждом многомерном интер-
вале D(j), j = 1, Nk, случайная величина x =
=
(
xv. v = 1, k

)
имеет равномерный закон рас-

пределения. С этих позиций вычислить оценки
плотности вероятности

p(xj) = pj =
P j

∏k

v=1
(2βv)

∀ x ∈ D(j), j = 1, Nk .

4. На основе полученной информации сформи-
ровать массив данных

V =
(
zj , pj , j = 1, N

k
)

(2)

и осуществить синтез регрессионной оценки
плотности вероятности p(x) [10]:

p(x) =
1

∏k

v=1
cv

Nk∑

j=1

P j

k∏

v=1

�

(
xv − zvj

cv

)
. (3)

Здесь ядерные функции �(uv) удовлетворяют
условиям [8, 10]:

�(uv) = �(−uv), 0 ≤ �(uv) <∞ ,
∞∫

−∞

�(uv) duv = 1,

∞∫

−∞

u2v�(uv) duv = 1 ,

∞∫

−∞

um
v �(uv) duv <∞, 0 ≤ m <∞, v = 1, k .

Коэффициенты размытости cv ядерных функ-
ций�(uv) в статистике (3) убывают с ростомN [10].
Значения cv зависят от длины интервала измене-
ния случайных величин xv, v = 1, k. Поэтому
будем полагать, что cv = cσv, где σv — оценка
среднеквадратичного отклонения случайной вели-
чины xv, v = 1, k. Значения σv оцениваются по
данным массива V .

Выбор оптимального значения c параметра c
определяется из условия минимума среднеквад-
ратичной ошибки аппроксимации регрессионной
оценкой (3) плотности вероятности p(x):

W (c) =
1

Nk

Nk∑

i=1

(pi − p(zi))
2
.

При вычислении p(zi) значение zi исключается из
статистики p(x).

Процедура оптимизации регрессионной оцен-
ки плотности вероятности случайной величины x
повышает вычислительную эффективность проце-
дуры выбора коэффициентов размытости ядерных
функций по сравнению с традиционной методи-
кой [10].

Традиционная методика основана на выборе ко-
эффициента размытости ядерной функции из усло-
вия минимума оценки среднеквадратического от-
клонения p(x) от p(x) [10]:
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W1(c) =

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

p2(x1, . . . , xk) dx1 · · ·dxk −

− 2
Nk∑

i=1

P ip(x1i, . . . , xki),

где

p(x1i, . . . , xki) =

=
1

∏k

v=1
cv

Nk∑

j=1
j 6=i

P j

k∏

v=1

�

(
xvi − zvj

cv

)
.

Нетрудно заметить, что процедура вычисления
критерияW (c) более проста по сравнению с крите-
рием W1(c).

Из условия минимума среднеквадратичного от-
клонения p(x) от p(x) в работах [10, 13] определено
оптимальное число N интервалов дискретизации
области значений одномерной случайной величи-
ны x, которое соответствует целому числу выра-
жения 

n–
∞∫

−∞

p2(x) dx




1/2

. (4)

Значение N определяется видом плотности ве-
роятности и не зависит от ее параметров. Для рав-
номерного закона распределения одномерной слу-
чайной величины с плотностью вероятности p(x)
выражение для N совпадает с формулой дискре-
тизации Хайнхольда–Гаеде [15]. В этих условиях
выражение

–

b∫

a

p2(x) dx = 1

не зависит от конечных пределов интегрирования a
и b (– = b − a). При нормальном законе распреде-
ления

–

b∫

a

p2(x) dx = 1,693 ,

гдеa = M(x)−3σ; b = M(x)+3σ. ЗдесьM(x)— мате-
матическое ожидание случайной величины a; σ —
среднеквадратичное отклонение x. Вероятность
попадания случайной величины x в эти пределы
равна 0,997.

В работе [10] обоснована возможность оценива-
ния произведения – на интеграл от квадрата плот-
ности вероятности одномерной случайной величи-
ны в выражении (4) по значению коэффициента
контрэксцесса. На этой основе предложена фор-
мула оценивания числа интервалов дискретизации

многомерной случайной величины x = (xv, v =
= 1, k).

Регрессионная оценка плотности вероят-
ности (3) лежит в основе синтеза непараметри-
ческого алгоритма автоматической классификации
в условиях большого объема статистических дан-
ных.

3 Алгоритм автоматической
классификации

Пусть имеется выборка многомерных статисти-
ческих данных V (1) большого объема n, распре-
деленная с неизвестной плотностью вероятности
p(x) = p(x1, . . . , xk). Необходимо выборку V
разбить на группы компактных наблюдений Vj ,
j = 1,M , число M которых неизвестно. Под
компактной группой наблюдений (классом) слу-
чайной величины x будем подразумевать область
ее значений, которая соответствует одномодаль-
ному фрагменту многомерной плотности вероят-
ности p(x) [11, 12].

Следуя методике синтеза регрессионной оцен-
ки плотности вероятности, определим статистику
p(x) по формуле (3). Для обнаружения наблюдений
первого класса по информации массива данных V
вида (2) выберем элемент (zj , pj), который опреде-
ляется условием:

pj = max
i=1,Nk

pi. (5)

Этот элемент (zj , pj) соответствует максимальному
значению оценки плотности вероятности p(x). То-
гда начальный этап формирования элементов мас-
сива данных V 1 из V , принадлежащих первому
классу Ÿ1, определяется правилом:

D(j) ⊂ Ÿ1, если
k∏

v=1

�

(
zvi − zvj

cv

)
1
(
pi, pj

)
> 0 ,

i = 1, Nk, i 6= j . (6)

Здесь, например, ядерная и индикаторная функции
имеют вид:

�

(
zvi − zvj

cv

)
=

{
0,5, если |zvi − zvj | ≤ cv ;

0 , если |zvi − zvj | > cv ;

1
(
pi, pj

)
=

{
1 , усли pi ≤ pj ;

0 , если pi > pj ,

где cv ≥ 2βv, так как при конкретных значениях cv
ядерные функции определяют элементы массиваV ,
смежные с элементом (zj , pj). Индикаторная функ-
ция 1(pi, pj) позволяет определять элементы (zi, pi)

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 4 2023 25



В. П. Тубольцев, А. В. Лапко, В. А. Лапко

массива данных V , которые характеризуются убы-
вающими значениями плотности вероятности при
изменении значений x в окрестности zj . На этом
этапе индикаторная функция принимает значение
1(pi, pj) = 1, так как выполняется условие (5).

Элементы выборки V , принадлежащие интер-
валу D(j), включаются в выборку наблюдений V1
первого класса. Данное правило сохраняется и для
последующих этапов классификации.

Обозначим через I1 множество номеров элемен-
тов массива данных V , отнесенных на первом эта-
пе автоматической классификации в соответствии
с правилом (6) к первому классу Ÿ1. Множество I1
включает номер j элемента (zj , pj).

Второй этап классификации реализует реша-
ющее правило

D(i) ⊂ Ÿ1,

если
∑

j∈I1

k∏

v=1

�

(
zvi − zvj

cv

)
1
(
pi, pj

)
> 0 ,

i ∈ I\I1, I = 1, Nk , j ∈ I1. (7)

По аналогии на t-м этапе автоматической клас-
сификации элементы массива данныхV , принадле-
жащие первому классуŸ1, определяются правилом:

D(i) ⊂ Ÿ1,

если
∑

j∈It−1

k∏

v=1

�

(
zvi − zvj

cv

)
1
(
pi, pj

)
> 0 ,

i ∈ I\ (I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ It−1) , j ∈ It−1. (8)

Последовательная процедура автоматической
классификации (6)–(8) продолжается до выпол-
нения условия It = ∅, когда прекратится обна-
ружение новых элементов массива данных V из
класса Ÿ1.

Обнаруженный первый класс характеризуется
регрессионной оценкой плотности вероятности

p1(x) =
1

∏k

v=1
cv

∑

i∈It−1

P i

k∏

v=1

�

(
xv − zvi

cv

)
,

которая восстанавливается по данным V 1. В этом
случае оптимальные коэффициенты размытости cv
соответствуют значениям cv = c σv, v = 1, k. Мас-
сив данных V 1 ∈ V определяется процедурами ав-
томатической классификации, заданными соотно-
шениями (6)–(8).

При обнаружении элементов выборки V1 исход-
ной статистической информации V , принадлежа-
щих первому классу Ÿ1, используются результаты
автоматической классификации массива данныхV .

Для обнаружения элементов массива V 2 ∈ V ,
принадлежащих второму классу Ÿ2, из оставшихся
данных V \V 1 выбирается элемент (zj , pj) с мак-
симальным значением pj и предложенная выше
процедура автоматической классификации исполь-
зуется для определения класса Ÿ2. По аналогии
формируются оставшиеся классы, число которых
априори не определено.

4 Оценивание состояния лесных
массивов, поврежденных
полиграфом, по данным
дистанционного зондирования

Территория исследования определялась юго-за-
падной частью Дзержинского района Красноярско-
го края. На этой территории преобладают пихто-
вые, кедровые и еловые древостои, встречаются
березы и осины. Высота территории варьирует
в диапазоне от 370 до 610 м над уровнем моря.

Исходная информация формировалась по дан-
ным дистанционного зондирования аппаратом
Европейского космического агентства Sentinel-2A
за 4 августа 2018 г. и 23 мая 2022 г. Снимки получены
с геопортала Earth Explorer, из которых вырезаны
тестовые участки в 6000 га (рис. 1). Каждый из
них определяется 605 414 пикселями. Каждый пик-
сель характеризуется шестью спектральными при-
знаками x = (x1, . . . , x6), которым соответствуют
длины волн (нм): 492,7 (x1); 559,8 (x2); 664,6 (x3);
740,5 (x4); 832,8 (x5); 2202,4 (x6). На рис. 1, а и 1, б

представлены RGB-изображения исходных данных
за 2018 и 2022 гг. соответственно. Каналам R, G и B
соответствуют признаки x6, x5 и x3.

В центральной части исследуемой территории
располагались лесные массивы усохших темно-
хвойных древостоев, поврежденных полиграфом
уссурийским. Их отличительная особенность —
куртинный характер повреждений. Они отобра-
жаются на рисунке ярким фиолетовым цветом
и имеют гладкие границы, приближенные к ова-
лу или кругу. Ярким розовым цветом отображают-
ся сплошные рубки лесных насаждений, которые
отличаются правильной формой, близкой к пря-
моугольнику. Части изображения в темных оттен-
ках фиолетового и зеленого соответствуют хвойным
лесным насаждениям. Фрагменты рисунка зелено-
го цвета, от темных к светлым тонам, соответствуют
лиственным древостоям и травяно-кустарниковым
сообществам. На изображении отчетливо разли-
чаются дороги. Они представляют собой линии
различной толщины с ярким зеленым или желтым
оттенком.

26 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 4 2023



Непараметрический алгоритм автоматической классификации данных дистанционного зондирования

Рис. 1 Отображение исходных данных, составленных из материалов дистанционного зондирования космическим
аппаратом Sentinel-2A за 4 августа 2018 г. (а) и 23 мая 2022 г. (б)

Для обнаружения компактных групп наблюде-
ний (классов) в пространстве спектральных при-
знаков x = (x1, . . . , x6) использовался метод анали-
за данных ISODATA (Iterative Self-Organizing Data
Analysis) и предлагаемый непараметрический ал-
горитм автоматической классификации. Его про-
граммная реализация NAC v.2.0 позволяет выпол-
нять следующие функции: загружать изображения
в формате GeoTIFF; проводить классификацию
с возможностью выбора метода расчета числа ин-
тервалов дискретизации исходного пространства
признаков; получать изображение для дальнейшей
геообработки [16]. В этой программе реализова-
ны методы многопоточных вычислений, которые
повышают скорость обработки данных большого
объема.

Применение программы NAC v.2.0. позволило
в исходных изображениях за 2018 и 2022 гг. обна-
ружить соответственно 84 и 177 компактных групп
точек (рис. 2). При выборе метода расчета числа
интервалов дискретизации был установлен флажок
«агрегация», что позволило избежать в итоговом
классифицированном изображении большого чис-
ла классов. С увеличением порядкового номе-
ра компактной группы наблюдений число пиксе-
лей, ей принадлежащих, уменьшается. Это можно
объяснить тем, что алгоритм основан на последо-
вательном определении класса как одномодально-
го фрагмента плотности вероятности спектральных
признаков исследуемого объекта. Обнаруженные
классы соответствуют лесным массивам с различ-
ной степенью поражения полиграфом уссурий-

Рис. 2 Отображение результатов классификации непараметрическим алгоритмом автоматической классификации
исходных данных за 4 августа 2018 г. (а) и 23 мая 2022 г. (б)
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Рис. 3 Отображение результатов автоматической классификации алгоритмом ISODATA спектральных данных,
полученных 4 августа 2018 г. (а) и 23 мая 2022 г. (б)

Рис. 4 Отображение классов, наиболее точно характеризующих пиксели, соответствующие лесным насаждениям
различной степени повреждения полиграфом уссурийским. Результаты классификации по данным 4 августа 2018 г.
(левый столбец) и 23 мая 2022 г. (правый столбец) предлагаемым непараметрическим алгоритмом (а) и алгоритмом
ISODATA (б)
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ским, усохшим и лиственным древостоям, травя-
но-кустарниковым сообществам и вырубкам раз-
личной давности.

Применение алгоритма ISODATA, реализован-
ного в программном продукте ArcGIS ArcMap, тре-
бует указания необходимого числа классов. При
классификации исходных изображений за 2018
и 2022 гг. алгоритмом ISODATA число классов при-
нималось равным 84 и 177 соответственно. Это
число классов было обнаружено при использова-
нии программы NAC v.2.0. В результате обработки
данных 2018 и 2022 гг. алгоритмом ISODATA были
выявлены только 73 и 128 классов соответствен-
но (рис. 3). В обоих результатах число пикселей
в классах распределено равномерно и не зависит от
порядкового номера класса.

По результатам классификации экспертами
определены классы (рис. 4), которые характери-
зуют пиксели, соответствующие лесным насажде-
ниям с разной степенью повреждения полиграфом
уссурийским.

Полученные классы позволили рассчитать пло-
щадь повреждений полиграфом уссурийским лес-
ных насаждений исследуемой территории. Про-
грамма NAC v.2.0 позволила определить площадь
повреждений в 2018 и 2022 гг. в размере 503,5
и 635,0 га соответственно. При использовании
алгоритма ISODATA поврежденные площади со-
ставили 323,6 и 795,4 га. Пространственное распре-
деление обнаруженных классов рассматриваемыми
методами автоматической классификации разли-
чается на участках изображения, характеризующих
вырубки, переход от поврежденных лесных насаж-
дений к здоровым и открытые почвы. Например, на
изображении 2018 г. в центральной части алгоритм
ISODATA объединил в один класс пиксели, харак-
теризующие все темнохвойные насаждения и по-
врежденные лесные массивы. В юго-восточной
части изображения этот алгоритм отнес вырубку
к поврежденным древостоям. При этом пиксели
рассматриваемого класса характеризуют повреж-
денные насаждения полиграфом уссурийским в се-
верной части изображения.

Экспертный анализ показал, что предлага-
емый метод автоматической классификации обла-
дает преимуществом по сравнению с алгоритмом
ISODATA, что следует из анализа рис. 2–4. Предла-
гаемый алгоритм автоматической классификации
достаточно полно выделяет зоны поврежденных
древостоев, разделяет темнохвойные и лиственные
породы, определяет участки с открытой почвой,
территории вырубок различной давности.

Алгоритм ISODATA в этих условиях показал схо-
жий результат классификации. Отличия наблюда-
ются на участках вырубок и поврежденных лесных

насаждений, что вызывает разницу в их итоговой
расчетной площади.

Сравниваемые алгоритмы определили одинако-
вые участки изображения, соответствующие по-
врежденным лесным насаждениям. По резуль-
татам автоматической классификации алгоритмом
ISODATA и непараметрическим классификатором
рассчитаны площади территорий поврежденных
древостоев полиграфом уссурийским (см. рис. 4).
По данным 2022 г. они составили 795,4 и 635,0 га
лесных массивов соответственно, что указывает на
их различие в 25%.

5 Заключение

Разработанный непараметрический алгоритм
автоматической классификации статистических
данных большого объема основан на их сжатии
путем декомпозиции многомерного пространства
признаков исследуемых объектов и алгоритми-
зации традиционной процедуры классификации.
В предлагаемом алгоритме автоматической класси-
фикации использование многомерной гистограм-
мы заменено на анализ регрессионной оценки
плотности вероятности случайных величин. Его
применение позволяет обнаруживать классы, со-
ответствующие одномодальным фрагментам плот-
ности вероятности. Использование многопоточной
технологии обработки данных позволяет в 2 раза со-
кратить время автоматической классификации, что
подтверждается результатами обработки спектраль-
ных данных дистанционного зондирования лесных
массивов. Установлены условия преимущества не-
параметрического алгоритма по сравнению с мето-
дом ISODATA.
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Abstract: A nonparametric algorithm for automatic classification of large-volume statistical data is proposed.
The algorithm under consideration assumes compression of initial information based on decomposition of
multidimensional feature space. As a result, a large statistical sample is transformed into a data array composed
of the centers of multidimensional sampling intervals and their corresponding frequencies of random variables.
The information obtained is used in the synthesis of the regression estimate of the probability density. A class is
understood as a compact group of observations of a random variable corresponding to a unimodal fragment of the
probability density function. On this basis, a nonparametric automatic classification algorithm is developed which is
based on the sequential procedure for checking the proximity of the centers of multidimensional sampling intervals
and the ratios between the frequencies of belonging of random variables from the original sample to these intervals.
To improve the computational efficiency of the proposed automatic classification algorithm, a multithreaded
method of its software implementation is used. The practical significance of the developed algorithm for automatic
classification is confirmed by the results of its application for assessing the state of the forests areas using remote
sensing data.
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ТЕХНОЛОГИЯ МНОГОФАКТОРНОЙ КЛАССИФИКАЦИИ

МАТЕМАТИЧЕСКОГО КОНТЕНТА

ЭЛЕКТРОННОЙ СИСТЕМЫ ОБУЧЕНИЯ∗

А. В. Босов1, А. В. Иванов2

Аннотация: Статья продолжает исследование задачи классификации контента электронной обучающей
системы (ЭОС). Разработанная ранее технология тематической классификации математического контен-
та, содержащегося в блоках задач и примеров ЭОС, усовершенствована и дополнена новыми функциями.
Для этого использованная ранее модель контента с двумя свойствами — традиционной текстовой форму-
лировкой и формульной частью в формате TEX — дополнена рядом дополнительных числовых атрибутов,
таких как наличие трансцендентных и производных функций, число формул в задании. Этот блок атри-
бутов позволил повысить качество имеющегося тематического классификатора и реализовать два новых,
а именно: в дополнение к тематической классификации задач реализована возможность автоматического
определения, во-первых, сложности задания и, во-вторых, набора компетенций, формируемых у обуча-
емого заданием. Такая многофакторная классификация представляется важным этапом перспективного
направления развития ЭОС — автоматизированного оценивания качества образовательного контента.
Проверка работоспособности предлагаемых алгоритмов, обучение классификаторов и анализ качества
классификации выполнены по той же дисциплине теории функций комплексного переменного, но
на существенно расширенном материале, включая задания для самостоятельной работы студентов —
расчетные и экзаменационные работы.

Ключевые слова: электронная обучающая система; математический контент; машинное обучение;
многофакторная классификация; оценка качества контента

DOI: 10.14357/19922264230405 EDN: LISHHZ

1 Введение
Электронные обучающие системы используют-

ся повсеместно, достаточно давно и стали привыч-
ными, в том числе и в качестве средств дистанци-
онного обучения. Несмотря на их разнообразие, от
простого электронного учебника до интегрирован-
ной обучающей среды вуза, неотъемлемой и наи-
более ответственной частью ЭОС остается учеб-
ный контент, т. е. сам материал, предоставляемый
системой учащемуся и преподавателю. И актуаль-
ным был и остается вопрос качества этого контента.
В статье не затрагивается «ручной» экспертный ана-
лиз качества учебного контента, в фокусе — вопрос
автоматического анализа. Этот вопрос довольно
сложный и со временем вполне возможно сфор-
мирует самостоятельное направление [1, 2]. На
данный момент ясно, что здесь есть богатый ис-
точник прикладных задач для методов машинного
обучения, что продемонстрировано в предыдущих
работах по этой тематике [3, 4]. В этих работах
подтверждена принципиальная возможность авто-

матизировать тематическую классификацию мате-
матических задач. По комбинации математических
формул, размеченных в формате TEX, и традици-
онных текстовых формулировок заданий оказалось
возможным очень эффективно определять темати-
ку задания. С исследовательской позиции полезной
оказалась смешанная модель заданий, объединяю-
щая формулы и текст. С прикладной — средство,
автоматически определяющее тему (раздел курса)
конкретного задания. Это средство позволяет сде-
лать первый шаг в автоматизации анализа качества
обучающего контента, позволив автоматизировать
определение объемных и сравнительных показате-
лей распределения элементов контента по темам,
делать выводы о достаточности примеров и само-
стоятельных заданий и т. п.

На основе этой технологии в данной статье ис-
следуется возможность анализа других показате-
лей. При классификации по более сложным, чем
тематика, показателям обнаружилось недостаточ-
ное качество модели. Поэтому она была расшире-

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-28-00588 (https://rscf.ru/project/22-28-00588/).
Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления
и большие данные» (ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН, Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, avbosov@ipiran.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, aivanov@ipiran.ru
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на третьим блоком свойств, уточняющих разметку
формульной части. Уточненной модели посвящен
следующий раздел статьи. Здесь же обсуждает-
ся и главный методический вопрос — определение
показателей для классификации. Самый простой —
атрибут сложности задания — не вызывает сомне-
ний. Как и в постановке с тематикой, этот атрибут
позволит определять понятные объемные и срав-
нительные показатели распределения элементов
контента по уровням сложности. Для содер-
жательного анализа было использовано понятие
компетентностного подхода в образовании, очень
популярного и активно развиваемого, в том чис-
ле и с целями определения содержания образо-
вания и оценки образовательных результатов [5,
6]. Применительно к имеющемуся в распоряже-
нии контенту — заданиям по курсу теории функ-
ций комплексного переменного — эта идея све-
лась к разметке заданий перечнем формируемых
компетенций. Полный перечень компетенций не-
трудно определить в соответствии с федеральными
государственными образовательными стандартами
высшего образования.

Задача классификации, которую надо решать, —
это типичная задача машинного обучения. Прин-
ципиальное условие успеха — качество данных,
используемых для обучения алгоритмов. Ес-
ли предыдущая задача тематической классифика-
ции успешно решалась на данных, извлеченных
по большей части из единственного электронно-
го учебного пособия, то первые же эксперименты
с многофакторными моделями, включающими на-
боры компетенций, показали недостаточность име-
ющегося набора. Практический вклад в подготовку
обучающей выборки сделали авторы пособия [7],
предоставив для исследования массив задач, ис-
пользуемых для самостоятельной работы студентов
и при проведении экзаменов. Этот расширенный
массив был ими же размечен для выбранных пока-
зателей сложности и компетенций. Таким образом
сформирован объемный, размеченный компетент-
ными экспертами массив классифицированных
данных. Соответственно, для рассматриваемой за-
дачи стал доступен практически весь имеющийся
методический и алгоритмический аппарат в об-
ласти классификации [8–11]. К настоящему вре-
мени этот богатейший аппарат нашел множество
приложений, порой довольно неочевидных, в эко-
номике, производстве, телекоммуникациях [12–
17]. Поэтому главные усилия были направлены
на совершенствование модели и качества обуча-
ющей выборки, проблемы формирования которой
решить часто сложнее, чем подобрать хороший ал-
горитм [18]. Помимо модели и обучающего набора
улучшены процедура стратификации обучающей

выборки и метрика обучения, проведены экспе-
рименты с распространенными многоклассовыми
классификаторами.

2 Исходные данные
и модель задания

Основной учебный материал, использованный
в статьях [3, 4], включал 200 заданий из 9 разделов
курса «Теория функций комплексного переменно-
го». Модель задания содержала два независимо
формируемых вектора признаков: первый форми-
ровался на основе текстовой части задачи с по-
мощью типовых процедур обработки текстов на
естественном языке, второй — на основе формул
в формате TEX с помощью специальных процедур
обработки формульных описаний. На рис. 1 эта
часть модели отмечена как «модель задания TEX».

Поскольку для классификации применяется па-
радигма «обучение с учителем», чтобы применить
модель для классификации дополнительных кате-
горий, потребовалось выполнить разметку данных
дополнительными целевыми атрибутами. Необхо-
димость иметь достаточное число примеров по каж-
дому из новых атрибутов потребовала существен-
ного расширения обучающей выборки. Также была
предпринята попытка расширить модель за счет
дополнительных признаков, поскольку использу-
емые подходы к формированию векторов призна-
ков сопровождаются потерей части информации
о структуре задания. Дополнена модель задания
следующими элементами (на рис. 1 отмечены как
«модель задания эксперт»):

(1) тремя дополнительными признаками фор-
мульной части задания: числом формул в за-
дании, наличием трансцендентных функций
и числом производных;

(2) атрибутом сложности задания — целым чис-
лом из диапазона 1–7;

(3) 20 атрибутами формируемых компетенций —
набором индикаторов, принимающих значе-
ние 0 или 1 и соответствующих номеру ком-
петенции, определенному образовательным
стандартом для данной дисциплины.

Надо отметить, что информация первого разде-
ла может быть получена и получается автоматиче-
ски. Собственно, она была доступна в процессе
предварительной обработки заданий, описанном
в [3], но не использовалась. Разметка заданий
по признакам 2 и 3 — это задача, выполняемая
исключительно экспертом. В данном исследова-
нии эту разметку выполнили авторы пособия [7],
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Рис. 1 Обновленная модель задания

а главным вызовом представленных далее рас-
четов было подтверждение возможности автома-
тизации навыков экспертов по этим признакам
(сложность + компетенции) типовыми средствами
машинного обучения.

Список компетенций (рис. 2) содержит 20 навы-
ков, которые должны быть сформированы у учаще-
гося в результате прохождения курса. Эксперт без
особых трудностей определяет тот перечень компе-
тенций, который отвечает конкретному заданию.
Трудность классификации размеченного материала
состоит в том, что число компетенций, назнача-
емых заданиям, переменно: одному заданию могут
отвечать от 1 до 4 разных навыков. Соответственно,
при таком характере образовательного материала
важно не только правильно выбрать и настроить
алгоритмы классификации, но и получить сбалан-
сированную обучающую выборку.

Уже при выполнении расчетов в [3, 4] с един-
ственным целевым атрибутом объем в 200 заданий
с учетом 9 классов (тематик) не представлялся до-
статочным. Успех тематической классификации
был обеспечен только на смешанной модели, со-
единяющей две группы разнотипных признаков.
В случае 20 целевых атрибутов число классов,
определяемых их сочетаниями, выросло более чем
до 100, при этом количество примеров в каждом
классе не превышало нескольких штук. Поэтому
увеличение выборки было критически необходи-
мо. При этом ресурсы существующих пособий уже
были практически исчерпаны. Решение позволили
получить авторы [7], предоставившие значитель-
ный объем заданий, используемых для самостоя-
тельной работы студентов, т. е. для проведения рас-

Рис. 2 Выписка компетенций из стандарта
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четных, контрольных и экзаменационных работ.
По понятной причине эти задания не публикова-
лись и не будут публиковаться в открытом досту-
пе. Но благодаря этому материалу общий объем
обучающей выборки после исключения дублика-
тов был доведен до 750 заданий, что позволило
получить удовлетворительные результаты класси-
фикации.

3 Алгоритмы

За исключением специфической модели, рас-
сматриваемая задача классификации представля-
ется достаточно типичной, поэтому применялись
самые распространенные алгоритмы. В данном
разделе они указаны для каждого этапа решения
задачи: подготовки обучающей выборки; выбора
классификаторов; выбора методов многозначной
классификации; интерпретации результатов.

Этап подготовки обучающей выборки в основ-
ном повторяет описанный в [3]. Отличия состоят
в добавлении процедуры генерации дополнитель-
ных признаков формульной части задания, напи-
санной на языке Python, и замене алгоритма фор-
мирования обучающей и тестовой выборок. При
неограниченном или хотя бы достаточно большом
объеме обучающей выборки вопрос формирования
выборок можно решать предельно просто — за-
дать размеры и набирать кандидатов случайным
образом, выбирая образцы с равными вероятностя-
ми и независимо (случайный выбор). Если при
распределении примеров учитывать их число для
каждого из имеющихся классов, например делить
примеры каждого класса пополам, направляя 50%
для обучения и 50% для тестирования и выбирая
образцы с равными вероятностями, то стратифи-
цированный характер такого разбиения обеспечен.
Такой вариант использовался в [3, 4] и показал
свою эффективность. Однако в случае классифика-
ции задач по компетенциям стратификация долж-
на выполняться по 20 целевым атрибутам, ком-
бинации значений которых образуют 109 классов.
Стандартные алгоритмы используемой библиотеки
scikit-learn не позволяют в этом случае добиваться
сбалансированных разбиений. Нужен более гибкий
алгоритм, учитывающий распределение примеров
в обучающей выборке. Если это распределение
не учитывать, то для каких-то классов можно по-
лучить разбиение, либо содержащее избыток тес-
товых примеров, либо не содержащее их вообще,
что исказит оценку качества классификации. Хо-
роший вариант балансировки обучающей выбор-
ки предложен в [19]. Этот алгоритм итеративной

стратификации последовательно выбирает призна-
ки и образцы из выборки так, чтобы для каждого
сочетания компетенций получалось примерно оди-
наковое число примеров в обучающей и тестовой
группах. Его результативность иллюстрируется на
рис. 3. Здесь показаны некоторые наиболее не-
удачные результаты, возникшие при формирова-
нии обучающей и тестовой выборок по признакам
компетенций. В двух левых колонках показаны рас-
пределения для некоторых наборов компетенций,
сформированные типовым алгоритмом случайного
выбора, и видно, что число примеров в обучающей
выборке оказывается меньше, местами — значи-
тельно меньше, чем в тестовой выборке. При этом
есть случаи, когда тестовая выборка пустая. Две
правых колонки — результаты итеративной страти-
фикации, которая со всеми имеющимися данными
справляется успешно. Этот же алгоритм теперь
использовался и при формировании выборок для
классификации задач по тематике и сложности.

Следующий тип алгоритмов — это многоклассо-

вые классификаторы, позволяющие отнести обра-
зец к одному из классов по одному признаку. Для
атрибутов тематики и сложности алгоритм дает
окончательный результат, для атрибута компетен-
ций — промежуточный, используемый на следу-
ющем шаге для определения набора компетенций
алгоритмом многозначной классификации.

Для классификации были выбраны четыре ти-
повых алгоритма классификации.

1. Логистическая регрессия или модель логит
(Logit) [20], т. е. обобщенная линейная регрес-
сионная модель, адаптированная для клас-
сификации (детали реализации — https://
scikit-learn.org/stable/modules/linear model.html
#logistic-regression). Для тематической класси-
фикации и классификации по компетенциям
использовался вариант с l1-регуляризацией,
обратным коэффициентом регуляризации 100
и алгоритмом координатного спуска. Для
классификации по сложности использовался
вариант с l2-регуляризацией, обратным коэф-
фициентом регуляризации 10 и алгоритмом
Ньютона–Рафсона, использующим метод со-
пряженных градиентов.

2. Метод k-ближайших соседей (kNN) [11] (дета-
ли реализации — https://scikit-learn.org/stable/
modules/neighbors.html#nearest-neighbors-classi¦
cation). Для тематической классификации чис-
ло соседей равно 6, веса распределены рав-
номерно. Для классификации по сложности
число соседей равно 10, веса распределены
обратно пропорционально расстоянию между
образцами. Для классификации по компетен-
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Рис. 3 Результаты распределения задач по группам обучения и тестирования: 1 и 2 — случайный выбор примеров для
обучения и тестирования соответвтвенно, 3 и 4 — стратифицированный выбор примеров для обучения и тестирования
соответственно

циям число соседей равно 8, веса распределены
обратно пропорционально расстоянию между
образцами. Все классификаторы для вычисле-
ния расстояний между образцами используют
евклидову норму.

3. Метод чрезвычайно рандомизированных де-
ревьев (ExtraTrees) [21] (детали реализации —
https://scikit-learn.org/stable/modules/ensemble.
html#random-forests-and-other-randomized-tree-
ensembles). Для тематической классификации
число деревьев в ансамбле равно 200, критерием
классификации служит энтропия, при разби-
ении пространства признаков рассматривается
все множество признаков. Для классифика-
ции по сложности число деревьев в ансамбле
равно 200, критерием классификации служит
энтропия, при разбиении пространства при-
знаков рассматривается подмножество с раз-
мером, равным логарифму по основанию 2 от
числа признаков. Для классификации по ком-
петенциям число деревьев в ансамбле равно 30,
критерием классификации служит примесь
Джини, при разбиении пространства призна-

ков рассматривается подмножество с размером,
равным корню из числа признаков.

4. Многослойная нейронная сеть прямого рас-
пространения (MLP — multilayer percep-
tron) [22] с двумя скрытыми слоями и функ-
цией активации f(x) = max(0, x) (детали
реализации — https://scikit-learn.org/stable/
modules/neural networks supervised.html#neural-
networks-supervised). Для тематической класси-
фикации число нейронов в первом и втором
скрытых слоях равно соответственно 20 и 28.
Для классификации по сложности число ней-
ронов в первом и втором скрытых слоях равно
соответственно 20 и 24. Для классификации по
компетенциям число нейронов в первом и вто-
ром скрытых слоях равно соответственно 120
и 8.

Следующий этап касается только классифика-
ции задания по компетенциям, где требуемый ре-
зультат не может быть получен с помощью единич-
ного классификатора. Существует довольно много
методов многозначной классификации [23], хотя не
все из них могут быть использованы в рассматри-
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ваемой задаче. Распространенный прием заключа-
ется в трансформации задачи, когда для каждого
целевого атрибута создается свой классификатор.
Это и было сделано для определения набора компе-
тенций. Для целей данной работы выбраны два ме-
тода. Первый, наиболее простой и «справедливый»,
определяется стратегий OneVsRest — «один против
остальных» — и состоит в том, что для каждой ком-
петенции обучается и используется свой классифи-
катор, не зависящий от остальных, и набор ком-
петенций получается как комбинация 20 решений
по каждому из имеющихся вариантов. «Справедли-
вость» этой стратегии очевидным образом компро-
метируется неучетом взаимного влияния однофак-
торных классификаций друг на друга. А влияние
это, судя по данным и по содержанию компетенций
(см. рис. 2), весьма велико. Достаточно сказать, что
имеющиеся размеченные 750 заданий формируют
всего 109 разных групп компетенций, что, конечно,
существенно меньше возможного числа 220 множе-
ства всех подмножеств имеющихся компетенций.
Это подтвердили и результаты классификации: хо-
тя существенная доля классификаторов нижнего
уровня имела точность 1, общий результат оказал-
ся существенно ниже. Для учета этих влияний
был опробован метод классификационных цепочек
(Classifier Chains), при котором результирующий
набор формируется цепочкой решений однофак-
торных классификаторов, каждое из которых учи-
тывает результат предстоящего в цепочке класси-
фикатора. Формировался ансамбль из 15 таких
цепочек, порядок классификаторов в каждой це-
почке выбирался случайным неповторяющимся
образом, все варианты компетенции предполага-
лись равновероятными.

Наконец, последний этап — интерпретация
результатов, т. е. оценка качества реализованных
алгоритмов, их сравнение. Этот этап требует мет-
рики качества. Первый вариант дает обычная «точ-
ность» (accuracy), т. е. доля правильных классифи-
каций. Недостатки этой «прямолинейной» оценки
проявляются в случае классификации по компе-

тенциям, поскольку правильной классификацией
считается только полное совпадение всего спис-
ка компетенций. В результате оценка оказывается
занижена. Также на эту оценку негативно влияет
несбалансированность классов, что ярко проявля-
ется в рассматриваемой задаче (достаточно с этой
целью посмотреть на рис. 3). Более точное пред-
ставление о работе классификатора дает метрика
LogLoss, т. е. функция потерь логистической ре-
грессии, основанная на суммировании логарифмов
потерь от ошибочной классификации. Этот ва-
риант представляется более объективным, но ис-
пользовать его без accuracy, наверное, не вполне
правильно из-за отсутствия физической интерпре-
тации абсолютного значения оценки потерь.

4 Экспериментальная
классификация

Итак, для проведения расчетов имеются 750 за-
даний, подготовленных в соответствии с предло-
женной моделью (рис. 1) и размеченных атрибута-
ми тематики, сложности и набором компетенций.
Размеры обучающей и тестовой выборок опреде-
лены равными, т. е. по 375 заданий. Стратифика-
ция по всем группам атрибутов выполнена итера-
тивным алгоритмом. Обучены четыре алгоритма
классификации (обозначены Logit, kNN, ExtraTrees
и MLP) и два алгоритма многозначной классифи-
кации (обозначены OneVsRest и ClassifierChains).
Метрики Accuracy и LogLoss вычислены для
всех 16 возможных комбинаций алгоритмов клас-
сификации, результаты приведены в таблице (по-
лужирным выделены «победители»).

Отметим, что гиперпараметры для всех исполь-
зованных алгоритмов оптимизированы путем по-
иска по сетке с перекрестной валидацией по крите-
рию минимизации метрики LogLoss. Несмотря на
то что процедура оптимизации требует значитель-
ных затрат вычислительных ресурсов, эффектив-
ность оптимизации гиперпараметров алгоритмов

Анализ качества классификации

Класси- Атрибут
фикатор Тематика Сложность Компетенции + OneVsRest Компетенции + ClassifierChains

Logit
Accuracy = 0,981
LogLoss = 0,055

Accuracy = 0,869
LogLoss = 0,403

Accuracy = 0,851
LogLoss = 1,343

Accuracy = 0,856
LogLoss = 1,328

kNN
Accuracy = 0,965
LogLoss = 0,099

Accuracy = 0,837
LogLoss = 0,817

Accuracy = 0,795
LogLoss = 2,073

Accuracy = 0,785
LogLoss = 1,872

ExtraTrees
Accuracy = 0,987
LogLoss = 0,090

Accuracy = 0,877
LogLoss = 0,367

Accuracy = 0,827
LogLoss = 1,718

Accuracy = 0,830
LogLoss = 1,537

MLP
Accuracy = 0,981
LogLoss = 0,046

Accuracy = 0,848
LogLoss = 0,914

Accuracy = 0,851
LogLoss = 1,401

Accuracy = 0,856
LogLoss = 1,459
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классификации весьма существенна: метрики, вы-
численные при использовании оптимизированных
гиперпараметров, против значений по умолчанию
отличались в 1,5–2 раза. Исключение здесь на-
блюдалось только для многослойной нейронной
сети прямого распространения. Этот метод демон-
стрирует низкую чувствительность к выбору пара-
метров, что, по-видимому, вполне объяснимо тем,
что сам по себе алгоритм содержит большое число
самонастраиваемых параметров, которые в любом
случае позволяют извлечь из имеющегося контента
всю информацию, содержательную с точки зрения
классификации. Собственно, такое поведение пер-
септронов — это именно то, что от них ожидалось.
Но с позиции затрат вычислительных ресурсов этот
метод безусловно и значительно проигрывает всем
остальным.

5 Выводы

Основной полученный результат — это доказа-
тельство принципиальной возможности автомати-
зировать классификацию математических задач не
только по признаку тематики [3, 4], но и по дру-
гому признаку, причем гораздо более сложному, —
многозначному признаку компетенций. Попутно
была подтверждена эффективность предложенной
модели математического задания (цифрового обра-
зовательного контента на языке научной разметки
TEX) для другого содержания. Усилия по созданию
модели и подготовке обучающей выборки привели
к тому, что все выбранные типовые методы клас-
сификации работают вполне эффективно, и нет
сомнений, что будут работать и другие известные
алгоритмы. По-видимому, это означает, что наи-
более ценными в задачах такого типа оказываются
модель и обучающий контент, а существующих на
данный момент методов и алгоритмов достаточно.

Важно еще обратить внимание на перспективу
дальнейшего развития и использования представ-
ленных результатов. Описанная выше технология
обладает несомненным потенциалом в вопросах
автоматизации анализа качества образовательно-
го контента. На первый взгляд, анализ качества,
т. е. экспертиза, — вопрос довольно сложный, по-
скольку в случае с экспертом-человеком возникает
проблема объективности, учет которой крайне сло-
жен. Но, с другой стороны, как видим, средства
машинного обучения, которые в последние годы
продемонстрировали способности решения самых
разных задач, прекрасно справляются и с контен-
том данного типа. При этом объективность таких
решений не вызывает сомнений. Более того, им
под силу объединить (обобщить, усреднить, при-

вести к общему знаменателю) мнения многих экс-
пертов, что при «ручной» экспертизе сделать прак-
тически невозможно. Таким образом, получается,
что проблематика автоматизированного анализа
качества цифрового образовательного контента
является богатым источником прикладных задач
для методов машинного обучения, а представлен-
ная в статье технология хорошо вписывается в это
прикладное направление.
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РАСШИРЯЕМЫЙ ПОДХОД К СЛИЯНИЮ ДАННЫХ

В РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СРЕДАХ∗

В. В. Сазонтьев1, С. А. Ступников2, В. Н. Захаров3

Аннотация: Статья относится к области разработки методов и средств интеграции данных. Один из важ-
нейших этапов интеграции данных — это слияние данных, объединение записей, относящихся к одной
и той же сущности реального мира, в одну запись с разрешением конфликтов для каждого из атрибу-
тов. Рассмотрена формальная постановка задачи слияния данных, приведен краткий обзор основных
существующих групп методов слияния данных. Предложен подход к реализации этапа слияния данных
в расширяемой системе интеграции разнородных источников данных в распределенной вычислительной
среде, рассмотрена его программная архитектура и основные идеи реализации.
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1 Введение

Как только в мире появились наборы данных,
которые было необходимо связывать и соединять,
возникло понятие интеграции данных. Даже до
появления компьютеров перед учеными-статисти-
ками вставали задачи сопоставления и анализа дан-
ных переписей населения, собранных в разные
периоды времени. Задачи интеграции данных —
обеспечения унифицированного доступа к мно-
жеству разнородных автономных источников дан-
ных — сложны не только ввиду способности
человека представлять информацию о сущностях
реального мира крайне разнообразным образом, но
и ввиду возможности отслеживания практически
любых событий и взаимодействий в цифровом ми-
ре, а также желания человека проводить анализ
данных и применять его результаты для принятия
решений [1].

В интеграции данных можно выделить четыре
основных этапа: извлечение данных; сопоставле-
ние схем; связывание записей; слияние данных [2].

Извлечение данных предполагает преобразование
неструктурированных данных (например, текстов)
или полуструктурированных данных из веб-источ-
ников в структурированный вид [3].

Сопоставление схем предполагает определение
некоторой унифицированной схемы данных для
предметной области и установление семантических
отношений между атрибутами и сущностями схем
источников и атрибутами и сущностями унифици-
рованной схемы.

Связывание записей состоит в группировке запи-
сей из разных источников, относящихся к одной
и той же сущности реального мира.

Наконец, слияние данных означает объединение
сгруппированных записей в одну с разрешением
конфликтов для каждого из атрибутов.

Данная статья посвящена описанию подхода
к реализации этапа слияния данных в разрабаты-
ваемой системе интеграции разнородных источни-
ков данных в распределенной вычислительной сре-
де [4, 5].

2 Методы слияния данных

Даже когда источники данных предоставляют
информацию об одном и том же атрибуте одной
и той же сущности, значения атрибута в разных
источниках могут не совпадать. Эти конфликты
возникают из-за неправильного ввода, некоррект-
ных вычислений, устаревшей информации, проти-
воречивой интерпретации семантики и т. д. Цель
слияния данных — определить, какое значение от-
ражает положение дел в реальном мире.

Формально задачу слияния данных можно опре-
делить следующим образом. Пусть S — множество
источников данных, D — множество элементов
данных. Элемент данных представляет отдельный
аспект сущности реального мира (например, дату
рождения человека), а в реляционной базе данных
элемент данных соответствует атрибуту кортежа из
некоторого отношения. Для каждого d ∈ D источ-

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00692 (https://rscf.ru/project/22-21-00692/).
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ник s ∈ S может предоставлять значение. Значе-
ние может быть атомарным (дата рождения), мно-
жеством (телефонные номера), списком (авторы
статьи). Среди различных значений элемента дан-
ных одно соответствует реальному миру (истинное
значение), остальные — нет (ложные значения). За-
дача слияния данных — определить истинное зна-
чение для каждого элемента d ∈ D [1].

В настоящее время разработано множество ме-
тодов решения задачи слияния данных. Разреше-
ние конфликтов и удаление ошибочных значений
опирается на коллективный «разум» источников
данных, определение надежных источников, опре-
деление копирования данных между источниками.

При разрешении конфликтов возможно исполь-
зование различных высокоуровневых стратегий [6]:
игнорирование конфликтов (сохранение всех вари-
антов значений или создание всех возможных ком-
бинаций значений, когда разрешение конфликта
фактически остается за пользователем); избегание

конфликтов (когда значения берутся из предпочи-
таемого источника либо отбираются лишь непроти-
воречивые данные); разрешение конфликтов (выбор
наиболее часто встречающегося, случайного, сред-
него, наиболее актуального значения и т. д.).

Реализация стратегий возможна при помощи
различных реляционных операций [6]. Исполь-
зование различных вариантов соединения (join) от-
ношений опирается на комбинацию кортежей из
отношений при обращении в истину некоторых
предикатов над атрибутами. Варианты операции
объединения (union) предполагают добавление кор-
тежей из исходных отношений в заранее опреде-
ленное отношение унифицирующей схемы.

Современным базовым методом определения

истинного значения элемента данных обычно счи-
тается голосование: значение, представляемое
наибольшим числом источников, объявляется
истинным. Надежность источника определяется
степенью корректности предоставляемых им значе-
ний. Более надежный источник обладает б‚ольшим
весом при голосовании. При обнаружении копи-

рования значения из другого источника вес этого
значения при голосовании может быть уменьшен.
К подходам, сочетающим вычисление вероятности
копирования, вычисление надежности источни-
ков и голосование, относится, например, алгоритм
AccuCopy и его модификации [1].

Другие существующие методы вычисления на-
дежности источников и корректности значений
опираются на алгоритм вычисления важности веб-
страниц PageRank; метрики схожести, использу-
емые в области информационного поиска; ве-
роятностные графические модели; вычисление
точности и полноты (precision/recall) [1].

Все большее значение в области слияния данных
приобретают методы машинного обучения [2].

Многообещающим выглядит применение дис-
криминативных вероятностных моделей для слия-
ния данных (в простейшем случае — логистической
регрессии) [7]. При этом процесс слияния данных
делится на два этапа:

(1) статистическое обучение для вычисления па-
раметров модели, используемой для оценки
надежности источников;

(2) использование вероятностного вывода для
предсказания значений элементов данных.

Для обучения моделей привлекаются признаки,
характерные для предметной области: например,
для источников научных статей характерны число

цитирований и год публикации, а для веб-источни-
ков — статистика трафика (число посещений, число

ежедневных просмотров и т. д.). Оптимизация при
обучении моделей основывается на максимизации
ожидания (expectation maximization, EM), опира-
ющейся на пересечения между значениями в ис-
точниках и среднюю надежность источников, и ми-
нимизации эмпирического риска (empirical risk
minimization, ERM), опирающейся на истинные
значения элементов данных. Для автоматизации
выбора между EM и ERM применяется оптими-
затор, определяющий, какой из алгоритмов ведет
к более точным результатам слияния данных.

3 Подход к реализации этапа
слияния данных в системе
интеграции данных

3.1 Архитектура и основные положения
подхода

Предлагаемый подход предназначен для реа-
лизации в рамках расширяемой системы инте-
грации данных в распределенной вычислительной
среде [3–5]. Архитектура подхода (основные ком-
поненты, связь с базой данных системы интегра-
ции) представлена на рис. 1.

В системе интеграции возможно одновременное
решение нескольких задач интеграции в различных
предметных областях. На этапе слияния данных
при решении конкретной задачи интеграции пред-
полагается, что этапы извлечения данных и свя-
зывания записей уже пройдены и их результаты
помещены в базу данных извлеченных записей и базу

данных связанных записей соответственно. Основ-
ные положения подхода к реализации слияния дан-
ных в системе состоят в следующем:
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Рис. 1 Программная архитектура компонента слияния данных

– процесс слияния данных состоит из конечно-
го числа шагов, последовательность которых
определяется конфигурацией процесса слияния
и задается экспертом в предопределенном фор-
мате;

– конфигурация шага слияния включает список
входных атрибутов, список выходных атрибу-
тов, имя ключевого атрибута, а также название
и список значений параметров алгоритма сли-
яния данных, применяемого на данном шаге.
Выходные атрибуты могут быть входными для
последующих шагов;

– на каждом шаге слияния происходит приме-
нение некоторого алгоритма слияния на тех
записях из базы данных связанных записей,
в которых есть входные атрибуты. Если сре-
ди входных атрибутов присутствуют выходные
атрибуты предыдущих шагов, то они соеди-
няются (используется операция реляционной
алгебры соединение — join) с данными из ба-
зы данных связанных записей по ключевому
атрибуту. Набор записей с выходными атри-
бутами, сформированный в результате работы

алгоритма, сохраняется в базе данных соединен-

ных сущностей;

– вспомогательные данные для шагов слияния
сохраняются во вспомогательной базе данных

для слияния. К таким данным, например, отно-
сятся обученные модели машинного обучения
(если шаг предполагает использование соответ-
ствующих методов обучения на данных из ба-
зы данных связанных записей), которые могут
быть повторно использованы в других процес-
сах слияния данных;

– по завершении всех шагов процесса слияния
данных пользователю предоставляется возмож-
ность задания аналитических запросов к базе
данных соединенных сущностей.

Подход расширяем в следующем смысле: в сис-
тему могут унифицированным образом встраи-
ваться различные новые алгоритмы слияния дан-
ных (основанные на реляционных операциях,
определении истинных значений элементов дан-
ных и надежности источников, применении моде-
лей машинного обучения). При этом не требуется
внесение изменений в общую архитектуру систе-
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Рис. 2 Основные классы реализации слияния данных

мы. На каждом из этапов интеграции данных, как
и на каждом из шагов слияния данных, происходят
чтение входных данных и запись выходных данных
в соответствующие базы данных без передачи дан-
ных напрямую от одного программного компонента
к другому. При этом реализации методов, исполь-
зующих одни и те же входные данные, становятся
взаимозаменяемыми в системе.

3.2 Основные идеи программной
реализации подхода

Рассматриваемый подход реализуется в соста-
ве прототипа системы интеграции данных1 [3, 5].
Прототип реализован с использованием языков
программирования Python и Javascript в распреде-
ленной вычислительной среде Hadoop с использо-
ванием распределенной файловой системы HDFS
и вычислительной модели Spark. Отдельные ша-
ги этапов интеграции данных реализуются в ви-
де различных классов языка Python. При этом
для каждого шага определен единый родительский
класс, чтобы путем наследования от него можно
было определять различные реализации шагов с со-
хранением методов чтения и записи. Это позво-
ляет предоставлять унифицированный интерфейс
для отдельных шагов и обеспечивает взаимозаме-
няемость классов реализации. Результаты каждого
этапа и шага сохраняются в базе данных, разверну-
той в распределенной файловой системе.

Основные классы, используемые для реализа-
ции слияния данных, — это Processor и Step из па-
кета data fusion, а также Factory и Algorithm из пакета
algorithm (рис. 2). Класс Processor отвечает за испол-
нение цикла слияния данных для задачи системы

интеграции с идентификатором job id. Значение
параметра config path — это путь в хранилище к фай-
лу с конфигурацией процесса слияния. Класс Step

отвечает за исполнение отдельного шага цикла сли-
яния с номером step num, реализует чтение и запись
данных в базу данных.

Класс Factory отвечает за выбор класса алгорит-
ма слияния данных для шага и передачу настроек
в экземпляр класса алгоритма. Метод get возвраща-
ет экземпляр класса с названием className. Класс
Algorithm — это родительский класс для всех клас-
сов, реализующих алгоритмы слияния данных. Па-
раметр options класса Algorithm — это словарь пара-
метров для конкретного алгоритма (например, для
алгоритма случайного леса — число деревьев реше-
ний, глубина дерева и т. д.); параметр support data —
это путь к данным конкретного шага в хранилище
(например, временно создаваемые файлы, готовые
модели машинного обучения). Примеры классов,
реализующих конкретные алгоритмы слияния, —
AverageAllToOne (усреднение значений атрибутов за-
писей), RandomForest (обучение и применение мо-
дели случайного леса для определения значения
атрибута).

4 Заключение

Слияние данных — объединение записей, от-
носящихся к одной и той же сущности реального
мира, в одну запись с разрешением конфликтов для
каждого из атрибутов — важный этап интеграции
данных, нацеленной на обеспечение унифициро-
ванного доступа к множеству разнородных авто-
номных источников данных. В работе рассмотрена
формальная постановка задачи слияния данных,

1https://bitbucket.org/VladimirSaz/integration system.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 4 2023 45



V. V. Sazontev, S. A. Stupnikov, and V. N. Zakharov

приведен краткий обзор основных существующих
групп методов слияния данных. Предложен подход
к реализации этапа слияния данных в системе ин-
теграции данных, разрабатываемой авторами, рас-
смотрены его программная архитектура и основные
идеи реализации.

Литература
1. Dong X. L., Srivastava D. Big Data integration. — Synthesis

lectures on data management ser. — Morgan & Claypool
Publs., 2015. 178 p.

2. Dong X. L., Rekatsinas T. Data integration and machine
learning: A natural synergy // Conference (International)
on Management of Data. — New York, NY, USA: ACM,
2018. P. 1645–1650. doi: 10.1145/3183713.3197387.

3. Sazontev V. V., Stupnikov S. A. An extensible approach to
searching and selecting data sources for materialized Big
Data integration in distributed computing environments //

Pattern Recognition Image Analysis, 2023. Vol. 33. No. 2.
P. 147–156. doi: 10.1134/S1054661823020141. EDN:
YXUMDO.

4. Sazontev V. V. Methods for Big Data integration in dis-
tributed computation environments // CEUR Workshop
Procee. Vol. 2277. P. 238–244.

5. Sazontev V., Stupnikov S. An extensible approach for ma-
terialized Big Data integration in distributed computation
environments // Ivannikov Memorial Workshop. — IEEE,
2019. P. 33–38. doi: 10.1109/IVMEM.2019.00011. EDN:
BWILRL.

6. Bleiholder J., Naumann F. Data fusion // ACM Com-
put. Surv., 2008. Vol. 41. No. 1. P. 1–41. doi: 10.1145/
1456650.1456651.

7. Rekatsinas T., Joglekar M., Garcia-Molina H.,

Parameswaran A., Re C. Slimfast: Guaranteed results for
data fusion and source reliability // Conference (Inter-
national) on Management of Data Proceedings. — New
York, NY, USA: ACM, 2017. P. 1399–1414. doi: 10.1145/
3035918.3035951.

Поступила в редакцию 29.09.23

AN EXTENSIBLE APPROACH TO DATA FUSION

IN DISTRIBUTED COMPUTING ENVIRONMENTS

V. V. Sazontev, S. A. Stupnikov, and V. N. Zakharov

Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The paper belongs to the area of development of methods and tools for data integration. One of the
most important stages of data integration is data fusion, i. e., the combination of records relating to the same
real-world entity into a single record with conflict resolution for each of the attributes. The paper considers the
formal statement of the data fusion problem, provides a brief review of major groups of data fusion methods. An
approach for implementation of the data fusion stage within an extensible heterogeneous data integration system
in a distributed computing environment is proposed. Software architecture and basic implementation ideas of the
approach are considered.

Keywords: data fusion; distributed computing environment

DOI: 10.14357/19922264230406 EDN: LCQAZX

Acknowledgments
The work was supported by the Russian Science Foundation, project No. 22-21-00692 (https://rscf.ru/project/22-
21-00692/).

References
1. Dong, X. L., and D. Srivastava. 2015. Big Data integra-

tion. Synthesis lectures on data management ser. Morgan
& Claypool Publs. 178 p.

2. Dong, X. L., and T. Rekatsinas. 2018. Data integration
and machine learning: A natural synergy. Conference (In-

ternational) on Management of Data. New York, NY: ACM.
1645–1650. doi: 10.1145/3183713.3197387.

3. Sazontev, V. V., and S. A. Stupnikov. 2023. An extensible ap-
proach to searching and selecting data sources for material-

ized Big Data integration in distributed computing environ-
ments. Pattern Recognition Image Analysis 33(2):147–156.
doi: 10.1134/S1054661823020141. EDN: YXUMDO.

4. Sazontev, V. V. 2018. Methods for Big Data integration in
distributed computation environments. CEUR Workshop

Procee. 2277:238–244.

5. Sazontev, V., and S. Stupnikov. 2019. An extensible ap-
proach for materialized Big Data integration in distributed
computation environments. Ivannikov Memorial Workshop.
IEEE. 33–38. doi: 10.1109/IVMEM.2019.00011. EDN:
BWILRL.

46 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2023 volume 17 issue 4



An extensible approach to data fusion in distributed computing environments

6. Bleiholder, J., and F. Naumann. 2008. Data fusion. ACM

Comput. Surv. 41(1):1–41. doi: 10.1145/1456650.1456651.
7. Rekatsinas, T., M. Joglekar, H. Garcia-Molina,

A. Parameswaran, and C. Re. 2017. SLiMFast: Guar-

anteed results for data fusion and source reliability. Con-

ference (International) on Management of Data Proceed-

ings. New York, NY: ACM. 1399–1414. doi: 10.1145/
3035918.3035951.

Received September 29, 2023

Contributors
Sazontev Vladimir V. (b. 1990) — programmer, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the
Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation; vladimirsvsite@gmail.com

Stupnikov Sergey A. (b. 1978) — Candidate of Science (PhD) in technology, leading scientist, Federal Research
Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333,
Russian Federation; sstupnikov@ipiran.ru

Zakharov Victor N. (b. 1948) — Doctor of Science in technology, associate professor, scientific secretary, Federal
Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow
119333, Russian Federation; vzakharov@ipiran.ru

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2023 volume 17 issue 4 47



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2023. ô. 17. ÷ÙÐ. 4. ó. 48�56

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСОМ

НЕПРЕРЫВНОГО ПРОДУКТА В СТОХАСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

РЕГЕНЕРАЦИИ СО СЛУЧАЙНЫМИ СТОИМОСТНЫМИ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

П. В. Шнурков1

Аннотация: Работа посвящена исследованию проблемы управления запасом определенного непрерывно-
го продукта, эволюция объема которого описывается регенерирующим случайным процессом. Основная
особенность рассматриваемой математической модели заключается в том, что стоимостные характе-
ристики, определяющие цену поставки продукта потребителю и затраты, связанные с обеспечением
функционирования системы, зависят от случайных внешних факторов. Случайный параметр управле-
ния представляет собой время от момента очередного пополнения запаса до момента последующего
заказа на пополнение. Доказано, что стационарный стоимостный показатель эффективности управ-
ления в рассматриваемой задаче оптимизации по своей аналитической структуре представляет собой
дробно-линейный интегральный функционал, зависящий от функции распределения параметра упра-
вления. Теоретическое решение задачи оптимизации основано на использовании теоремы об экстремуме
дробно-линейных интегральных функционалов.

Ключевые слова: проблема управления запасом непрерывного продукта; случайные стоимостные характе-
ристики системы; управляемые регенерирующие случайные процессы; дробно-линейные интегральные
функционалы в задачах стохастического оптимального управления
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1 Введение
Применение теории регенерирующих случай-

ных процессов и процессов восстановления для со-
здания и исследования моделей управления запа-
сами известно достаточно давно. Соответствующие
динамические стохастические модели в той или
иной форме рассматриваются не только в класси-
ческих изданиях прошлых лет, но и в современных
научных изданиях, посвященных теории логистики
и управления запасами. Упомянем в этой связи ра-
боты [1, 2]. Ряд стохастических моделей управления
запасами, рассмотренных в этих изданиях, имеет
характерные признаки регенерирующих и полумар-
ковских процессов. К сожалению, даже в упомя-
нутых фундаментальных и весьма содержательных
изданиях отсутствуют специальные разделы, посвя-
щенные применению регенерирующих и полумар-
ковских случайных процессов в теории управления
запасами.

Среди специальных научных исследований, по-
священных применению регенерирующих процес-
сов в теории управления запасами, выделим работы
П. Айзигера и его соавторов [3, 4]. В частности, в ра-
боте [3] построена общая теоретическая конструк-
ция использования регенерирующего процесса для
создания моделей управления запасами и определе-

ния их вероятностных характеристик. В работе [4]
рассмотрены примеры и численные иллюстрации
применения полученных теоретических результа-
тов.

В своих предшествующих исследованиях автор
настоящей работы также получил ряд результатов,
связанных с применением регенерирующих про-
цессов к задачам управления запасами в различных
конкретных стохастических моделях [5–8].

Основная отличительная особенность данного
исследования заключается в стохастическом харак-
тере стоимостных характеристик модели, опреде-
ляющих затраты и доходы, возникающие в ходе
функционирования системы. По своей аналити-
ческой структуре все эти характеристики представ-
ляют собой суммы заданных детерминированных
функций, которые можно назвать трендами, или
направлениями эволюции, и случайных уклоне-
ний от трендов, которые в каждый момент вре-
мени имеют усеченные нормальные распределе-
ния с заданными параметрами. Проводя аналогию
с известными физическими явлениями, можно ска-
зать, что в данной модели стоимостные характери-
стики представляют собой случайные флуктуации,
эволюционирующие в заданных границах, кото-
рые зависят от времени, прошедшего с момента

1Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», pshnurkov@hse.ru

48



Решение задачи оптимального управления запасом непрерывного продукта в стохастической модели регенерации

начала очередного периода регенерации и объема
запаса в эти моменты времени. В работе полу-
чены аналитические представления для классиче-
ского стационарного стоимостного показателя эф-
фективности, который по своему экономическому
содержанию представляет собой среднюю удель-
ную прибыль. Установлено, что этот показатель
имеет структуру дробно-линейного интегрального
функционала, зависящего от распределения слу-
чайного параметра управления. Как и в предшест-
вующих работах [5–8], этот параметр управления
совпадает с длительностью периода времени от мо-
мента очередного пополнения запаса (момента ре-
генерации основного процесса) до момента следу-
ющего заказа на пополнение запаса. Теоретическое
решение поставленной задачи оптимизации осно-
вывается на утверждении об экстремуме дробно-
линейного интегрального функционала.

2 Описание математической
модели исследуемой системы

В настоящем исследовании рассматривается
стохастическая модель некоторой системы, пред-
назначенной для хранения и поставки потребителю
определенного продукта. Объем продукта измеря-
ется вещественными числами и может принимать
значения из множества (−∞; τ ], где τ — максималь-
но допустимый объем продукта, который может
находиться в системе. Следуя традиции, сложив-
шейся в математической теории управления запа-
сами, будем считать, что положительные значения
объема продукта соответствуют реальному запасу,
а отрицательные значения означают наличие не-
удовлетворенного спроса, или дефицита продукта.

Введем основное вероятностное пространство
(Ÿ,A,P), на котором будут определены все рас-
сматриваемые в дальнейшем стохастические объек-
ты. Это пространство будет формально описывать
реальный случайный эксперимент, в ходе которо-
го реализуется исследуемая вероятностная модель
управления запасом.

Обозначим через x(t) объем запаса продукта
в системе в момент времени t. Переменная ве-
личина x(t) = x(ω, t), ω ∈ Ÿ, t ∈ [0,∞), представля-
ет собой случайный процесс с непрерывным вре-
менем и множеством состояний (−∞; τ ], свойства
которого будут установлены в дальнейшем.

Спрос на продукт детерминирован. Товар реа-
лизуется со склада с постоянной скоростью α > 0.
Через время τ/α после начала потребления, когда
уровень запаса продукта на складе достигает нуля,
реализация товара продолжается с запасного хра-
нилища с той же постоянной скоростью α.

Система начинает свое функционирование при
максимальном объеме продукта: x(0) = τ . В на-
чальный момент работы системы принимается ре-
шение, когда провести заказ на следующую по-
ставку продукта. Промежуток времени с момента
начала работы до заказа на поставку описывается
случайной величиной η с функцией распределения
G(u) = P (η < u). После проведенного заказа про-
дукт проступает в систему через случайное время δ,
имеющее распределение H(z) = P(δ < z).

Пополнение запаса осуществляется мгновенно.
После пополнения запаса до максимального уров-
ня τ эволюция системы происходит по закономер-
ностям, описанным выше, независимо от прош-
лого.

Рассмотрим случайные моменты времени tn =
= tn(ω), ω ∈ Ÿ, n = 0, 1, 2 . . . , t0 = 0, в которые
происходит пополнение запаса до максимального
уровня τ . Зафиксируем некоторый момент tn. Пе-
риод времени от момента пополнения запаса tn
до следующего заказа на пополнение является слу-
чайной величиной ηn с функцией распределения
G(u) = P (ηn < u).

Рассмотрим далее случайную величину t′n = tn+
+ ηn, которая представляет собой момент заказа
на поставку продукции. В момент t′n начинается
так называемый период задержки поставки. Обо-
значим случайную длительность этого периода че-
рез δn. Следующее пополнение запаса до мак-
симального уровня τ осуществляется в момент
времени tn+1 = t′n + δn = tn + ηn + δn. Далее
эволюция процесса x(t) происходит по тем же за-
кономерностям, независимо от прошлого. Отсю-
да следует, что случайный процесс x(t) относится
к виду регенерирующих процессов, а моменты tn,
n = 0, 1, 2, . . . , представляют собой моменты его ре-
генерации. Интервал времени [tn; tn+1) называется
периодом регенерации данного процесса.

Траектория процесса x(t) на интервале времени
[tn; tn+1) определяется соотношением:

x(t) = x(tn)− α (t− tn) , tn ≤ t < tn+1.

Управление процессом (решение) принимается
в начальный момент каждого периода регенерации
[tn, tn+1), т. е. в момент времени tn. Управление
является случайной величиной un = un(ω), ω ∈ Ÿ,
принимающей значения из множества допустимых
управлений U = [0,∞), и совпадает со случай-
ной величиной ηn, т. е. выполняется соотношение
P(ω ∈ Ÿ : un = ηn) = 1. Функция распределе-
ния G(u) = P (ηn < u) называется управляющим
распределением.

Задача оптимального управления регенериру-
ющим процессом x(t)формально заключается в на-
хождении вероятностного распределения G∗(u),
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которое бы доставляло глобальный экстремум сто-
имостному показателю средней удельной прибыли
вида I(G). Аналитическое представление для него
будет получено в дальнейшем.

3 Стоимостные характеристики
стохастической модели

Предположим, что с каждым периодом регене-
рации [tn, tn+1) связаны семейства случайных ве-

личин s
(n)
1 (t), s

(n)
2 (t), r

(n)
1 (t), r

(n)
2 (t), n = 0, 1, 2, . . . ,

заданных на исходном вероятностном пространстве
(Ÿ,A,P), зависящих от параметра времени t, кото-
рые описывают внешние факторы, влияющие на
стоимостные характеристики модели. Предполо-
жим также, что указанные факторы удовлетворяют
следующим условиям.

1. Время эволюции каждого фактора с номером n
связано с соответствующим периодом регене-
рации [tn, tn+1) и изменяется от 0 до случайной
длительности этого периода–tn = tn+1 − tn.

2. Все рассматриваемые стохастические семей-
ства {s(n)1 (t), n = 0, 1, 2, . . .}, {s(n)2 (t), n =

= 0, 1, 2, . . .}; {r(n)1 (t), n = 0, 1, 2, . . .} и {r(n)2 (t),
n = 0, 1, 2, . . .} состоят из случайных процес-
сов, которые независимы при различных зна-
чениях n и имеют одинаковые конечномерные
распределения. Таким образом, указанные слу-
чайные факторы действуют независимо на раз-
личных периодах регенерации.

Заметим, что все введенные факторы могут со-
впадать. Тогда стоимостные характеристики моде-
ли будут зависеть от одного случайного фактора,
описывающего влияние внешней среды.

Будем предполагать, что стоимостные харак-
теристики модели зависят от указанных внешних
факторов. Введем следующие обозначения для сто-
имостных характеристик:

c1(x, s1)— затраты в единицу времени, связанные
с хранение запаса объемаx ≥ 0при условии, что
внешний фактор s1(t) принимает значение s1;

c2(x, s2) — затраты (штрафы) в единицу времени,
связанные с реализацией продукции объема |x|
с запасного склада, x < 0, при условии, что
внешний фактор s2(t) принимает значение s2;

d1(x, r1) — цена, которую платит потребитель
в единицу времени за единицу продукта при
условиях, что объем запаса принимает значе-
ние x > 0, а внешний фактор r1(t) принял
значение r1;

d2(x, r2) — цена, которую платит потребитель
в единицу времени за единицу продукта в пе-
риод дефицита, т. е. при условиях, что объем за-
паса принимает отрицательное значение x < 0,
а внешний фактор r2(t) принял значение r2.

Теперь перейдем к описанию конкретного вли-
яния случайных факторов на стоимостные харак-
теристики. Будем предполагать, что в рассмат-
риваемой стохастической модели все стоимостные
характеристики представляются в виде суммы
детерминированной составляющей, или тренда,
и случайной составляющей, или флуктуации, опи-
сывающей отклонения от тренда.

Пусть заданы следующие детерминирован-
ные функции: cmax1 (x(t)), cmin1 (x(t)), ctrend1 (x(t)),
cmax2 (x(t)), cmin2 (x(t)), ctrend2 (x(t)), dmax1 (x(t)),
dmin1 (x(t)), dtrend1 (x(t)), dmax2 (x(t)), dmin2 (x(t)),
dtrend2 (x(t)), которые определены при всех значе-
ниях аргумента x(t) ∈ (−∞; τ ], принимают только
неотрицательные значения и для которых справед-
ливы следующие соотношения:

cmin1 (x(t)) < ctrend1 (x(t)) < cmax1 (x(t));

cmin2 (x(t)) < ctrend2 (x(t)) < cmax2 (x(t));

dmin1 (x(t)) < dtrend1 (x(t)) < dmax1 (x(t));

dmin2 (x(t)) < dtrend2 (x(t)) < dmax2 (x(t)),

где x(t) — объем запаса в системе через время t
после начала очередного периода регенерации:

x(t) = τ − αt, t ≥ 0 .
Указанные функции определяют переменные

границы областей, в которых могут принимать зна-
чения стоимостные характеристики модели, а так-
же линии трендов этих характеристик.

Обозначим:

–c
(+)
1 (x(t)) = c

max
1 (x(t)) − ctrend1 (x(t));

–c
(−)
1 (x(t)) = c

trend
1 (x(t)) − cmin1 (x(t)).

Соответствующие функции –c
(+)
2 (x(t)),

–c
(−)
2 (x(t)), –d

(+)
1 (x(t)), –d

(−)
1 (x(t)), –d

(+)
2 (x(t))

и–d(−)2 (x(t)) определяются аналогично.
Будем предполагать, что в любой момент време-

ни, отстоящий на величину t ≥ 0 от начала очеред-
ного периода регенерации, случайные стоимостные
характеристики определяются следующими соот-
ношениями:

c1(x(t), s
(n)
1 (t)) = c

trend
1 (x(t)) + –β1(x(t)); (1)

c2(x(t), s
(n)
2 (t)) = c

trend
2 (x(t)) + –β2(x(t)); (2)

d1(x(t), r
(n)
1 (t)) = d

trend
1 (x(t)) + –γ1(x(t)); (3)

d2(x(t), r
(n)
2 (t)) = d

trend
2 (x(t)) + –γ2(x(t)). (4)
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Случайные функции –β1(x(t)), –β2(x(t)),
–γ1(x(t)) и –γ2(x(t)), фигурирующие в пра-
вых частях соотношений (1)–(4), представляют
собой уклонения значений стоимостных харак-
теристик от линий трендов. Предполагается,
что при каждом значении t эти величины име-
ют усеченные нормальные распределения на
отрезках [−–c(−)k (x(t));–c

(+)
k (x(t))], k = 1, 2,

и [−–d(−)l (x(t));–d
(+)
l (x(t))], l = 1, 2, соответствен-

но. Параметры этих распределений считаются за-
данными, причем

E–β1(x(t)) = a
(1)
1 (t); E–β2(x(t)) = a

(1)
2 (t);

E–γ1(x(t)) = a
(2)
1 (t); E–γ2(x(t)) = a

(2)
2 (t).

Замечание 1. Случайные отклонения от линий трен-
дов могут иметь произвольные усеченные распре-
деления, сосредоточенные на конечных интервалах
с переменными границами, для которых известны
их вероятностные характеристики.

При сделанных предположениях математиче-
ские ожидания стоимостных характеристик зада-
ются равенствами:

c1(x(t)) = Ec1(x(t), s
(n)
1 (t)) =

= ctrend1 (x(t)) + a
(1)
1 (t), x(t) ≥ 0; (5)

c2(x(t)) = Ec2(x(t), s
(n)
2 (t)) =

= ctrend2 (x(t)) + a
(1)
2 (t), x(t) < 0; (6)

d1(x(t)) = Ed1(x(t), r
(n)
1 (t)) =

= dtrend1 (x(t)) + a
(2)
1 (t), x(t) ≥ 0; (7)

d2(x(t)) = Ed2(x(t), r
(n)
2 (t)) =

= dtrend2 (x(t)) + a
(2)
2 (t), x(t) < 0. (8)

4 Численное моделирование
стоимостных характеристик

В данном разделе рассмотрены два примера
наборов стоимостных характеристик построенной
модели. В первом примере математические ожи-
дания случайных флуктуаций равны нулю и мате-
матические ожидания стоимостных характеристик
совпадают с линиями трендов. Во втором примере
параметры случайных флуктуаций сконструирова-
ны таким образом, что математические ожидания
стоимостных характеристик смещены относитель-
но линий трендов.

Пример 1. Зададим функции, определяющие цену
продукта:

dmax1 (x) =




100− x

100
, x ≥ 0;

0, x < 0;

dmin1 (x) =




90− x

100
, x ≥ 0;

0, x < 0;

dtrend1 (x) =




95− x

100
, x ≥ 0;

0, x < 0;

dmax2 (x) =

{
0, x ≥ 0;
100ex/100, x < 0;

dmin2 (x) =

{
0, x ≥ 0;
90ex/100, x < 0;

dtrend2 (x) =

{
0, x ≥ 0;
95ex/100, x < 0.

Рис. 1 Пример 1. Возможные траектории изменения цены единицы продукта на периоде регенерации для ре-
ализаций 1 (а) и 2 (б): 1 — минимальные значения; 2 — максимальные значения; 3 — тренд; 4 — истинные
значения
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Рис. 2 Пример 1. Возможные траектории изменения затрат на хранение и штрафов, связанных с дефицитом единицы
продукта для реализаций 1 (а) и 2 (б): 1 — минимальные значения; 2 — максимальные значения; 3 — тренд; 4 —
истинные значения

Зададим далее функции, определяющие вели-
чины затрат, связанных с функционированием сис-
темы, при помощи следующих соотношений:

cmax1 (x) =

{
310, x ≥ 0;
0, x < 0;

cmin1 (x) =

{
290, x ≥ 0;
0, x < 0;

ctrend1 (x) =

{
300, x ≥ 0;
0, x < 0;

cmax2 (x) =

{
0, x ≥ 0;
310 + ln (1− x), x < 0;

cmin2 (x) =

{
0, x ≥ 0;
290 + ln (1− x), x < 0;

ctrend2 (x) =

{
0, x ≥ 0;
300 + ln (1− x), x < 0.

Предположим также, что в данном примере ма-
тематические ожидания уклонений от линии трен-
дов равны 0:

a
(1)
1 (t) = a

(1)
2 (t) = a

(2)
1 (t) = a

(2)
2 (t) = 0 ,

а соответствующие дисперсии равны 1.

Траектории (реализации) случайной цены пред-
ставлены на рис. 1, траектории случайных затрат
на рис. 2. Заметим, что для каждой из указанных
случайных функций приведены по две возможные
реализации.

Пример 2. Предположим, что функции, определя-
ющие границы областей изменения и тренды для

Рис. 3 Пример 2. Возможные траектории цены единицы товара на периоде регенерации для реализаций 1 (а) и 2 (б):
1 — минимальные значения; 2 — максимальные значения; 3 — тренд; 4 — истинные значения
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Рис. 4 Пример 2. Возможные траектории изменения затрат на периоде регенерации для реализаций 1 (а) и 2 (б): 1 —
минимальные значения; 2 — максимальные значения; 3 — тренд; 4 — истинные значения

стоимостных характеристик, совпадают с теми, ко-
торые были заданы в примере 1. В то же время ма-
тематические ожидания случайных отклонений от
трендов (флуктуаций) задаются следующим обра-
зом:

a
(1)
1 (t) = –c

(+)
1 − –c

(+)
1 +–c

(−)
1

3
;

a
(1)
2 (t) = –c

(+)
2 − –c

(+)
2 +–c

(−)
2

3
;

a
(2)
1 (t) = –d

(−)
1 +

–d
(+)
1 +–d

(−)
1

4
;

a
(2)
2 (t) = –d

(−)
2 +

–d
(+)
2 +–d

(−)
2

4
.

Дисперсии соответствующих отклонений пред-
полагаются равными единице.

В данном варианте траектории случайной це-
ны, образующиеся при заданных характеристиках
модели, представлены на рис. 3, а траектории слу-
чайных затрат — на рис. 4. Как и в примере 1, для
каждой из указанных случайных функций приведе-
ны по две возможные реализации.

5 Аналитическое представление
стационарного стоимостного
показателя эффективности

В данном разделе будет получено явное ана-
литическое представление для стационарного сто-
имостного показателя эффективности управле-
ния — средней удельной прибыли на периоде
регенерации. Данный показатель представим в ви-
де дробно-линейного интегрального функционала
от вероятностного распределения G(·), характери-
зующего случайный параметр управления.

Приведем сначала вспомогательный результат,
связанный с представлением математического ожи-
дания случайной прибыли, образующейся на про-
извольном фиксированном конечном интервале
времени, вложенном в некоторый период регене-
рации.

Как и ранее, обозначим через tn, n = 0, 1, 2, . . . ,
t0 = 0, — случайные моменты пополнения запа-
са (моменты регенерации), –tn = tn+1 − tn, n =
= 0, 1, 2, . . . , — случайные длительности периодов
регенерации. Зафиксируем произвольные числа t(0)

и –(0), для которых 0 ≤ t(0) < t(0) + –(0). Пред-
положим, что для некоторого периода регенерации
[tn, tn+1] выполняется условие

t(0) +–(0) < –tn.

Обозначим через “S(t(0), t(0) + –(0)) случайную
прибыль, связанную с рассматриваемой моделью
и образующуюся на интервале времени [tn+t(0), tn+
+ t(0) +–(0)].

Обозначим также

S(t(0), t(0) +–(0)) = E “S(t(0), t(0) +–(0)).

Лемма 1. Математическое ожидание случайной при-

были, образующейся на заданном конечном интервале

времени, вложенном в некоторый период регенера-

ции, может быть аналитически выражено следу-

ющим образом:

S(t(0), t(0) +–(0)) =

=

t(0)+–(0)∫

t(0)

[
α �d1(τ − αt)− �c1(τ − αt)

]
dt,

0 ≤ t(0) < t(0) +–(0) ≤ τ

α
;
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S(t(0), t(0)+–(0)) =

τ/α∫

t(0)

[α �d1(τ−αt)−�c1(τ−αt)] dt+

+

t(0)+–(0)∫

τ/α

[α �d2(τ − αt)− �c2(τ − αt)] dt,

0 ≤ t(0) <
τ

α
< t(0) +–(0).

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1 основано на исполь-
зовании утверждения о математическом ожидании
интеграла от случайной функции, приведенного
в монографии Липцера и Ширяева [9, гл. 1, § 1],
и интегральном представлении для величины при-
были, образующейся на заданном конечном интер-
вале времени.

Теперь возникает возможность найти явное
представление для стационарного показателя эф-
фективности управления — средней удельной при-
были. Соответствующий результат можно сформу-
лировать в виде теоремы.

Теорема 1. Предположим, что для любого управ-

ляющего вероятностного распределения G(·) мате-

матическое ожидание длительности периода регене-

рации строго положительно. Тогда стационарный

показатель средней удельной прибыли в рассматрива-

емой стохастической модели регенерации представ-

ляется в виде дробно-линейного интегрального функ-

ционала от распределения G(·), который имеет вид:

I(G) =

∫ ∞

0

A(u) dG(u)

∫ ∞

0

B(u) dG(u)

. (9)

Здесь подынтегральные функции числителя и знаме-

нателя задаются следующими формулами:

A(u) =

=

τ/α−u∫

0




u+z∫

0

[α �d1(τ − αt)− �c1(τ − αt)] dt


 dH(z)+

+

∞∫

τ/α−u




τ/α∫

0

[α �d1(τ − αt)− �c1(τ − αt)] dt+

+

u+z∫

τ/α

[α �d2(τ − αt)− �c2(τ − αt)] dt


 dH(z),

0 ≤ u ≤ τ

α
; (10)

A(u) =

∞∫

0




τ/α∫

0

[α �d1(τ − αt)− �c1(τ − αt)] dt+

+

u+z∫

τ/α

[α �d2(τ − αt)− �c2(τ − αt)] dt


 dH(z),

u >
τ

α
; (11)

B(u) = u+

∞∫

0

z dH(z) = u+ T0, u ≥ 0, (12)

где T0 = E δ — математическое ожидание случайной

длительности задержки поставки (заданная величи-

на).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 основывается на
использовании известного теоретического утверж-
дения для регенерирующих процессов, а именно:
эргодической теоремы для стоимостных аддитив-
ных функционалов, связанных с этими процесса-
ми. Кроме того, при доказательстве используется
утверждение леммы 1 и интегральные представле-
ния для величины прибыли при различных соотно-
шениях между параметрами.

Замечание 2. Стоимостные характеристики мо-
дели �c1(x), �d1(x), x ≥ 0, и �c2(x), �d2(x), x < 0,
фигурирующие в правых частях соотношений (10)
и (11), определяются равенствами (5)–(8). При за-
данных вероятностных характеристиках случайных
цен и затрат эти функции становятся известными.

6 Общее решение задачи
оптимального управления
запасом

Проблема оптимального управления запасом
в рассматриваемой стохастической модели регене-
рации может быть сформулирована как задача без-
условного экстремума для дробно-линейного инте-
грального функционала (9):

I(G) →
G∈•
max , (13)

где•— множество функций распределения неотри-
цательных случайных величин, принимающих зна-
чения из множества допустимых управлений U =
= [0,∞).

Для решения экстремальной задачи (13) при-
меним теорему о безусловном экстремуме дроб-
но-линейного интегрального функционала, сфор-
мулированную и доказанную в работах автора
настоящего исследования [10, 11]. Заметим, что
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условия упомянутой теоремы выполнены. Действи-
тельно, если T0 > 0, то имеют место соотношения:

B(u) = u+ T0 > 0, u ∈ U ;
∫

U

B(u) dG(u) =

∫

U

[u+ T0] dG(u) > 0, G ∈ •.

Согласно основному утверждению указанной тео-
ремы, если основная функция данного дробно-ли-
нейного интегрального функционала

C(u) =
A(u)

B(u)
, u ∈ U, (14)

достигает своего глобального максимума на множе-
стве U = [0,∞) в некоторой фиксированной точ-
ке u∗ ∈ U , то решение экстремальной задачи (13)
существует и достигается на вырожденном вероят-
ностном распределении G∗

u∗
(u), сосредоточенном

в точке u∗:

G∗
u∗
(u) =

{
0, u ≤ u∗;

1, u > u∗.

Таким образом, проблема оптимального управ-
ления в данной стохастической модели регенера-
ции сводится к исследованию на глобальный мак-
симум функции C(u) вида (14), где функции A(u)
и B(u) заданы явными аналитическими формула-
ми (10)–(12).

7 Заключение

Подводя итог проведенного исследования проб-
лемы оптимального управления запасом не-
прерывного продукта в стохастической моде-
ли регенерации со случайными стоимостными
характеристиками, можно утверждать, что, как
и в предшествующих исследованиях проблем
управления запасом в различных регенерацион-
ных моделях [5–8], решение задачи оптимального
управления сводится к исследованию на глобаль-
ный экстремум так называемой основной функ-
ции дробно-линейного интегрального функцио-
нала, выражающего стационарный стоимостный
показатель эффективности управления. При этом
указанная основная функция допускает явное ана-
литическое представление через математические
ожидания исходных стоимостных характеристик
модели.
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Abstract: The work is devoted to the study of the problem of managing the stock of a certain continuous product,
the evolution of the volume of which is described by a regenerating stochastic process. The main feature of the
considered mathematical model is that the cost characteristics that determine the price of supplying the product
to the consumer and the costs associated with ensuring the functioning of the system depend on random external
factors. The random control parameter is the time from the moment of the next replenishment of the stock to the
moment of the next order for replenishment. It is proved that the stationary cost indicator of control efficiency in
the optimization problem under consideration in its analytical structure is a fractional-linear integral functional
depending on the distribution function of the control parameter. The theoretical solution of the optimization
problem is based on the use of the extremum theorem for linear-fractional integral functionals.

Keywords: continuous product inventory control problem; random cost characteristics of the system; controlled
regenerative stochastic processes; linear-fractional integral functionals in problems of stochastic optimal control

DOI: 10.14357/19922264230407 EDN: WHZRNY

References
1. Porteus, E. L. 2002. Foundations of stochastic inventory

theory. Stanford, CA: Stanford Business Book. 320 p.
2. Axs�ater, S. 2015. Inventory control. International ser. in

operations research & management science. Springer.
Vol. 225. 281 p. doi: 10.1007/978-3-319-15729-0.

3. Iseger, P., E. Oldenkamp, and J. B. G. Frenk. 1999. In-
ventory control and regenerative processes: Theory. SSRN
Electronic J. 23 p. doi: 10.2139/ssrn.1014782.

4. Iseger, P., E. Oldenkamp, and J. B. G. Frenk. 1999. Inven-
tory control and regenerative processes: Computations.
SSRN Electronic J. 25 p. doi: 10.2139/ssrn.1014783.

5. Shnurkov, P. V., and R. V. Mel’nikov. 2008. Analysis of
the problem of continuous-product inventory control
under deterministic lead time. Automat. Rem. Contr.
69(10):1734–1751. doi: 10.1134/S0005117908100081.

6. Shnurkov, P. V., and E. Yu. Pimenova. 2017. Optimal’noe
upravleniye zapasom nepreryvnogo produkta v skheme
regeneratsii s determinirovannoy zaderzhkoy postavki
i periodom real’nogo popolneniya [Optimal inventory
control of continuous product in regeneration theory
with determinate delay of the delivery and the peri-
od of real replenishment]. Sistemy i Sredstva Informati-
ki — Systems and Means of Informatics 27(4):80–94. doi:
10.14357/08696527170406. EDN: ZSUSNP.

7. Shnurkov, P. V., and N. A. Vakhtanov. 2019. Issledovanie
problemy optimal’nogo upravleniya zapasom diskretnogo
produkta v stokhasticheskoy modeli regeneratsii s nep-
reryvno proiskhodyashchim potrebleniem i sluchaynoy
zaderzhkoy postavki [Research of the optimal con-

trol problem of inventory of a discrete product in the
stochastic regeneration model with continuously occur-
ing consumption and random delivery delay]. Informati-
ka i ee Primeneniya — Inform. Appl. 13(2):54–61. doi:
10.14357/19922264190208. EDN: ZTINLF.

8. Shnurkov, P. V., and N. A. Vakhtanov. 2019. O reshenii
problemy optimal’nogo upravleniya zapasom diskretnogo
produkta v stokhasticheskoy modeli regeneratsii s nepre-
ryvno proiskhodyashchim potrebleniem [On the solu-
tion of the optimal control problem of inventory of
a discrete product in the stochastic model of regener-
ation with continuously occuring consumption]. Infor-

matika i ee Primeneniya — Inform. Appl. 13(3):50–57. doi:
10.14357/19922264190308. EDN: BPKRGC.

9. Liptser, R. S., and A. N. Shiryaev. 1974. Statistika
sluchaynykh protsessov (nelineynaya fil’tratsiya i smezh-

nye voprosy) [Statistics of random processes (nonlinear
filtering and related problems)]. Moscow: Nauka. 696 p.

10. Shnurkov, P. V. 2016. Solution of the unconditional ex-
tremum problem for a linear-fractional integral functional
on a set of probability measures. Dokl. Math. 94(2):550–
554. doi: 10.1134/S1064562416050161. EDN: XFUJKH.

11. Shnurkov, P. V., A. K. Gorshenin, and V. V. Belousov.
2016. Analiticheskoe reshenie zadachi optimal’nogo
upravleniya polumarkovskim protsessom s konechnym
mnozhestvom sostoyaniy [Analytical solution of the op-
timal control task of a semi-Markov process with finite
set of states]. Informatika i ee Primeneniya — Inform.
Appl. 10(4):72–88. doi: 10.14357/19922264160408. EDN:
XGSITZ.

Received September 24, 2023

Contributor
Shnurkov Peter V. (b. 1953) — Candidate of Science (PhD) in physics and mathematics, associate professor,
National Research University Higher School of Economics, 34 Tallinskaya Str., Moscow 123458, Russian
Federation; pshnurkov@hse.ru

56 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2023 volume 17 issue 4



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2023. ô. 17. ÷ÙÐ. 4. ó. 57�63

ГРАНИЦЫ НЕЗАВЕРШЕННОЙ РАБОТЫ В СИСТЕМЕ

С ПОВТОРНЫМИ ВЫЗОВАМИ РАЗНЫХ КЛАССОВ

И ПОКАЗАТЕЛЬНЫМ ВРЕМЕНЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ∗

И. В. Пешкова1

Аннотация: Исследуется односерверная система с повторными вызовами и пуассоновским входным
потоком, в которую поступает M классов заявок. Для системы с временами обслуживания, имеющими
показательное распределение, получены верхняя и нижняя границы для стационарной незавершенной
работы. В качестве нижней границы выступает стационарная незавершенная работа в классической
системе M/HM/1 с гиперэкспоненциальным временем обслуживания. Верхней границей служит не-
завершенная работа в системе, в которой к времени обслуживания добавляется дополнительное время,
равное интервалу между попытками попасть на сервер с самой «медленной орбиты». Полученные
результаты численного моделирования подтверждают теоретические выводы.

Ключевые слова: система с повторными вызовами; незавершенная работа; стохастическая упорядочен-
ность
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1 Введение

Модели систем с повторными вызовами широ-
ко используются для моделирования телефонных
станций, кол-центров, систем связи, телекоммуни-
кационных сетей. В работах [1, 2] изложены при-
ложения и математические методы анализа сис-
тем c повторными вызовами, включая системы
с постоянной интенсивностью повторов. В ра-
боте [3] телефонная станция была смоделирована
с помощью такой системы. Аналогичная модель
используется для описания широкого класса прото-
колов множественного доступа [4, 5]. В частности,
в работе [6] показано, что постоянная интенсив-
ность повторных вызовов снижает интенсивность
попыток (при незапланированном множественном
доступе) обратно пропорционально числу задер-
жанных пакетов. В результате общая скорость по-
вторной обработки становится нечувствительной
к виртуальному «размеру орбиты» (числу отложен-
ных пакетов). Более того, системы с повторны-
ми вызовами с постоянной интенсивностью вы-
зовов использовались для описания TCP-трафика
с короткими HTTP-соединениями [7, 8] и опти-
ко-электрической гибридной схемой разрешения
конфликтов [9, 10].

Большинство же современных моделей повтор-
ных вызовов имеют сложную природу или кон-
фигурацию, и поэтому для их исследования при-

меняются численные методы или имитационное
моделирование.

Ранее в работе [11] была доказана теорема о верх-
ней и нижней границах стационарной незавершен-
ной работы для исходной системы с повторными
вызовами с постоянной интенсивностью вызовов
(см. теорему 1 ниже). Эта теорема стала основой
анализа, развитого в данной статье.

В данном исследовании рассматривается част-
ный случай односерверной системы с повторными
вызовами с пуассоновским входным потоком и по-
казательным распределением времени обслужива-
ния, при этом время обслуживания и время нахо-
ждения на орбите зависят от класса заявки k. Для
такой системы предлагается строить две классиче-
ские системы с неограниченной очередью (с ожи-
данием) типаM/G/1: в первой (минорантной) сис-
теме время обслуживания представляет собой ко-
нечную смесь времен обслуживания заявок всех
классов (т. е. имеет гиперэкспоненциальное рас-
пределение), во второй (мажорантной) системе ко
времени обслуживания первой системы добавляет-
ся дополнительное время, равное интервалу между
вызовами с самой «медленной орбиты». Более того,
для минорантной системы получено распределение
стационарного времени ожидания в явном виде для
трех классов (M = 3). Системы, в которых время
обслуживания задано в виде конечной смеси рас-
пределений, обсуждались ранее в работах [12, 13].

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 21-71-10135).
1Петрозаводский государственный университет; Институт прикладных математических исследований Карельского научного

центра Российской академии наук, iaminova@petrsu.ru
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Структура статьи следующая. В разд. 2 приведе-
но описание модели системы с повторными вызо-
вами, минорантной и мажорантной систем, а также
основная теорема, полученная авторами в рабо-
те [11]. В разд. 3 получены коэффициенты загрузки,
математические ожидания незавершенной нагруз-
ки, а также преобразования Лапласа–Стилтьеса для
незавершенной нагрузки в минорантной и мажо-
рантной системах с показательным распределени-
ем времени обслуживания. В разд. 4 приведены ре-
зультаты численного эксперимента для случая трех
классов. При этом параметры для минорантной
системы были использованы такие же, как в ра-
боте [14], в которой получена функция распределе-
ния стационарного времени пребывания. Отметим,
что в работе [14] неверно указано, что полученное
распределение — это распределение стационарного
времени ожидания. В статье получена функция рас-
пределения стационарного времени ожидания для
минорантной системы в явном виде. Для исход-
ной системы с повторными вызовами и мажорант-
ной системы проведены численные эксперименты
и построены эмпирические функции распределе-
ния. Полученные результаты численного экспери-
мента иллюстрируют доказанную стохастическую
упорядоченность стационарной незавершенной ра-
боты в рассмотренных системах.

2 Описание модели

Рассмотрим односерверную систему с повтор-
ными вызовами ›, в которой обслуживают-
сяM классов заявок. Заявки k-го класса поступают
в систему в соответствии с пуассоновским пото-
ком с параметром λk, k = 1, . . . ,M . Если заявка
застает сервер пустым, то она немедленно обслу-
живается, в противном случае, если сервер занят,
заявка уходит на k-ю орбиту бесконечного объема,
образуя очередь в порядке поступления на орбиту,
k = 1, . . . ,M . Первая в очереди на k-й орбите заявка
производит независимые попытки присоединиться
к обслуживанию на сервере через экспоненциаль-
ное время ηk. Интенсивность вызовов с орбиты
не зависит от размера орбиты (т. е. от числа заявок
на орбите), но может зависеть от класса орбиты k.
Такие системы называют системами с постоянной
интенсивностью вызовов.

Обозначим через tn момент прихода n-й заявки
в общий пуассоновский входной поток (образован-
ный суперпозицией M входных потоков, t1 = 0),
Sn(k)— время обслуживания n-й заявки k-го клас-
са, k = 1, . . . ,M , n ≥ 1. Пусть последовательность
независимых одинаково распределенных (н. о. р.)
интервалов между приходами заявок {Tn := tn+1 −

− tn, n ≥ 1} и последовательность времен обслу-
живания {Sn(k), n ≥ 1} независимы для каждого
k-го класса. Предположим, что интервалы меж-
ду приходами заявок с (непустой) k-й орбиты ηk

распределены показательно и не зависят от раз-
мера орбиты (числа заявок на k-й орбите). Время
обслуживания заявок k-го классаS(k) имеет произ-
вольное распределение с функцией распределения
(ф. р.) FS(k), k = 1, . . . ,M . (Далее в обозначениях
опускаем индекс номера заявки.) Обозначим

λ =

M∑

k=1

λk; ρk = λkES(k); ρ =

M∑

k=1

ρk.

Пусть W (t) есть незавершенная работа в момент
времени t−, и предположим, что система в началь-
ный момент времени пуста: W (0) = 0. Обозначим
Wn =W (tn), n ≥ 1. Известно [15], что неравенство

ρ+ max
k=1,...,M

λ

λ+ ηk
< 1 (1)

служит достаточным условием стационарности сис-
темы. При таком условии существует предел

Wn ⇒W , n→ ∞

(где обозначим ⇒ сходимость по распределению).
Функция распределения FW стационарной неза-
вершенной работы W для исходной системы › не-
известна. С другой стороны, W служит важной
характеристикой качества обслуживания системы.
Ниже мы построим верхнюю и нижнюю грани-
цы FW , используя классические M/G/1 системы
с неограниченной очередью, в которых время об-
служивания представляется конечной смесью рас-
пределений.

Рассмотрим две новые системы: минорантную

систему ›(1) и мажорантную систему ›(2). (Далее
индекс (i) означает номер системы.) Входной поток
во все три системы — пуассоновский с параметромλ
(это суперпозиция входных потоков, образованных
заявками разных классов).

Пусть в минорантной системе›(1) время обслу-
живания S(1) = S задано конечной смесью распре-
делений вида

S =

M∑

k=1

I(k)S(k), n ≥ 1 , (2)

где I(k)— индикатор, такой что EI(k) = pk = λk/λ;
S(k)— время обслуживания заявки k-го класса. За-
метим, что система ›(1) представляет собой клас-
сическую (с дисциплиной обслуживания первым
пришел – первым обслужен) односерверную систе-
му типа M/G/1 с неограниченной очередью, в ко-
торой время обслуживания (2) является конечной
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смесью времен обслуживания заявок всех классов
исходной системы.

В мажорантной системе ›(2) — классической
односерверной системе типа M/G/1 с неограни-
ченной очередью — каждая заявка обслуживается
на сервере в течение времени S, заданного соотно-
шением (2), плюс время ξ0, имеющее показательное
распределение с параметром

µ0 = min
1≤k≤M

(λ+ ηk),

т. е. S(2) = S + ξ0. Таким образом, случайная ве-
личина (с. в.) ξ0 соответствует самой «медленной»
орбите (с наибольшими интервалами между по-
пытками). Заметим, что мажорантная система ›(2)

имеет другой коэффициент загрузки,

ρ(2) = λES +
λ

µ0
= ρ+

λ

µ0
,

и условие стационарности (1) для нее принимает
вид:

ρ(2) < 1.

В работе [11] доказана следующая теорема, в ко-
торой даны верхняя и нижняя границы незавершен-
ной работы W в исходной системе с повторными
вызовами ›.

Теорема 1. Пусть системы›(1), ›(2) и› в начальный

момент времени пустые, т. е.

W
(1)
1 =W1 =W

(2)
1 = 0 .

Тогда при выполнении условия (1) стационарные вре-

мена незавершенной работы стохастически упорядо-

чены:
W (1) ≤

st
W ≤

st
W (2), (3)

где W (1) ≤st W означает FW (1)(x) ≤ FW (x) для

любого x ≥ 0, FW (1)(x) = 1− FW (1) (x).

В следующем разделе применим данный резуль-
тат для системы, в которой M классов заявок, име-
ющих показательное распределение времени об-
служивания.

3 Границы незавершенной
работы W в системе
с показательным
обслуживанием разных классов

Пусть в исходной системе с повторными вы-
зовами › времена обслуживания k-го класса S(k)
имеют показательное распределение с ф. р.

FS(k)(x) = 1− e−µkx, x ≥ 0 , µk > 0 . (4)

В качестве минорантной системы ›(1) рас-
смотрим систему с неограниченной очередью
M/HM/1, в которой времена обслуживания S(1) =
= S имеют гиперэкспоненциальное распределение
(представляютсяM-компонентной смесью показа-
тельно распределенных с. в. S(k)) с ф. р.

FS(1)(x) = 1−
M∑

k=1

pke
−µkx, µk > 0 ,

pk ≥ 0 , k = 1, . . . ,M,

M∑

i=k

pk = 1 .

Обозначим коэффициент загрузки ρ(1) =
=
∑M

k=1 λpk/µk в системе ›(1). Поскольку

ρ(1) ≤ ρ+
λ

µ0
,

то, если условие стационарности (1) выполнено,
система ›(1) также стационарна.

Рассмотрим преобразование Лапласа–Стилть-
еса:

ψSe
(z) =

∞∫

0

e−zt dFSe
(t),

где FSe
– так называемый интегрированный хвост

распределения с плотностью

fSe
(x) =

1

ES
FS(x), x ≥ 0 .

Распределение FSe
соответствует распределе-

нию стационарного перескока процесса восстанов-
ления, формируемого последовательностью н. о. р.
времен обслуживания {Sn} [16].

В работе [11] доказано, что преобразование
Лапласа–Стилтьеса стационарной незавершенной
работы W (1) выражается через преобразования
Лапласа–Стилтьеса компонент смеси времен об-
служивания в следующем виде:

ψW (1)(z) =
1− ρ

z

(
1− ρ

∑M

k=1
(ρk/ρ)ψSe(k)(z)

) =

=
1− ρ

z

(
1−

∑M

k=1
ρkψSe(k)(z)

) . (5)

Преобразование Лапласа–Стилтьеса для пока-
зательного распределения хорошо известно:

ψSe(k)(z) =
µk

µk + z
.
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Подставляя его в соотношение (5), получим

ψW (1)(z) =
1−

∑M

k=1
λk/µk

z

(
1−

∑M

k=1
λk/(µk + z)

) .

Применяя формулу Полачика–Хинчина, полу-
чим среднюю стационарную незавершенную рабо-
ту в системе ›(1) в виде:

EW (1) =
λE(S(1))2

2(1− ρ(1))
=

∑M

k=1
ρ2k + ρ

2

2λ(1− ρ)
. (6)

Рассмотрим теперь мажорантную систему ›(2),
время обслуживания в которой равно сумме с. в. S
с гиперэкспоненциальным распределением (4)
и с. в. ξ0, т. е. S(2) = S+ξ0. Обозначим для простоты
µ0 = min1≤k≤M (λ+ ηk), и пусть с. в. ξ0 имеет пока-
зательное распределение с параметром µ0. Условие
стационарности в такой системе совпадает с (1).

Известно [11], что в системе ›(2) преобразова-
ние Лапласа–Стилтьеса для стационарной незавер-
шенной работы W (2) имеет следующий вид:

ψW (2)(z) =

(
1− ρ− λ

µ0

)/(
z

(
1−

− µ0
µ0 + z

(
M∑

k=1

ρkψSe(k)(z) +
λ

µ0

)))
. (7)

Подставив ψSe(k)(z) = µk/(µk + z) в (7), получим

ψW (2)(z) =

(
1−

M∑

k=1

λk

µk
− λ

µ0

)/(
z

(
1−

− µ0
µ0 + z

(
M∑

k=1

λk

µk + z
+

λ

µ0

)))
.

Аналогично формуле (6) можно получить среднюю
стационарную незавершенную работу

EW (2) =
λE

(
S(2)

)2

2
(
1− ρ(2)

) =

=

µ20

(
ρ2 +

∑M

k=1
ρ2k

)
+ 2λ(λ+ ρµ0)

2λµ0(µ0 − ρµ0 − λ)
. (8)

Из теоремы 1 следует, что стационарные време-
на незавершенной работы стохастически упорядо-
чены:

W (1) ≤
st
W ≤

st
W (2),

а следовательно, их математические ожидания так-
же упорядочены [17]:

EW (1) ≤ EW ≤ EW (2).

Действительно, легко проверить, что

EW (2) =
λE

(
S(2)

)2

2(1− ρ(2))
=

=
µ20λE(S(1))2 + 2λ(λ+ ρµ0)

µ202(1− ρ(1))− 2λ2µ0
≥ EW (1).

4 Численный эксперимент

В качестве примера рассмотрим систему с по-
вторными вызовами › с тремя классами заявок
(M = 3), в которую поступает пуассоновский по-
ток с интенсивностью λ = 10. Пусть p1 = 1/2,
p2 = 1/3, p3 = 1/6, µ1 = 10, µ2 = 30 и µ3 = 60. Бу-
дем полагать, что ηk принимают значения η1 = 50,
η2 = 100 и η3 = 150.В этом случае µ0 = λ+ η1 = 60,
коэффициенты загрузки равны

ρ(1) = ρ =

3∑

k=1

λpk

µk
=
23

36
; ρ(2) = ρ+

λ

µ0
=
29

36
< 1

и условие стационарности (1) выполнено. По фор-
мулам (6)–(8) находим математические ожидания
EW (1) ≈ 0,093 и EW (2) ≈ 0,106.

Рассмотрим минорантную систему ›(1), в кото-
рой время обслуживания имеет гиперэкспоненци-
альное распределение

FS(x) =

3∑

k=1

pke
−µkx.

Для такой классической системы M/G/1 в рабо-
те [14] получено распределение числа клиентов
в системе в стационарном режиме N (1) в следу-
ющем виде:

π∗
n = P

{
N (1) = n

}
=

3∑

k=1

βk(rk)
n,

где параметры βk и rk вычислены и равны

β1 = 0,040; β2 = 0,075; β3 = 0,245;

r1 = 0,146; r2 = 0,268; r3 = 0,711.

В работе [14] с помощью результата [18] получе-
но стационарное распределение времени пребывания

клиента в системе V (1) с хвостом ф. р. вида

FV (1)(x) =

3∑

k=1

γke
−θkx,
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где коэффициенты γk и параметры θk для исходных
параметров равны

γ1 = 0,047; γ2 = 0,103; γ3 = 0,850;

θ1 = 58,633; θ2 = 27,307; θ3 = 4,059.

При этом в утверждении теоремы 3 из работы [14]
было ошибочно указано, что

∑3
k=1 γk = 1 − ρ(1)

(что было бы верно, если бы распределение F
(1)
V

соответствовало времени ожидания). На самом деле
легко проверить, что

∑3
k=1 γk = 1. Для исправления

этой неточности повторим вывод, получив выраже-
ние для стационарного времени ожидания в системе
(что соответствует незавершенной работе в системе
в момент прихода клиента). Заметим, что π∗

n+1 есть
стационарная вероятность наблюдать n клиентов
в очереди, т. е.

P{Q(1) = n} = π∗
n+1,

где Q(1) есть число клиентов в очереди в стационар-
ном режиме.

Вычислив производящую функцию вероятно-
стей π(z) для Q(1), получим

π(z) =

∞∑

n=0

znπ∗
n+1 =

3∑

k=1

βk

z

∞∑

n=1

(rkz)
n =

=

3∑

k=1

βk

z

(
1

1− rkz
− 1
)
=

3∑

k=1

βkrk
1− rkz

.

C другой стороны, производящая функция ста-
ционарной очереди π(z) и преобразование Лапла-
са–Стилтьеса для стационарного времени ожида-
ния ψW (1)(z) связаны формулой:

π(z) =

∞∑

n=0

∞∫

0−

zne−λx (λx)
n

n!
dFW (1) (x) =

=

∞∫

0−

e−(λ−λz)x dFW (1)(x) =

= ψW (1)(λ− λz) +
(
1− ρ(1)

)
,

где FW (1)(0) = (1 − ρ(1)) — скачок ф. р. в нуле.
Сделав замену переменной s = λ− λz, получим

ψW (1)(s) =

3∑

k=1

βkrk
1− rk(1− s/λ)

=

3∑

k=1

βkrk
1− rk

θk

θk + s
,

где, как и в работе [14],

θk =
λ(1− rk)

rk
.

Функции распределения в нижней ›(1) (1), исходной
› (2) и верхней ›(2) (3) системах при λ = 10, p1 = 1/2,
p2 = 1/3, p3 = 1/6, µ1 = 10, µ2 = 30, µ3 = 60, η1 = 50,
η2 = 100 и η3 = 150

Таким образом, ψW (1) соответствует взвешенной
сумме показательных распределений. Отметим при
этом, что, в отличие от [14], коэффициенты смеси
имеют вид:

�γk =
βkrk
1− rk

.

Таким образом,

FW (1)(x) =

3∑

k=1

�γke
−θkx +

(
1− ρ(1)

)
, (9)

где �γ1 = 0,007, �γ2 = 0,027 и �γ3 = 0,604. Заметим,
что

∑3
k=1 �γk = ρ

(1) ≈ 0,638 < 1.
Воспользуемся выражением (9) для построения

ф. р. в системе ›(1), а для построения оценок в ис-
ходной › и верхней ›(2) системах воспользуемся
имитационным моделированием. Построим гра-
фики (эмпирических) ф. р. для незавершенной ра-
боты в трех системах. Как видно на рисунке, сто-
хастический порядок (3) для стационарных времен
ожидания выполнен, что и следовало ожидать.

5 Заключение

В работе показано, что для исходной системы
с повторными вызовами можно построить мино-
рантную и мажорантную системы так, что стацио-
нарная незавершенная нагрузка во всех трех систе-
мах будет стохастически упорядочена. Численный
эксперимент для системы с показательными вре-
менами обслуживания подтверждает теоретические
выводы. При этом в качестве примера рассмотрены
такие параметры (как в работе [14]), для которых
получена ф. р. стационарного времени ожидания
в явном виде в минорантной системе.
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МОДЕЛИ СОВМЕСТНОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ ТРАФИКА eMBB

И URLLC НА ОСНОВЕ ПРИОРИТЕТОВ В ПРОМЫШЛЕННЫХ

РАЗВЕРТЫВАНИЯХ 5G NR∗

Д. В. Иванова1, Е. В. Маркова2, С. Я. Шоргин3, Ю. В. Гайдамака4

Аннотация: Технология радиодоступа 5G NR способна осуществлять одновременную поддержку как
сверхнадежной доставки с малой задержкой (Ultra-Reliable Low Latency Communication, URLLC), так
и расширенного мобильного широкополосного доступа (enhanced Mobile Broadband, eMBB). Из-за
критических требований к задержке и надежности, предъявляемых при предоставлении услуг двух классов
обслуживания, возникает необходимость введения приоритетов. В статье рассмотрена промышленная
среда, в которой производственное оборудование при управлении движением и синхронизации работы
генерирует URLLC-трафик, а при удаленном мониторинге — eMBB-трафик. Предложена модель
с приоритетным обслуживанием на базовой станции (БС) с прямой связью между устройствами (device-
to-device, D2D) и без нее. Полученные численные результаты показывают, что введение приоритетов
позволяет эффективно изолировать трафик URLLC и eMBB. При этом стратегия с поддержкой D2D,
в которой БС явно резервирует ресурсы для прямой связи, значительно превосходит по показателям
качества обслуживания стратегии, в которых явное резервирование не используется, а также стратегию,
в которой весь трафик проходит через БС.

Ключевые слова: 5G; NR (New Radio); D2D; URLLC; eMBB; управление ресурсами; приоритетное
обслуживание
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1 Введение

Мобильные системы пятого поколения (5G), ха-
рактеризующиеся высокими требованиями к каче-
ству обслуживания, разработаны с учетом стреми-
тельного роста числа новых приложений. Помимо
классических сценариев использования техноло-
гия 5G NR (New Radio) обещает поддержку в сфере
промышленной автоматизации таких приложений,
как совместное управление мобильными робота-
ми, синхронизация, позиционирование, сервисы
дополненной реальности, а также обслуживание на
основе технологий телеприсутствия [1].

Системы, управляющие движущимися элемен-
тами производственного оборудования, требуют
сверхнадежной доставки с низкими задержками
(URLLC). В то же время для видеонаблюдения тре-
буется расширенный мобильный широкополосный
доступ (eMBB). Таким образом, БС NR должны
поддерживать предоставление услуг двух классов
обслуживания eMBB и URLLC одновременно. Ме-
ханизмы их отдельной поддержки на БС NR в мил-

лиметровом диапазоне (mmWave) широко исследо-
ваны (см., например, [2–4] для eMBB и [5, 6] для
URLLC). Однако в области совместной поддержки
исследования практически не проводились.

В статье исследованы три схемы (страте-
гии) одновременного предоставления услуг eMBB
и URLLC с реализацией явного приоритета [7]:
(1) базовая стратегия — передача трафика через
БС NR; (2) стратегия D2D-aware — использование
D2D для передачи с полной координацией через
БС (дополнительная интерференция не создается);
(3) стратегия D2D-unaware — использование D2D
без координации через БС (уменьшает задержку,
но создает дополнительную интерференцию). Для
построения и анализа модели использованы мето-
ды стохастической геометрии и теории массового
обслуживания [8].

2 Системная модель
Рассмотрим модель развертывания 5G NR

в промышленной среде, например на автомати-

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-79-10053.
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Модели совместного обслуживания трафика eMBB и URLLC на основе приоритетов в развертываниях 5G NR

Рис. 1 Рассматриваемый сценарий развертывания: 1 — передача от камеры до БС; 2 — D2D-передача с координацией
через БС; 3 — прямая D2D-передача; 4 — заблокированная D2D-передача; 5 — зона покрытия рассматриваемой БС

зированном заводе с несколькими производствен-
ными линиями (рис. 1). Автоматизация производ-
ства предполагает регулярный мониторинг процес-
са с помощью расположенных на станках датчиков
с контролем посредством камер видеонаблюдения.
Предположим, что БС NR монтируются на потол-
ке на высоте hA, образуя пуассоновский точечный
процесс с плотностью χ БС/м2. Пользователь-
ское оборудование, состоящее из датчиков и ка-
мер, расположено на высоте hU в узлах регулярной
сетки с шагом l м. Ширина полосы пропуска-
ния каждой БС составляет W Гц, что соответствует
емкости соты сети связи C условных единиц ре-
сурса.

Датчики, связанные с автоматизированным
оборудованием, генерируют потоковый трафик,
соответствующий URLLC-услуге и характеризу-
ющийся гарантированной скоростью передачи дан-
ных c1 ≥ 1. Эластичный трафик, соответствующий
eMBB, характеризуется минимальной скоростью
cmin2 ≥ 1 и генерируется видеокамерами, использу-
ющимися для удаленного мониторинга. Известна
средняя интенсивность генерации запросов на пе-
редачу данных от датчиков и камер λi, а также сред-
няя длительность сессий по передаче данных µ−1

i ,
i = 1, 2. Объем ресурса для обслуживания запроса
URLLC через БС b1,B и в режиме D2D b1,D, а также
объем ресурса для обслуживания запроса eMBB bmin2
зависит от плотности БС и рассчитывается по фор-
мулам:

bmin2 =
cmin2

E[Se,B]
; b1,B =

c1
E[Se,B]

; b1,D =
c1

E[Se,D]
,

гдеE[Se,B ]— средняя спектральная эффективность
при передаче трафика через БС, а E[Se,D] — при
D2D-передаче.

Рассчитаем среднюю спектральную эффектив-
ность для разных схем обслуживания. Плотности
вероятности расстояний D между двумя случайно
выбранными пользовательскими устройствами иB
от случайно выбранного устройства до БС опреде-
ляются как [10]

fB(x) =
2x

rN
;

fD(x) =
2x

r2N

[
2

π
cos−1

(
x

2rN

)
− x

rNπ

√

1− x2

4r2N

]
.

Далее воспользуемся моделью распространения
и блокировки сигнала, рассмотренной в [9]. Эф-
фективный радиус покрытия rN определяется как
min(rN,S , rN,V ), где rN,S — максимально возможное
расстояние между пользовательским оборудовани-
ем и БС NR; rN,V — половина расстояния между
БС NR.

Отношение сигнала к шуму (SNR) на приемни-
ке, расположенном на расстоянии x от БС

S(x) =
PUGAGU

N0W +MI
x−ζ ,

где PU — излучаемая мощность; GA и GU — ко-
эффициент усиления антенны на базовой станции
и на пользовательском оборудовании соответствен-
но; N0 — спектральная плотность мощности шума;
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MI — средняя мощность помех; ζ — коэффициент
распространения. Тогда

E[Se,B] =

rN∫

0

fB(x) log2[1 + S(x)] dx ;

E[Se,D] =

2rN∫

0

fD(x) log2[1 + S(x)] dx .

Для расчета вероятности блокировки D2D-пе-
редачи сначала найдем pB,1(x) — вероятность то-
го, что путь прямой видимости длиной x между
двумя устройствами перекрывается одним станком.
Воспользуемся методами интегральной геометрии
и получим вероятность перекрытия [11]:

pB,1(x) =

=
2w(πw + 4x)(1− κ)

π(2πr2N − 4r2N sin−1(x/(2rN ))− x
√
4r2N − x2)

,

гдеκ— прозрачность пользовательского оборудова-
ния;w— ширина пользовательского оборудования.
Согласно рассматриваемой модели, максимальное
число станков NR, находящихся в зоне покрытия
БС NR, можно найти с помощью аппроксимации
задачи о круге Гаусса.

Общее число станков имеет биномиальное рас-
пределение с параметрами NR и ν (вероятность
нахождения станка в точке сетки). Таким обра-
зом, вероятность того, что путь прямой видимости
заблокирован, имеет вид:

pB(x) =

=

NR∑

j=1

(
NR

j

)
νj(1− ν)NR−j [1− (1− pB,1(x))]

j
.

Тогда искомая вероятность блокировки будет рас-
считываться как

pB =

2rN∫

0

fD(x)pB(x) dx.

3 Математическая модель

Функционирование рассматриваемой системы
описывает двумерный марковский случайный про-
цесс (N1(t), N2(t)), t ≥ 0, где Ni(t), i = 1, 2, — слу-
чайное число обслуживаемых системой запросов
типа i в момент t. Обозначим максимальное число
запросов на предоставление услуг URLLC (запро-
сы 1-го типа) и eMBB (запросы 2-го типа), которое

может находиться в системе, N1 = ⌊C/b1⌋ и N2 =
= ⌊C/bmin2 ⌋ соответственно, тогда ni = 0, . . . , Ni —
число обслуживаемых системой запросов типа i,
i = 1, 2. Состояние системы описывает двумерный
вектор n = (n1, n2) над пространством состояний

X =

=
{
(n1, n2) : n1 ≥ 0, n2 ≥ 0, n1b1 + n2bmin2 ≤ C

}
.

Обозначим через

k(n1) =

⌊
C − n1b1

bmin2

⌋

максимальное число запросов на предоставление
услуги eMBB, которое может быть принято в сис-
тему, когда в ней уже обслуживаются n1 запросов
на предоставление услуги URLLC. При этом чис-
ло единиц ресурса, выделяемое для обслуживания
каждого запроса на предоставление услуги eMBB,
может меняться в зависимости от состояния сис-
темы:

b2 (n1, n2) =

⌊
C − n1b1

n2

⌋
≥ bmin2 .

Сформулируем правила приема и обслуживания
запросов:

– если число обслуживаемых системой запросов
типа i меньше максимально возможного числа
запросов данного типа Ni и число свободных
единиц ресурса, доступных для данных запро-
сов, не меньше b1 и bmin2 для 1-го и 2-го типа
соответственно, то поступающий в систему за-
прос будет принят на обслуживание;

– если число обслуживаемых системой запросов
на предоставление услуги URLLC меньше мак-
симально возможного числа запросов данного
типа N1, число свободных единиц ресурса, до-
ступных для запросов данного типа, меньше b1,
а число обслуживаемых запросов на предостав-
ление услуги eMBB не меньше 1, то поступа-
ющий запрос на предоставление услуги URLLC
будет принят на обслуживание за счет прерыва-
ния обслуживания q(n1, n2) = ⌈(b1−C+(n1b1+
+ n2b

min
2 ))/b

min
2 ⌉ запросов eMBB;

– в противном случае поступающие в систему за-
просы будут заблокированы.

На основе сформулированных правил составим
диаграмму интенсивностей переходов (рис. 2).

Стационарное распределение вероятностей со-
стояний системы p(n),n ∈ X, может быть получе-
но путем численного решения системы уравнений
равновесия

pTA = 0T; pT1 = 1 ,

где A — инфинитезимальная матрица, элементы
которой определяются следующим образом:
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Рис. 2 Диаграмма интенсивностей переходов для центрального состояния

a (n,n′) =

=





λ1, n′ = n+ e1,

n1 < N1, b1(n1 + 1) + b
min
2 n2 ≤ C,

или n′
1 = n1 + 1, n

′
2 = n2 − q(n1, n2),

n1 < N1, n2 > 0,

b1(n1 + 1) + b
min
2 n2 > C ;

λ2, n′ = n+ e2,

n2 < N2, b1n1 + b
min
2 (n2 + 1) ≤ C ;

n1µ1, n
′ = n− e1, n1 > 0 ;

n2µ2, n
′ = n− e2, n2 > 0 ;

φ, n′ = n ;

0 в ином случае;

φ = −
[
λ1I{n1 < N1, b1(n1 + 1) + b

min
2 n2 ≤ C}+

+ λ1I{n1 < N1, n2 > 0, b1(n1 + 1) + b
min
2 n2 > C} +

+ λ2I{n2 < N2, b1n1 + b
min
2 (n2 + 1) ≤ C} + n1µ1 +

+ n2µ2] ,

где I{x} — индикаторная функция.
Рассчитав распределение вероятностей p(n),

можно вычислить основные показатели эффек-
тивности модели: вероятность потери URLLC-за-
просов

B1 =

k(N1)∑

n1=0

p(N1, n1) ;

вероятность потери eMBB-запросов

B2 =

N1∑

n1=0

p(n1, k(n1)) ;

вероятность прерывания обслуживания eMBB-за-
проса

š =

N1−1∑

n1=0

k(n1)∑

n2=k(n1+1)+1
k(n1) 6=k(n1+1)

λ1p(n1, n2)
/
(λ1 +

+ λ2I{n2 < k(n1)}+ n1µ1 + n2µ2) .

4 Численные результаты

Для проведения численного эксперимента ис-
следуем вероятность потери запроса на передачу
данных, представленную как функцию от плот-
ности пользовательского оборудования (вероят-
ности наличия станка в точке сетки) ν и от мини-
мальной скорости передачи данных cmin2 на рис. 3.

На рис. 3, а, где c1 = 2Мбит/с, cmin2 = 1Мбит/с,
GA = 16 × 4, GU = 4 × 4, ξ = 5 · 10−4, µ1 = 103
и µ2 = 1/120, можно увидеть, что увеличение ν
приводит к росту вероятности потери. Очевид-
но, что базовая стратегия, в которой все запро-
сы проходят через БС, характеризуется постоянной
вероятностью потери запросов на предоставление
услуг eMBB и URLLC. В свою очередь, стратегия
D2D-aware характеризуется меньшей вероятностью
потери запросов на передачу трафика URLLC, ко-
торая не превышает 10−5. Рассматривая страте-
гию D2D-unaware, отметим, что преимущества от
использования прямой передачи данных незначи-
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Рис. 3 Вероятность потери запроса в зависимости от плотности ν (a) и скорости cmin2 (б): 1 — базовая стратегия; 2 —
стратегия D2D-aware; 3 — стратегия D2D-unaware; пустые значки — URLLC; залитые значки — eMBB

тельны, поскольку неконтролируемая интерферен-
ция отрицательно влияет на передачу в дополнение
к вероятности потери запросов из-за нехватки ре-
сурсов, что в условиях высокой нагрузки может
оказаться критичным.

Результаты показывают, что передача eMBB-
трафика оказывает влияние на обслуживание
URLLC-трафика. На рис. 3, б, где ν = 0,5, про-
иллюстрирована зависимость вероятности потери
запросов на передачу данных от минимальной тре-
буемой скорости передачи eMBB-трафика. Таким
образом, обслуживание на основе приоритетов эф-
фективно в том случае, когда требования к запро-
сам на предоставление услуги eMBB растут, так
как вероятность потери запроса на предоставление
услуги URLLC при этом сохраняется практически
неизменной. Предлагаемый метод на основе при-
оритетов гарантирует, что обслуживание запросов
на предоставление услуги URLLC будет защищено
от потенциально изменяющейся нагрузки, созда-
ваемой запросами на предоставление услуги eMBB.
В данном случае также наблюдается превосходство
стратегии D2D-aware над другими стратегиями для
любых рассматриваемых значений cmin2 .

5 Заключение

В статье предложена модель одновременной
поддержки услуг двух классов обслуживания —
eMBB и URLLC, основанная на реализации яв-
ного приоритета. Для трех рассмотренных схем
передачи трафика на примере развертывания сис-
темы на автоматизированном предприятии прове-
дена оценка ключевых вероятностных характери-
стик, в частности вероятности потери запросов на
передачу данных, на основе которой сделан вывод

о наиболее эффективной стратегии совместного об-
служивания.
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МОДЕЛИ УЧЕТА ВЛИЯНИЯ СТАТИСТИЧЕСКИХ

ХАРАКТЕРИСТИК ТРАФИКА ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СЕТЕЙ

НА ЭФФЕКТИВНОСТЬ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ СРЕДСТВАМИ

МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ

С. Л. Френкель1, В. Н. Захаров2

Аннотация: Статья представляет собой попытку некоторого упорядочения и категоризации огромного
потока публикаций по современным методам, техникам и моделям прогнозов данных различной при-
роды с точки зрения их применимости для прогнозирования трафика в вычислительных сетях (ВС).
Указанное упорядочение выполняется в рамках предложенной концептуальной модели (КМ) алгоритмов
прогнозирования. В рамках этой КМ выделены характеристики как моделей трафика ВС, так и методов
управления трафиком, которые явно или неявно могут быть используемы в современных программных
инструментах предсказания. Показано, что анализ таких вероятностных аспектов описания данных, как
наличие существенной нестационарности, некоторых нелинейных эффектов в моделях данных, а так-
же специфики законов распределения данных, позволяет воздействовать на эффективность обучения
предикторов.

Ключевые слова: сетевой трафик; вероятностные модели прогнозирования
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1 Введение

Значительные успехи в развитии систем прогно-
зирования, достигнутые в рамках работ по машин-
ному обучению (МО), прежде всего на базе нейрон-
ных сетей, не устраняют тем не менее трудности их
использования. Среди многих причин этого можно
указать также на то, что современные методы МО
не учитывают некоторые математические свойства
предсказываемых случайных данных. Это происхо-
дит вследствие того, что в системах МО формиро-
вание прогноза значений по обучающим выборкам
данных часто выполняется как поиск внутренних
закономерностей и связей без использования ка-
ких-либо математических вероятностных моделей
данных. Это относится и к методам, использующим
явные математические модели связи прогнозиру-
емого значения в будущем, такие как методы ли-
нейной, полиномиальной или экспоненциальной
регрессии [1], но не учитывающим математические
свойства входных данных, например автокорреля-
ционные. Эти обстоятельства часто дополняются
непрозрачностью преобразования входных данных
в пространство признаков (features), например в ал-
горитмах глубокого обучения (deep learning) [1], что
затрудняет априорную оценку влияния на результат
тех или иных свойств входных данных.

Статья представляет собой анализ публикаций
по современным методам прогнозирования поведе-
ния вычислительных сетей, основанных на исполь-
зовании программных инструментов прогнозиро-
вания (ИП) МО, в котором основное внимание
уделяется способам учета влияния характеристик
прогнозируемых данных на эффективность про-
гноза трафика с учетом математических свойств
моделей предсказания.

Для структуризации огромного массива публи-
каций по современным методам, техникам и мо-
делям прогнозов, на котором выполнен дан-
ный анализ, предлагается классификация моделей
предсказания, используемых в современных про-
граммных МО, с использованием предложенного
в [2] обобщенного представления концептуальной

модели задачи предсказания, широко используемо-
го в практике больших данных и программной ин-
женерии. Концептуальная модель — это набор «то-
чек зрения» об элементах и целях моделируемой
системы, а также отношений между ними, выра-
женных в терминах той или иной теории [3].

В статье дается классификация подходов к зада-
че предсказания [2], выделяются основные ее эле-
менты, дается общая характеристика задачи пред-
сказания поведения ВС на основе инструментов
МО, отмечается связь задачи предсказания будущих

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, fsergei51@gmail.com
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vzakharov@ipiran.ru
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значений временн‚ого ряда с общей задачей МО [4]
(разд. 2). Формулируются требования к математи-
ческим моделям предсказания (разд. 3). Анализи-
руется влияние вероятностных свойств случайных
временн‚ых рядов на эффективность предсказания,
в частности возможность предсказания без точного
знания вероятностных распределений предсказы-
ваемых данных (разд. 4). Показано, что ряд ха-
рактеристик отражает нелинейную связь прошлых
и будущих значений временн‚ых рядов, моделиру-
ющих трафик, поэтому рассматриваем нелинейные
алгоритмы предикторов (разд. 5).

2 Постановка задачи
предсказания

Хотя вероятностные модели предсказания слу-
чайных последовательностей, рядов и процессов
имеют более чем восьмидесятилетнюю историю
(Колмогоров, Винер [5]), интенсивные исследо-
вания в этой области продолжаются до сих пор. Это
связано с огромным разнообразием задач, с кото-
рыми сталкиваются при обработке больших мас-
сивов данных. Для этих задач могут требовать-
ся различные критерии точности предсказания,
различные модели данных, различные требования
к времени (оперативности) получения прогноза.
Например, для многих задач предсказания зна-
чений финансовых индексов используется крите-
рий минимума среднеквадратичной ошибки (MSE,
mean squared error) предсказанных данных отно-
сительно истинных значений (на которой осно-
ваны критерий Колмогорова–Винера и его мно-
гочисленные линейные модификации). Но этот
критерий заведомо не подходит, когда требуется
предсказать знак приращения. В одних задачах
вполне разумно использовать в качестве критерия
эффективности предсказания некоторые усреднен-
ные по большим прошлым выборкам значения,
в других нужны локальные оценки. Есть алгоритмы
предсказания, которые используют числовые (из-
меряемые) данные без каких-либо предположений
об их статистических и вероятностных свойствах
(например, нейронные сети [1]), а есть неявно рас-
сматривающие данные как выборку из нормального
стационарного процесса [1] или марковской после-
довательности [6]. В [2] была обоснована класси-
фикация подходов к задаче предсказания, которой
будем пользоваться в дальнейшем:

– математическая задача оценки неизвестных
условных распределений вероятности (теоре-
тико-вероятностный);

– математическая задача выбора оптимального
решения (DM, decision making);

– алгоритмическая задача управления.

В теоретико-вероятностном подходе [7] задача
предсказания состоит в следующем: пусть в мо-
мент времени t выполнена, по реализации процес-
са x1, x2, . . . , xt, рассматриваемого (здесь и в даль-
нейшем) как временной ряд [8], оценка условных
вероятностей γ(xt+1|x1, x2, . . . , xt) того, что в мо-
мент t + 1 увидим значение, которое предсказыва-
ем. Чем точнее (в принятой метрике) эта оценка,
тем лучше прогноз. Математическая модель оценки
γ(xt+1|x1, x2, . . . , xt), как и сама условная вероят-
ностьγ( ), называется в литературе предиктором ]7].

Предикторами наряду с γ( ) также называют
программные продукты (например, некоторые мо-
дули облачных MS AWS Azure ML, Google Cloud ML
и т. д.), которые используются для предсказания.

В DM-постановке формулируется следующая
задача предсказания с учетом требования эф-
фективности (точности) прогноза: для заданного
пространства стратегий B возможных предсказы-
ваемых значений X и функции потерь l(b, x), b ∈
∈ B, x ∈ X, выбрать как предсказываемое следу-
ющее значение�bt при знании прошлых состояний
x1, . . . , xt−1 так, чтобы общие потери от ошибки
предсказания («проигрыш») были бы асимптотиче-
ски близки к проигрышу, полученному наилучшей
фиксированной стратегией, известной апостериор-
но после просмотра всей последовательности x =
= x1, . . . , xt−1, т. е. предсказанное �bt должно ми-
нимизировать возможные апостериорные потери.
Стратегия представляет собой функцию, возвра-
щающую выходной вектор y для каждой последо-
вательностиx в соответствии с функцией условного
распределения P (y|) (или γ( )) [7, 9].

Третья постановка задачи прогнозирования,
которую назовем алгоритмической моделью пред-

сказания, состоит в использовании различных
концептуальных моделей получения прогноза, не
содержащих явно каких-либо основных элементов
математических моделей указанных выше двух
математических формулировок проблемы предска-
зания. Содержательно указанные концептуальные
модели лежат в основе входного языка описа-
ния задачи прогнозирования, в частности пара-
метров вызываемых функций из тех или иных
библиотек машинного обучения [1, 10, 11]. На-
пример, это может быть дерево поиска в извест-
ном предикторе eXtreme Gradient Boosting Regressor
(XGBRegressor) [11], если пользовательская кон-
цептуальная модель рассматривает процесс по-
строения прогноза некоторого процесса как поиск
приемлемого (по выбранному критерию эффектив-
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ности) предсказания среди набора возможных его
значений в фиксированной области данных. XGB
применяет к обучающему набору различные спо-
собы предсказания будущих значений временн‚ых
рядов. Это можно рассматривать как последова-
тельный поиск «моделей предсказания», улучша-
ющих прошлые результаты. Эти модели могут быть
разработаны на основе любых из указанных вы-
ше классов математических моделей, но во вход-
ном языке алгоритмической модели те или иные
параметры и переменные этих моделей никак не
присутствуют.

Поскольку предсказание выполняется по ко-
нечной выборке, естественной оценкой качества
для всех трех типов моделей служит некоторая ста-
тистическая оценка, которая зависит от статисти-
ческих характеристик данных, что должно быть от-
ражено в моделях предсказания.

3 Концептуальная модель
задачи предсказания

В ]2] предложена следующая обобщенная форма
представления концептуальной модели проблемы
предсказания:

FM = {Mθ
D(S),ML, FLM}. (1)

Здесь Mθ
D(S) — модель предсказания, определя-

емая типом данныхD (двоичные, действительные),
c вероятностной мерой θ на D и структурой S
на D, под которой понимается способ структу-
рирования данных типа D как входных перемен-
ных предиктора (например, разделение данных на
обучающую и тестовую выборку, скалярные либо
векторные данные и т. д.); ML — модель потерь
(«штрафов») от принятого предсказания с функ-
цией потерь L(XS , YS), где XS, YS ∈ D — соот-
ветственно наблюдаемые и предсказанные данные
со структурой S; FLM = {f1, . . . , fm} — множе-
ство предикторов, основанных на моделях Mθ

D(S)
и ML, т. е. способов вычисления оценки будущего
значения с распределением условной вероятности
предсказанного значения γ( ).

Предполагается, что предиктор fp, p = 1, . . . ,m,
всегда соответствует допустимой модели предсказа-
ния, т. е. все его входные данные и параметры могут
быть однозначно определены в рамках рассматри-
ваемой в данный момент модели.

FM позволяет представлять классы моделей со-
гласно типам предсказываемых данных, использу-
емым вероятностным мерам, функциям потерь при
принятии решений о приемлемости полученного

прогноза. При этом необходимость учета вероят-
ностных характеристик данных следует из сделан-
ного выше замечания о статистическом характере
оценки качества предсказания.

Пример 1.
Пусть θ = Prob (xi = 1) — вероятностная мера

Бернулли на D = {0, 1}n — множестве последо-
вательностей длиной n. С точки зрения (1) n —
это параметр структуры S для последовательности
Xt = {x1, x2, . . . , xi, . . . , xt−1, xt} ∈ D.

Рассмотрим последовательность нулей и еди-
ниц как последовательность независимых испыта-
ний Бернулли с функцией потерь «0/1loss» — меры
потерь пользователя предиктора от ошибок пред-
сказания, равной доле неправильных предсказаний
на последовательности длины n [6], т. е.

e— = E—

(
n∑

i=1

I (bt 6= xt)

n

)
, (2)

где — = Prob (xt = 1) — параметр распределения
Бернулли; I( )— индикаторная функция; bt и xt —
предсказанное и истинное значение соответствен-
но; E— означает математическое ожидание по рас-
пределению —.

Заметим, что формула (2) универсальна в том
смысле, что она не зависит от распределения на D.
В литературе критерии, подобные (2), называ-
ют критериями минимизации эмпирического риска

(ERM, empirical risk minimization) [9].
Можно рассмотреть следующий предиктор bt =

= f(xt−1), где f ∈ FLM и функция потерь опреде-
ляется как «оптимальное правило предсказания по
критерию минимума потерь по мере en» [6]:

bt =





1, если Prob (1) >
1

2
;

0, если Prob (1) <
1

2
,

(3)

а в случае Prob (0) = Prob (1) = 1/2 прогноз не
выполняется.

В этом случае, как легко видеть, средние потери
равны вероятности ошибки 1−— при— > 1/2, и—,
если— < 1/2, что можно выразить как

Lp = min (—, 1−—) .

Поскольку речь идет об использовании МО для
предсказания, рассмотрим, существует ли необхо-
димость трансформации сформулированной кон-
цептуальной модели предсказания для учета спе-
цифики МО.

Концептуальная модель машинного обучения. Од-
на из хорошо известных и используемых формали-
заций МО — концепция PAC, Probably Approximate-
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ly Correct, называемая так потому, что она оцени-
вает вероятность достижения заданной точности

классификации после обучения [4].
В PAC предсказание bt рассматривается как при-

нятие гипотезы h ∈ H, H — множество гипотез
о предсказываемом значении случайной на мно-
жестве данных X величины с неизвестным рас-
пределением, для которой целевая функция L вы-
числяет характеристики качества предсказанных
значений Y (меток [4]), по которым должен быть
выбран предиктор hS : X → Y , где S — конеч-
ная выборка из X, соответствующая структуре S
(которая может, например, определять, какие эле-
менты из X следует включать в выборку — см. при-
мер ниже). В предыдущих обозначениях принятие
гипотезы h означает выбор предиктора f , реали-
зующего предсказание некоторого значения из X .
Например, в таком инструменте МО, как линейная
регрессия, задача обучения может определяться на
подмножестве действительных чисел R для неко-
торого числа переменных (коэффициентов регрес-
сии) d при вычисленном предиктором f( ) наборе
известных наблюдаемых значенийY («меток» в тер-
минологии PAC) в обучающей выборке. Гипотеза
предсказания соответствует в этом случае поиску
линейной функции h, которая лучше всего аппрок-
симирует отношения между переменными X и Y
(например, объем трафика в зависимости от време-
ни и интенсивности атак).

Итак, оценка качества модели обучения требует
использования тех же математических инструмен-
тов (вероятностных мер, функций потерь) на мно-
жествах данных тех же типов, что и задача предска-
зания. При этом структуризация S может разделять
множество наблюдаемых данных на подмножества
обучения предиктора и его оценки (тестирования).
Поэтому концептуальная модель (1) покрывает так-
же аспект обучения.

Ниже приведен более сложный пример задания
и анализа влияния структуры S.

Пример 2.
Пусть в двоичной последовательности Бернулли

предсказание по правилу (3) делается с учетом то-
го, что k предшествующих предсказываемому мо-
менту t значений единичные. Если параметр —
(т. е. вероятность Prob (1)) неизвестен, то его оце-
нивают как долю успехов («единиц»)—n на некото-
рой конечной подпоследовательности длинойn и—
представляет собой математическое ожидание этой
оценки (на множестве таких n-подпоследователь-
ностей). В [12] показано, что условное математиче-
ские ожидание оценки —n при условии, что оценка
проводится по подпоследовательности, следующей
за указанными k единицами, меньше истинного

значения —. Это значит, что в рамках правила (3)
априорная оценка ошибки предсказания в момент,
следующий за указанными k успехами, при исполь-
зовании —n в качестве Prob(1) будет выше, чем
в отсутствие фиксации указанных k событий.

Таким образом, свойства структуры данных S
в модели (1) (в данном примере — наличие k вы-
деленных наблюдений) влияют на эффективность
прогноза. При этом незнание распределения дан-
ных D в (1) означает невозможность априорной
оценки точности предсказания при данном алго-
ритме предсказания. Поэтому необходима теоре-
тическая модель, позволяющая опираться не на
конкретные знания распределений, а на знания
о тех или иных свойствах распределений.

4 Влияние вероятностных
свойств случайных временных
рядов на эффективность
предсказания

Условное распределение предсказываемых дан-
ных γ( ) (предиктора) определяется статистической
зависимостью данных в прошлом и будущем (ли-
нейные или нелинейные модели, корреляционные
структуры) и стационарностью данных в том смыс-
ле, что некоторые вероятностные законы, управля-
ющие изменением данных во время наблюдения,
остаются неизменными, по крайней мере на обуча-
ющей выборке, по который должен быть сделан
прогноз. Например, для сильно коррелированных
временн‚ых рядов линейные регрессионные моде-
ли (например, ARIMA — autoregressive integrated
moving average [1]) дают лучший прогноз, чем в слу-
чае их слабой коррелированности. Иными сло-
вами, если при рассмотрении модельных свойств
временн‚ого ряда ограничиваться только корреля-
ционными свойствами последовательности и рас-
смотренная выше условная вероятность прогноза
γ(xt+1|x1, x2, . . . , xt) явно связана с коррелирован-
ностью (как это имеет место, например, для гаус-
совского распределения, когда коррелированность
эквивалентна независимости), то по степени корре-
лированности можно ожидать то или иное качество
предсказания линейным регрессионным предик-
тором.

Рассмотрим, какие из измеряемых характери-
стик процессов можно использовать для оценки
предсказуемости данных тем или иным предик-
тором. Согласно предложенной концептуальной
модели задачи предсказания (1), в которой инте-
грируются вероятностные модели как данных, так
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и принятия решения (через функцию потерь), рас-
смотрим следующие классы измеряемых характе-
ристик выборок случайных временн‚ых рядов, свя-
занных с вероятностными законами поведения:

– свойства автокорреляционных функций уда-
ленных по времени событий и определяемые
ими структурные свойства траекторий соответ-
ствующих процессов,

– нелинейность связей прошлых и будущих зна-
чений временн‚ых рядов,

– возможное влияние свойств тяжелых хвостов
распределений,

– оценки степени стационарности рассматрива-
емых временн‚ых рядов.

Автокорреляционные свойства данных и их вли-
яние на предсказуемость. Возможность предска-
зания по имеющимся данным, очевидно, зависит
от степени корреляционной связи между их значе-
ниями, соответствующими удаленным событиям.
Известной моделью такой зависимости, причем,
как показали многолетние исследования, наблю-
даемой в трафиках для многих реальных сетей [13,
14], является так называемое LRD-свойство (Long-
Range Dependence) случайного процесса. Времен-
ной ряд Xt, t ∈ Z, называется дальнозависимым

(LRD), если его ковариационная функция [14–16]

r(t) = E ((X0 − EX0)(Xt − EXt)) ∼ cγ |t|2−2H
при t → ∞ .

Здесь cγ > 0 — некоторая константа; H — показа-
тель Херста, который вычисляется как математиче-
ское ожидание:

H = lim
n→∞

E
[
R(n)

S(n)

]
,

где R(n) — диапазон (размах) накопленных от-
клонений первых значений от среднего значения
ряда, S(n) — стандартное отклонение, n — вели-
чина промежутка времени (число точек на отрезке
временн‚ого ряда).

Показатель ХерстаH характеризует время, отде-
ляющее друг от друга коррелированные (например,
сильнее, чем некоторое пороговое значение) отсче-
ты трафика.

Наиболее известная модель процесса с LRD —
модель дробного броуновского движения fBM (frac-
tal Brownian Movement) [16], которая обладает ука-
занной корреляционной функцией.

Естественно предположить, что прогнозирова-
ние трафика со свойствами LRD может быть до-
вольно эффективным (точным) с точки зрения ис-
пользуемой функции потерь (см. разд. 3), поскольку

информация о прошлом явно влияет на предска-
зываемое будущее. Существенно, что траектории
случайных процессов с такими свойствами облада-
ют «самоподобием», т. е. повторяемостью паттернов
в разных временн‚ых масштабах [10, 17]. Известно,
что это свойство наиболее сильно проявляется при
H ∈ (1/2, 1) [16, 18].

При этом важно, что при нестационарности
исходного дробного броуновского процесса (мо-
делирующего данный трафик с LRD-свойствами)
его приращения положительно коррелированы, ес-
ли H ∈ (1/2, 1), некоррелированы, если H = 1/2,
и отрицательно коррелированы, если H ∈ (0, 1/2).
Это свойство оказывается важным для предсказа-
ния знака приращений.

Если H 6∈ (1/2, 1), то fBM утрачивает свойства
самоподобия и оно в этом случае не может исполь-
зоваться для предсказания.

Примером метода, зависящего от знака авто-
корреляции значений временн‚ого ряда служит ме-
тод [19]. В [19, 20] показана эффективность пред-
сказания знака разности yi+1 − yi:

sign (yi+1 − yi) = −sign (yi) , (4)

где yi = xi − (Exi), i = 1, . . . , t, — последователь-
ность центрированных случайных величин с нуле-
вым средним.

Признаком возможности использования (4)
как предиктора служит некоррелированность (или
крайне слабая корреляция) последовательных раз-
ностей значений рассматриваемого временн‚ого
ряда (процесса) с тенденцией к отрицательной
корреляции значений yi+1 − yi и yi, так как
«антикорреляция» двух случайных величин озна-
чает тенденцию к изменению в противоположную
сторону [16].

Напомним, что при H < 1/2 приращения име-
ют отрицательную корреляцию и демонстрируют
короткодействующую зависимость, для H > 1/2
автокореляция приращений положительна. Таким
образом, два последовательных приращения, как
правило, имеют одно и то же направление.

Примером полезности прогнозирования знака
приращений трафика служит, например, ситуация,
когда атаки на сеть осуществляются способом, ко-
торый не может быть обнаружен антивирусным
программным обеспечением, и аналитикам при-
ходится полагаться на анализ изменений объема
трафика или направления изменений в интенсив-
ности записи в файле журнала [14].

Стационарность. Большинство рассматрива-
емых реальных процессов в ВС формально не от-
носятся к стационарным, и о стационарности мож-
но говорить уверенно лишь до известной степени.
Для оценки этой степени хорошо известны ста-
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тистические тесты на стационарность [17], однако
включить их результаты в модель предсказания за-
труднительно, поскольку кроме интуитивных ка-
чественных рассуждений о том, что стационарные
процессы предсказывать лучше, чем нестационар-
ные, ничего использовать в модели нельзя. Од-
нако для процессов с LRD можно получить более
обоснованные эвристические правила связи ста-
ционарности и предсказуемости. В [15] показано,
что сравнительно короткие наблюдения можно рас-
сматривать как стационарные, по крайней мере по
дисперсии, поскольку при самоподобии дисперсия
выборочного среднего уменьшается медленнее, чем
величина, обратная размеру выборки, т. е.

var
(
X(m)

)
∼ a2m

−β , m→ ∞, 0 < β < 1 ,

где a2 — положительная константа.
Существенно, что автокорреляции затухают как

гиперболические функции, а не экспоненциаль-
но. Соответственно, с известной долей условности
можно говорить и о стационарности по автокорре-
ляционным функциям.

Показатель Херста H как показатель стационар-
ности. В [18] показано, что в качестве критерия
стационарности для самоподобного процесса мо-
жет выступать Hurst exponent H . Значения H > 1
указывают (с учетом статистической трудности его
оценки по конечной выборке в окрестностиH = 1)
на невозможность рассматривать предсказываемый
процесс как стационарный. Для стационарного са-
моподобного процесса H ∈ (0,5, 1) чем ближе зна-
чение параметра Херста к 1, тем медленнее затухает
дисперсия по мере увеличения временн‚ого мас-
штаба, и трафик становится более пульсирующим
и, соответственно, нестационарным.

Влияние свойств LRD и стационарности на техни-
ку решения задач предсказания. Если используется
среднеквадратичный критерий точности прогноза
и ряд можно считать стационарным, то квадрат
ошибки линейного предсказания для стационар-
ного временн‚ого ряда пропорционален 1 − ρ2 [8],
где ρ = ACF(1), ACF(1) означает корреляционную
функцию в лаге 1.

С учетом того, что для LRD-процесса автокор-
реляционная функция экспоненциально зависит
от H [15, 16], очевидна монотонная связь между
среднеквадратичной ошибкой линейного предска-
зания и экспонентой Херста в интервале (1/2, 1).

Этот анализ может быть полезным, например
при использовании таких программных инструмен-
тов предсказания, как авторегрессионная модель
ARMA (autoregressive moving average) со скользя-
щим средним и авторегрессионное интегрирован-
ное скользящее среднее ARIMA.

Для предсказания чистого случайного блужда-
ния может быть полезным предсказание изменения
знака (4), как говорилось выше.

Теория линейного предсказания с критерием
MSE, базирующаяся на модели Колмогорова–Ви-
нера, исходит из того, что временной ряд имеет
конечное математическое ожидание и дисперсию.
Однако для временн‚ых рядов со свойствами LRD
это не всегда может быть выполнено, в частности
если потоки данных имеют распределение Паре-
то [21].

Влияние параметров вероятностных распределе-
ний процессов с LRD на предсказание. Много-
численные исследования LRD-рядов показали, что
их распределения как распределения с тяжелыми
хвостами близки к распределению Парето:

Pareto (X) =
aba

xa+1 ,

где x ≥ a. При этом среднее и дисперсия:

µ Pareto (x) =
ab

a− 1 ;

Var Pareto =
ab2

(a− 1)2(a− 2) ,

где x ≥ a > 0, b > 0.
Очевидно, что µ Pareto и Var Pareto не суще-

ствуют при a = 1 и 2 и использование предикто-
ров Винера–Колмогорова для вывода о предсказу-
емости ряда LRD относительно MSE неприемлемо.

Учет нелинейных свойств траекторий трафи-
ка. Рассмотренное выше самоподобие траекто-
рии трафика отражает нелинейную связь прошло-
го и будущего, где степень нелинейности зависит
от H [2, 14, 16].

Как отмечалось, при H = 1/2 LRD-свойство
утрачивается [20]. Значит, показатель H может
указать, обладает ли прогнозируемый временной
ряд свойством чистого случайного блуждания, для
которого, очевидно, затруднительно эффективное
использование МО, или же имеет некоторую корре-
ляционную структуру, что означало бы потенциаль-
ную возможность эффективного прогноза. Напри-
мер, в [22] для интернета вещей (IoT, Internet
of Things) параметр H для сетевого трафика ис-
пользуется как «априорное знание» при обучении.
Поскольку свойство самоподобия хорошо интер-
претируемо в терминах описания трафика IT-спе-
циалистами, его использование повышает интер-
претируемость модели, а именно: возможность
понять, как влияют на качество прогноза свойства
данных, в частности самоподобие.
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В ряде инструментов предсказания прогности-
ческим признаком служит разрушение самоподо-
бия — методы, основанные на том наблюдении, что
наличие DDoS-атаки (distributed denial of service)
снижает степень самоподобия нормального трафи-
ка, поскольку инструменты DDoS не генерируют
самоподобный трафик [14].

5 Нелинейные модели
и нейронные алгоритмы

Прежде всего заметим, что очевидным приме-
ром применения нелинейного алгоритма служит
рассмотренный предиктор (4). Однако нелиней-
ная модель прогнозирования в современных ИП
реализуется, как правило, либо в моделях нели-
нейной регрессии, либо в искусственных нейрон-
ных сетях [1, 23, 24], например моделях глубоко-
го обучения, управляемых данными, в дополнение
к алгоритмам машинного обучения, таким как ре-
грессия опорных векторов (SVR, Support Vector Re-
gression) [10, 24].

Нейронная сеть может иметь проблемы из-за пе-

реобучения, или оверфиттинга (overfitting) [24], когда
модель хорошо работает только с данными из обуча-
ющей выборки, адаптируясь к обучающим приме-
рам, вместо того чтобы учиться классифицировать
данные, не участвовавшие в обучении. Нетруд-
но видеть, что этому может способствовать такое
нелинейное явление, как самоподобие. При этом
такой распространенный способ снижения овер-
фиттинга, как dropout — выключение некоторых
нейронов с некоторой вероятностью на каком-то
интервале данных из процесса обучения, может не
работать из-за того, что обучающая выборка будет
подобна предыдущей. Внезапные изменения [25]
в трафике облачных сред нейронная сеть может лег-
ко спутать с аномалиями трафика, что также ведет
к неэффективности обучения. Выраженность такой
нестационарности можно оценить по значениямH .

В качестве нелинейного подхода к прогнозиро-
ванию трафика также применяется регрессия опор-
ных векторов (SVR) [23], однако выбор подходящих
функций ядра и оптимальных параметров очень
сложен. Примеры такого выбора кратко рассмат-
риваются в [26] (интересные результаты изучения
влияния моделей данных на использование свой-
ства самоподобия приведены в [27]).

Из приведенного анализа зависимости эффек-
тивности использования моделей предсказания от
конкретных свойств временн‚ых рядов следует, что
естественным путем учета зависимости свойств
предикторов от поведения данных (стационар-

ность, нелинейность зависимости) должен быть их
онлайн-выбор в процессе решения задачи управле-
ния сетью. Например, в [27] для прогнозирования
времени отклика и пропускной способности облач-
ных сервисов на разных этапах использования ре-
сурсов рассматривались алгоритмы искусственных
нейронных сетей (ANN, artificial neural networks)
и линейной регрессии.

6 Заключение

Как показывает анализ литературы, многие со-
временные инструменты предсказания, основан-
ные на принципах MO, работают недостаточ-
но эффективно ввиду выраженной нелинейности
изменения трафика, его нестационарности, необ-
ходимости большого объема предыдущих наблюде-
ний. Данная статья представляет собой попытку не-
которого упорядочения и категоризации огромного
потока публикаций по современным методам, тех-
никам и моделям прогнозов данных различной при-
роды с точки зрения возможности априорной оцен-
ки эффективности предсказания значений данных
соответствующими ИП. Для этого выделены харак-
теристики вероятностных моделей, явно или неяв-
но используемых в современных программных ин-
струментах предсказания, позволяющие оценивать
наличие существенной нестационарности в пото-
ках данных, некоторых нелинейных эффектов, спе-
цифики законов распределения, влияющих на эф-
фективность обучения предикторов.
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АННОТИРОВАНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КОРПУСОВ:

ПОДХОДЫ И НАПРАВЛЕНИЯ РАЗВИТИЯ∗

А. А. Гончаров1

Аннотация: Представлены возможные направления развития инструментов для аннотирования парал-
лельных корпусов с учетом актуального положения дел в этой сфере. Рассмотрены основные подходы
к проведению исследований на корпусном материале — (1) корпусно-ориентированный, (2) корпусно-
управляемый и (3) использующий корпус как источник иллюстративного материала — и кратко описаны
различия между ними. Показано, что, несмотря на обилие инструментов для аннотирования корпусов,
подавляющее большинство из них предназначено для работы с моноязычными корпусами и/или поддер-
живает очень узкий спектр функций по аннотированию текстовых данных. Наибольшее число функций
предоставляют надкорпусные базы данных (НБД) и веб-приложения для доступа к ним, разрабатываемые
в ФИЦ ИУ РАН: (1) формирование блоков текста оригинала и перевода, необходимых и достаточных для
анализа вхождения изучаемой языковой единицы и варианта ее перевода; (2) выявление вхождения изуча-
емой языковой единицы и варианта ее перевода; (3) выбор признаков, характеризующих употребление
изучаемой языковой единицы и варианта ее перевода; (4) выбор признаков, характеризующих перевод-
ное соответствие. Такой спектр функций позволяет решать значительную часть исследовательских задач,
однако он может быть расширен. Предлагаются три направления развития имеющегося функционала,
способные обеспечить более детализированное описание языкового материала.

Ключевые слова: параллельный корпус; корпусная лингвистика; аннотирование корпуса; лингвистиче-
ское аннотирование

DOI: 10.14357/19922264230411 EDN: GDKDOZ

1 Введение

На сегодняшний день обращение к корпусам
в лингвистических исследованиях становится ско-
рее стандартом, чем исключением: по частоте ис-
пользования и значимости эти информационные
ресурсы встают в один ряд со словарями. Еще
в 2005 г. В. А. Плунгян отмечал: «Вполне возможно,
что в недалеком будущем без корпуса изучаемого
языка лингвисту будет так же невозможно обхо-
диться, как, например, без словаря этого языка.
Более того, корпус, словарь и грамматика, скорее
всего, соединятся в один электронный ресурс —
или базу данных, на основании которой и мож-
но будет изучать язык» [1, с. 14]. Действительно,
во многом развитие идет именно в этом направле-
нии, а данные корпусов вновь и вновь заставляют
ставить под сомнение или корректировать утвер-
ждения лингвистов, сделанные без использования
корпусного материала (см. примеры в [2–4]).

Ввиду столь широкого распространения кор-
пусных исследований перед специалистами по ин-
форматике и компьютерной лингвистике встает во-
прос о том, каким условиям должны удовлетворять
инструменты, используемые при проведении этих

исследований. Цель статьи состоит в том, чтобы
(с учетом текущего положения вещей) обозначить
некоторые возможные направления развития таких
инструментов на примере работы с параллельным
корпусом.

2 Подходы к проведению
корпусных исследований

Прежде чем перейти к рассмотрению собствен-
но инструментов, стоит отметить, что исследова-
ния, выполняемые в русле корпусной лингвистики,
различаются в зависимости от подхода. В по-
давляющем большинстве работ таких подходов
выделяется два: (1) корпусно-ориентированный
и (2) корпусно-управляемый [5–8], к которым ино-
гда добавляется (3) подход, использующий корпус
как источник иллюстративного материала [9]. Для
русскоязычных обозначений этих подходов харак-
терна вариативность. Так, в работе [9] подход 1
назван как «основанный на корпусе», а подход 2 —
«направляемый корпусом»; в настоящей статье для
их именования используются термины из [8, с. 14].
Что касается подхода 3, то он в работе [9] назван

∗Работа выполнено с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, a.gonch48@gmail.com
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как «использующий корпус». Это представляется
не вполне удачным, так как любой из подходов
к работе с корпусом по определению подразумевает
его использование; в настоящей статье за основу
взято русскоязычное обозначение этого подхода из
работы [10, с. 399].

Границы перечисленных подходов размыты,
а некоторые исследователи и вовсе ставят под
сомнение необходимость подобного разделения.
Например, в работе [11] с говорящим названием
«Corpus-based and corpus-driven approaches to linguis-
tic analysis: One and the same?» ставится под сомне-
ние необходимость противопоставления подходов
к проведению корпусных исследований в пользу
общего обозначения corpus approach. В работе [12]
также утверждается, что четкое разграничение меж-
ду подходами преувеличено. Автор работы [13],
напротив, считает, что это разграничение пре-
уменьшено, так как исследование, выполненное
в строгом соответствии с корпусно-управляемым
подходом, по его мнению, не что иное, как миф:
«[the distinction between corpus-based and corpus-
driven approaches] is understated given that truly corpus-
driven work seems a myth at best».

Кратко укажем, в чем состоят основные харак-
теристики каждого из подходов.

1. Корпусно-ориентированный подход (corpus-

based). Корпусные данные анализируются каче-
ственно и количественно, а исходной точкой иссле-
дования оказывается сформулированная заранее
гипотеза и/или допущение (т. е. движение осуще-
ствляется от теории к данным).

2. Корпусно-управляемый подход (corpus-driven).
Корпусные данные анализируются качественно
и количественно, причем они сами же служат ис-
ходной точкой исследования. Теоретические поло-
жения заранее не формулируются или это делается
в минимальной степени (т. е. движение осуществля-
ется от данных к теории). Говоря об этом подходе,
Дж. Синклер заявляет: «В корпусно-управляемом
лингвистическом исследовании вы не используете
заранее размеченный текст, а работаете непосред-
ственно с текстом как он есть, и только тогда вы
можете увидеть, как устроен этот текст, не содержа-
щий посторонних примесей» [14, c. 191]1.

3. Подход, использующий корпус как источник
иллюстративного материала (corpus-informed/corpus-

illustrated). Корпус служит лишь для поиска приме-
ров на естественном языке, количественный анализ
данных не проводится.

Значительная часть публикуемых исследований,
содержащих отсылки к корпусу, относится имен-

но к третьему подходу. Безусловно, эти исследо-
вания гораздо менее субъективны по сравнению
с теми, где языковые примеры конструируются
лингвистом. Однако — и в пользу этого свиде-
тельствует в том числе то, что третий подход даже
не упоминается в абсолютном большинстве работ
по корпусной лингвистике, — исследования такого
типа, вероятно, не могут считаться по-настоящему
корпусными, так как корпус в них выступает лишь
в качестве удобного инструмента для быстрого по-
иска иллюстративного материала. В рамках настоя-
щей статьи такие исследования не рассматривают-
ся, поскольку они не подразумевают какого-либо
аннотирования, а задействуют лишь поисковый
функционал корпусного менеджера.

3 Инструменты
для аннотирования
параллельных корпусов

Если для проведения исследований, где корпус
используется как источник иллюстративного ма-
териала, необходим лишь инструмент для поиска
релевантных примеров в текстах корпуса, то та-
кие исследования, которые выполняются в рамках
корпусно-ориентированного или корпусно-управ-
ляемого подхода, требуют широкого применения
информационных технологий. Так, чтобы коллек-
тив исследователей (особенно если он распреде-
ленный) мог работать над изучением какой-либо
категории языковых единиц на корпусном матери-
але в рамках продолжительного научного проекта,
необходимо обеспечить поддержку многопользова-
тельского режима работы с данными. Этот режим
работы может обеспечиваться при помощи веб-ин-
терфейса.

Однако, если работа с текстами проводится
только в режиме чтения, это не позволяет после-
довательно анализировать примеры употребления
исследуемых языковых единиц и сохранять резуль-
таты анализа в форме аннотированных переводных
соответствий (в случае моноязычного корпуса — ан-
нотированных блоков текста). Традиционно лин-
гвисты составляли картотеки примеров, на смену
которым сегодня пришли электронные докумен-
ты, создаваемые при помощи текстовых или таб-
личных процессоров, входящих в состав офисных
пакетов приложений. Однако подобное использо-
вание электронных документов, как правило, снова
переводит работу с данными в однопользователь-
ский режим, а также затрудняет как сам процесс

1Перевод мой — А. Г. Оригинальная цитата: «In corpus-driven linguistics you do not use pre-tagged text, but you process the raw text
directly and then the patterns of this uncontaminated text are able to be observed».
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исследования, так и получение непротиворечивых
(consistent) и легко проверяемых результатов.

Ввиду этого на протяжении последних десяти-
летий непрерывно создаются новые программные
продукты для создания корпусов и последующей
работы с ними, в том числе аннотирования. Так, на
постоянно обновляемом интернет-ресурсе Tools for
Corpus Linguistics [15] по состоянию на 10.10.2023
содержится информация о 277 инструментах для
работы с корпусами. Каждый инструмент опи-
сан при помощи набора меток, которые можно
использовать для поиска инструментов, удовлетво-
ряющих заданным критериям. Шестьдесят пять
из них доступны через интернет (метка «Web»), но
если добавить критерий поддержки параллельных
корпусов (метка «multilingual»), то в поисковой вы-
даче останутся лишь две записи: ACTRES Corpus
Manager [16] и корпусный менеджер Sketch En-
gine [17]. Впрочем, даже это не говорит о том, что
упомянутые инструменты предоставляют возмож-
ность аннотирования найденных в них примеров
в соответствии с целями исследования: автору на-
стоящей статьи не удалось обнаружить подобного
функционала (доступны лишь функции формиро-
вания параллельных корпусов и последующего по-
иска по ним).

В этом отношении, по всей видимости, уни-
кальным инструментом оказываются НБД и веб-
приложения для работы с ними, разрабатываемые
в ФИЦ ИУ РАН с 2013 г. [18, 19]. Помимо разно-
образных функций поиска по параллельным текс-
там (см., например, [20, 21]) они дают возможность
многоаспектного аннотирования переводных со-
ответствий, содержащих вхождения исследуемой
языковой единицы. Именно это сочетание харак-
теристик — поддержка аннотирования примеров
из параллельных текстов с использованием веб-
приложения — отличает НБД как от параллельных
корпусов (в них отсутствует функционал для анно-
тирования), так и от других известных автору ин-
струментов для аннотирования (они не позволяют
работать с параллельными текстами).

4 Аннотирование параллельных
корпусов с использованием
надкорпусных баз данных

Функционал для аннотирования примеров упо-
требления изучаемой языковой единицы с исполь-

зованием НБД предоставляет следующие возмож-
ности1.

1. Формирование блоков текста оригинала и пе-
ревода, необходимых и достаточных для анализа
вхождения изучаемой языковой единицы и вари-
анта ее перевода. Одной пары фрагментов парал-
лельного текста далеко не всегда достаточно для
анализа вхождения изучаемой языковой единицы.
Так, в примере 1 содержимое пары не позволяет
определить семантику изучаемой языковой едини-
цы — формы soll (букв. ‘должен’), а также объяснить
причины, которые заставили переводчика исполь-
зовать в качестве варианта ее перевода форму хо-

чешь.

Пример 1. Soll ich? [H. B�oll. Ansichten eines
Clowns (1963)] Хочешь? [Глазами клоуна (пер.
Л. Черная, 1964)]

Поэтому при аннотировании блок текста должен
быть расширен за счет содержимого предыдущей
пары фрагментов (пример 2).

Пример 2. Ich k�onnte jetzt vor deinen Augen von
hier bis zur T�ur humpeln, da� du vor Schmerz und
Mitleid aufschreien und sofort einen Arzt anrufen
w�urdest, den besten Chirurgen der Welt, Fretzer.
Soll ich? [H. B�oll. Ansichten eines Clowns (1963)]
Хочешь, я проковыляю сейчас до двери так, что
ты закричишь от боли и жалости и кинешься
звонить врачу, самому лучшему в мире хирур-
гу, Фретцеру? Хочешь? [Глазами клоуна (пер.
Л. Черная, 1964)]

В случае если пара, содержащая вхождение
изучаемой языковой единицы, напротив, включает
слишком длинные предложения, то при форми-
ровании блоков текста оригинала и перевода они
могут быть сокращены. Так, в примере 2 нет не-
обходимости включать в состав блоков текста всю
предыдущую пару, поскольку в таком случае объем
блоков текста будет хотя и достаточным для анализа
вхождения языковой единицы и варианта ее пере-
вода, но не необходимым. Поэтому часть первого
предложения в оригинале и в переводе может быть
опущена (пример 3), что обозначено при помощи
«[. . .]».

Пример 3. Ich k�onnte jetzt vor deinen Augen von
hier bis zur T�ur humpeln [. . .]. Soll ich? [H. B�oll.
Ansichten eines Clowns (1963)] Хочешь, я проко-
выляю сейчас до двери [. . .]? Хочешь? [Глазами
клоуна (пер. Л. Черная, 1964)]

1Для упрощения изложения здесь и далее исходим из того, что объект изучения — языковая единица, содержащаяся в текстах
оригинала. По этой причине при перечислении возможностей аннотирования говорится об изучаемой языковой единице и варианте
ее перевода. Объектом изучения может быть и языковая единица, содержащаяся в текстах перевода. В таком случае та языковая
единица, которая соответствует ей в оригинале, может быть названа стимулом перевода.
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2. Выявление вхождения изучаемой языковой еди-
ницы и варианта ее перевода. Не всегда объектом
изучения оказываются лексические единицы: это
могут быть, например, глагольные формы. И то-
гда особенно актуальным становится выявление
тех слов, которые представляют собой вхождение
изучаемой формы, их графическое выделение и вы-
бор подходящей метки. Так, в примере 4 в русском
языке исследуемая языковая единица — видал (гла-
гол несовершенного вида в форме прошедшего вре-
мени изъявительного наклонения действительного
залога), которой во французском переводе соответ-
ствует неоднословная единица ai vu (глагол в фор-
ме прошедшего сложного времени изъявительно-
го наклонения — pass‚e compos‚e — действительного
залога). При аннотировании эти словоформы гра-
фически выделяются (в интерфейсе НБД для этого
используется полужирный шрифт), после чего до-
бавляются метки, указывающие на то, к какой язы-
ковой единице они относятся: «Past-IPF (ind, act)»
для русского и «Pass‚eComp (ind, act)» для француз-
ского.

Пример 4. — Какое письмо? Я никакого письма
не видал, — сказал Захар [И. Гончаров. Обло-
мов (1848–1859)]. — Quelle lettre, je n’ai pas vu
de lettre, dit Zakhar [Oblomov (пер. L. Jurgenson,
1988)].

3. Выбор признаков, характеризующих употребле-
ние изучаемой языковой единицы и варианта ее пере-
вода. В зависимости от класса изучаемых языковых
единиц при аннотировании примеров из корпуса
необходимо добавлять сведения о тех признаках
употребления этих единиц, которые значимы для
их анализа.

Так, при анализе вхождений глагольных форм
необходимо фиксировать, в частности, то, не со-
провождается ли анализируемая форма отрицани-
ем и не употреблена ли она в составе прямой речи.
В примере 4 это именно так (и в оригинале, и в пе-
реводе), поэтому аннотатор должен добавить метки
«Neg» для отрицания и «DialRepl» для прямой речи.

4. Выбор признаков, характеризующих переводное
соответствие. В то время как признаки, рассматри-
ваемые в п. 3, характеризуют либо оригинал, либо
перевод, иногда возникает необходимость добавле-
ния меток, описывающих переводное соответствие
в целом. Так, в примере 5 переводчик переформу-
лировал исходный текст (не искажая его смысла):
в оригинале буквально сказано ‘Я хотел бы пого-
ворить с госпожой Шнир’. Поскольку подобные
изменения влияют на выбор варианта перевода,
переводное соответствие следует снабдить меткой
«Paraphr» для переформулирования.

Пример 5. “Ich m�ochte Frau Schnier sprechen”,
sagte ich. [H. B�oll. Ansichten eines Clowns
(1963)] — Позовите, пожалуйста, госпожу
Шнир, — сказал я. [Глазами клоуна (пер. Л. Чер-
ная, 1964)]

Таким образом, НБД позволяет работать с че-
тырьмя основными видами разметки примеров,
найденных в параллельном корпусе.

5 Направления развития
функционала
для аннотирования
параллельных корпусов

Несмотря на возможности аннотирования, под-
держку которых обеспечивают НБД и веб-прило-
жение для работы с ней, в ходе выполнения на-
учных проектов, предполагающих аннотирование
параллельных текстов, стало ясно, что функционал
существующих инструментов аннотирования необ-
ходимо расширить.

1. Должна быть предусмотрена возможность не
только обрабатывать найденные в корпусе ре-
левантные примеры (фиксируя результаты об-
работки в форме аннотированных переводных
соответствий), но и снабжать специальными мет-
ками те примеры, которые нерелевантны поисковому
запросу, но попали в выдачу (так называемый «шум»
в данных). Как правило, такие примеры могут по-
падать в поисковую выдачу либо из-за неснятой
омонимии, либо при выполнении запросов на двух
языках, когда искомые единицы оригинала и пе-
ревода содержатся в одной и той же паре, но не
соответствуют друг другу.

Так, пример 6 иллюстрирует ситуацию, когда
при осуществлении поиска глагола faire ‘делать’ во
всех формах во французско-русском корпусе в по-
исковую выдачу попала пара, содержащая в ориги-
нале словоформу faits ‘факты’, омонимичную сло-
воформе faits ‘сделавшие’.

Пример 6. “Les faits sont avou‚es?” dit le juge
[J. Verne. Le tour du monde en quatre-vingts jours
(1872)]. — Признаете ли вы факт преступле-
ния? — спросил судья [Вокруг света за восемь-
десят дней (пер. Н. Габинский, 1939)].

Пример 7, найденный в англо-русском корпусе
по запросу «but в оригинале, однако в переводе»,
иллюстрирует ситуацию, когда при поиске на двух
языках в выдачу попадает пара, которая, хотя и со-
держит искомые единицы, не иллюстрирует нужное
переводное соответствие: в этом примере союз but
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переведен при помощи но, а слову однако в тексте
оригинала ничего не соответствует.

Пример 7. “I’m getting nervous,” said Kemp.
But it was five minutes before he went to the win-
dow again. “It must have been a sparrow,” he
said [H. G. Wells. The Invisible Man (1897)]. —
Однако нервы у меня расходились, — прого-
ворил он про себя, но добрых пять минут не
решался подойти к окну. — Воробей, должно
быть, — сказал он. [Человек-невидимка (пер.
Д. Вейс, 1935)].

Подобные примеры необходимо снабжать соот-
ветствующими метками, для того чтобы иметь воз-
можность получить (1) общее число пар, найденных
по некоторому запросу в корпусе, (2) число пар,
содержащих релевантные соответствия, (3) число
пар, содержащих нерелевантные соответствия. Все
это — неотъемлемая часть корпусно-ориентирован-
ного исследования.

2. Необходимо предоставить более широкие воз-
можности разметки блоков текста, содержащих
вхождение изучаемой языковой единицы. Напри-
мер, при аннотировании союза потому что в при-
мере 8 может возникнуть потребность в выделении
границ фрагментов, связанных при помощи этого
союза (выделены одинарным и двойным подчерки-
ванием).

Пример 8. Обломов всегда ходил дома без гал-
стука и без жилета, потому что любил простор

и приволье [И. Гончаров. Обломов (1848–

1859)]. Chez lui, Oblomov ne portait jamais ni
cravate ni gilet, car il aimait la libert‚e et l’espace

[Oblomov (пер. A. Adamov, 1959)].

Еще более ценной такая разметка станет в том
случае, если в переводе союз никак не переведен,
но смысл предложения не искажен. Так, в приме-
ре 9 в оригинале имеется союз car, выражающий
логико-семантическое отношение причины, а в пе-
реводе это отношение оказывается имплицитным.

Пример 9. J’‚etais très soucieux car ma panne

commenc�ait de m’appara��tre comme très grave, et

l’eau à boire qui s’‚epuisait me faisait craindre le

pire [A. de Saint-Exup‚ery. Le petit prince (1942)].

Мне было не по себе, положение становилось
серьезным, воды почти не осталось, и я начал

бояться, что моя вынужденная посадка плохо

кончится [Маленький принц (пер. Н. Галь,
1959)].

Разметка фрагментов текста может быть акту-
альна и при изучении языковых единиц других

классов (например, для демонстрации сферы дей-
ствия отрицания, модальной лексики и проч.).

3. Необходимо дать возможность указывать, по
какой причине был выбран тот или иной признак упо-
требления изучаемой языковой единицы или варианта
ее перевода.

В разд. 4 при описании примера 4 было отмече-
но, что этот пример следует снабдить меткой, ука-
зывающей на наличие отрицания. Однако инфор-
мация о том, по какой причине аннотатор решил
добавить эту метку, никак не зафиксирована, хотя
он, вероятно, принял такое решение из-за наличия
каких-либо языковых единиц. Для большей полно-
ты описания, а также для его проверяемости сле-
довало бы фиксировать при аннотировании и эту
информацию, в явном виде указывая, что добавле-
ние метки «Neg» в оригинале связано с наличием
не, а в переводе — с наличием n′ (усеченная форма
слова ne) и pas.

6 Заключение

В статье показано, что, несмотря на обилие ин-
струментов для работы с корпусами текстов, функ-
ционал подавляющего большинства этих инстру-
ментов весьма ограничен. С этой точки зрения
разработанные в ФИЦ ИУ РАН надкорпусные ба-
зы данных и веб-приложения для работы с ними,
вероятно, не имеют отечественных и зарубежных
аналогов. По этой причине особенно важно анали-
зировать опыт их использования в сфере научных
исследований и образования как с целью их даль-
нейшего совершенствования, так и для разработки
новых инструментов аннотирования параллельных
корпусов.
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Abstract: Possible directions for the development of parallel corpus annotation tools are presented considering the
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of the occurrence of the studied language unit and its translation variant; (iii) selection of features characterizing
the use of the studied language unit and its translation variant; and (iν) selection of features characterizing the
translation correspondence. This set of functions provides solutions to a significant part of research problems but it
can be extended. Three directions for the development of the existing functionality are suggested which can provide
a more detailed description of linguistic material.

Keywords: parallel corpus; corpus linguistics; corpus annotation; linguistic annotation
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СТЕПЕНЬ СЕМАНТИЧЕСКОЙ БЛИЗОСТИ ДИСКУРСИВНЫХ

ОТНОШЕНИЙ: МЕТОДЫ И ИНСТРУМЕНТЫ РАСЧЕТА∗

О. Ю. Инькова1, М. Г. Кружков2

Аннотация: Рассматриваются методы оценки семантической близости дискурсивных отношений. Авторы
предлагают несколько подходов к решению этой проблемы с применением двух информационных ре-
сурсов: коллекции сформированных авторами структурированных определений логико-семантических
отношений (ЛСО) и Надкорпусной базы данных коннекторов (НБДК), включающей в себя аннотации
переводных соответствий текстовых фрагментов с маркерами ЛСО на русском, французском и итальян-
ском языках. Показано, что при оценке семантической близости ЛСО высокий приоритет будут иметь
такие факторы, как принадлежность различительных признаков ЛСО к одному семейству в структури-
рованных определениях отношений, соответствия между показателями различных ЛСО в оригинальных
и переводных текстах, а также случаи, когда различные ЛСО выражаются одинаковыми показателями
в разных контекстах. Менее значим фактор сочетаемости различных ЛСО в рамках одного и того
же контекста. Предполагается, что на основе сформулированных методов станет возможным более
точно определить, какие различительные признаки ЛСО имеют наибольший вес при определении их
семантической близости.

Ключевые слова: надкорпусная база данных; логико-семантические отношения; коннекторы; аннотиро-
вание; фасетная классификация
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1 Степень семантической
близости дискурсивных
отношений

Проблемы классификации дискурсивных отно-
шений, обеспечивающих связность текста, зани-
мают лингвистов и специалистов по автоматиче-
ской обработке текста не один десяток лет: первые
исследования начались в 1970-х гг. [1, 2]. Были
предложены их многочисленные классификации
(ср. наиболее известные [3–7]), однако никто, на-
сколько известно авторам, не пытался определить
степень семантической близости (ССБ) дискурсив-
ных отношений. Это связано прежде всего с тем,
что классификации имеют, за редким исключени-
ем [7–9], форму списка, и этот вопрос просто не
ставился. Однако его решение полезно не только
для анализа текста, в том числе автоматического,
но и для когнитивных наук и переводоведения, по-
скольку позволяет выявить общие закономерности
человеческого мышления.

Кроме того, сами дискурсивные отношения
определены во многом неточно или тавтологич-
но3, схожие или идентичные отношения носят даже
в англоязычных классификациях разные названия,
а одинаковые названия описывают разную языко-
вую реальность. Например, в теории сегментиро-
ванного представления дискурса (Segmented Dis-
course Representation Theory, SDRT [10]) отношение
contrast включает как отношения «вопреки ожида-
емому», так и уступительные отношения. В класси-
фикации Пенсильванского аннотированного кор-
пуса им соответствуют два отношения (opposition
и contra-expectation) [7], а в теории риторической
структуры — contrast и concession [11] (подробнее
см. [9, с. 37]).

В этой связи были сделаны попытки сравнить
существующие классификации, чтобы понять, на-
сколько соотносимы выделяемые в них дискурсив-
ные отношения [12–14]. В [14] для этого при-
меняется набор различительных признаков. Этих
признаков, однако, недостаточно, чтобы сфор-
мулировать уникальное определение отношения,

∗Работа выполнена в Федеральном исследовательском центре «Информатика и управление» Российской академии наук с ис-
пользованием ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Женевский университет,
olyainkova@yandex.ru

2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, magnit75@yandex.ru
3См., например, определение отношения альтернативы (disjunction) в теории риторической структуры: (а) элемент представ-

ляет собой (не обязательно исключающую) альтернативу другому; (б) слушающий/читатель распознает, что связанные элементы
альтернативны (см. http://www.sfu.ca/rst).
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и некоторые из них имеют одинаковый набор при-
знаков. Это касается, например, четырех отноше-
ний (narration, precondition, background и parallel)
в SDRT [14, с. 38].

В работе [15] были заложены основы для разра-
ботки структурированных определений дискурсив-
ных, или в терминологии автора логико-семантиче-
ских, отношений на основе применяемой в НБДК
классификации. Каждое ЛСО может быть описано
набором различительных признаков (см. примеры
в [16] и [17]). Некоторые признаки оказываются
общими для нескольких ЛСО, другие — индивиду-
альны, т. е. свойственны только данному ЛСО. На
момент написания статьи в НБДК были описаны
26 ЛСО с использованием 52 различительных при-
знаков. Это позволяет дать каждому ЛСО уникаль-
ное определение (см. примеры в разд. 2), а также
определить ССБ ЛСО.

2 Критерии, лежащие в основе
определения степени
семантической близости
логико-семантических
отношений

В предыдущей работе авторов [17] показано, что
не все различительные признаки имеют одинако-
вый вес при определении семантической близости
ЛСО и что, предположительно, наибольшее значе-
ние имеет принадлежность общих признаков к од-
ному семейству.

В основе уступительных ЛСО и ЛСО «вопре-
ки ожидаемому» лежат разные базовые операции:
импликация — для первого и сравнение, устанав-
ливающее несходство p и q, — для второго (табл. 1).

Это значит, что эти два ЛСО находятся в разных
семантических группах. Оба ЛСО при этом уста-
новлены на пропозициональном уровне, т. е. непо-
средственно между положениями дел p и q, которые
они связывают, и оба используют отрицательный
коррелят одного из положений вещей. Иначе го-
воря, признаки «как правило, если имеет место q,
то не имеет места p» и «положение вещей q слу-
жит аргументом в пользу ожидаемого вывода не-r»
принадлежат к одному семейству. В примере (1)
с ЛСО «вопреки ожидаемому»: Ему [. . .] очень не-

приятно было сталкиваться с народом, но он шел

именно туда, где виднелось больше народу. [Ф. М. До-
стоевский. Преступление и наказание], положение
вещей p = «ему очень неприятно было сталкивать-
ся с народом» ориентирует в пользу вывода r = «он
не должен был бы идти к народу». Этот вывод
опровергается непосредственно в q (= не-r) = «он
шел именно туда, где виднелось больше народу».
Семантический механизм, лежащий в основе усту-
пительных отношений (их прототипическим по-
казателем может считаться союз хотя), совпадает
с этим семантическим механизмом, но в зеркаль-
ном отражении:

p хотя q(q → не-p)

p→ r но q (q = не-r), т. е. p→ не-q но q.

Отсюда необходимость при замене хотя на но и на-
оборот изменить порядок следования фрагментов
текста: Ему неприятно было сталкиваться с наро-

дом, но он шел туда, где виднелось больше народу

(ЛСО «вопреки ожидаемому»); Он шел туда, где

виднелось больше народу, хотя ему неприятно было

сталкиваться с народом (ЛСО уступки) [18]. Это
позволяет говорить о семантической близости двух
ЛСО и, например, в классификации [7] они объ-
единены в одну группу concession.

Таблица 1 Структурированные определения уступительных ЛСО и ЛСО «вопреки ожидаемому»

ЛСО
Базовая семантическая

операция
Уровень

Дополнительные
характеристики

Уступительные – операция импликации
– пропозициональный

уровень

– p и q — положения вещей;
– как правило, если имеет место q, то

не имеет места p

«Вопреки
ожидаемому»

– операция сравнения,
устанавливающая не-
сходство p и q

– пропозициональный
уровень

– q имеет большую аргументативную
силу, чем p;

– положение вещей p служит аргу-
ментом в пользу ожидаемого вы-
вода r;

– положение вещей q служит аргу-
ментом в пользу ожидаемого вы-
вода не-r
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Кроме того, сформулирована гипотеза, согласно
которой при определении ССБ ЛСО могут учиты-
ваться также другие факторы:

(1) соответствия ЛСО в оригинальных и перевод-
ных текстах;

(2) случаи, когда разные ЛСО выражаются одним
и тем же показателем;

(3) сочетаемость показателей ЛСО в одном фраг-
менте текста.

В НБДК для ЛСО, имеющих структурированные
определения, были получены количественные дан-
ные по этим трем критериям.

2.1 Соответствие логико-семантических
отношений в оригинальных
и переводных текстах

Соответствие ЛСО в оригинальных и перевод-
ных текстах означает, что некоторому ЛСО в тексте
оригинала, точнее, его показателю, соответствует
показатель иного ЛСО в тексте перевода. Так, если
для перевода на французский язык коннектора но

в примере (1) был выбран коннектор mais, также
выражающий ЛСО «вопреки ожидаемому»: (2) Il

lui ‚etait d‚esagr‚eable, très d‚esagr‚eable, de rencontrer du

monde mais il allait justement là où l’on en voyait le

plus [перевод ‚Elisabeth Guertik], то в примере (3)

тот же коннектор переведен bien que — показателем
уступительных ЛСО: С такой поправкой смысл те-

леграммы становился ясен, но, конечно, трагичен. —
Ainsi corrig‚e, le t‚el‚egramme prenait un sens parfaitement

clair, bien que tragique, naturellement. [М. Булгаков.
Мастер и Маргарита, перевод Claude Ligny].

Количественные данные по ЛСО, соответству-
ющим ЛСО «вопреки ожидаемому» в оригиналь-
ных и переводных текстах на русском, французском
и итальянском языках, приведены в табл. 2.

Для ЛСО «вопреки ожидаемому» в НБДК сфор-
мирована 2141 двуязычная аннотация. В 237 слу-
чаях ему соответствует уступительное ЛСО. Это
подтверждает важность критерия принадлежности
различительных признаков к одному семейству.

Схожую картину можно наблюдать для других
отношений (табл. 3): для сопоставительных и со-
единительных ЛСО (основаны на общей базовой
операции и имеют общий различительный признак
«сходство p и q относительно некоторого “общего
знаменателя”»); для ЛСО оговорки и пропозици-
ональной альтернативы (они имеют общий раз-
личительный признак — «p и q — положения
вещей, имеющие статус гипотезы»); для ЛСО
одновременности и сопоставления (их различи-
тельные признаки «Tp включает в себя Tq» и «p и q
актуальны для говорящего в момент речи Td» при-
надлежат к семейству признаков «Единство времен-
ного интервала»); для ЛСО одновременности и про-

Таблица 2 Логико-семантические отношения, соответствующие ЛСО «вопреки ожидаемому» в оригинальных
и переводных текстах

ЛСО1 ЛСО2 1 + 2 1 2 1 → 2 2 → 1 Сумма
«вопреки ожидаемому» уступительные 237 2140 853 11,07% 27,78% 38,86%
«вопреки ожидаемому» одновременность 139 2140 1268 6,50% 10,96% 17,46%
«вопреки ожидаемому» соединительные 149 2140 2088 6,96% 7,14% 14,10%
«вопреки ожидаемому» сопоставительные 78 2140 807 3,64% 9,67% 13,31%
«вопреки ожидаемому» пропозициональное сопутствование 39 2140 378 1,82% 10,32% 12,14%
«вопреки ожидаемому» исключение из рассмотрения 8 2140 90 0,37% 8,89% 9,26%
«вопреки ожидаемому» иллокутивное сопутствование 17 2140 471 0,79% 3,61% 4,40%
«вопреки ожидаемому» интенсиональная генерализация 8 2140 248 0,37% 3,23% 3,60%
«вопреки ожидаемому» замещение 7 2140 294 0,33% 2,38% 2,71%
«вопреки ожидаемому» пропозициональная коррекция 4 2140 165 0,19% 2,42% 2,61%
«вопреки ожидаемому» условные 12 2140 1075 0,56% 1,12% 1,68%
«вопреки ожидаемому» спецификация 11 2140 1608 0,51% 0,68% 1,20%
«вопреки ожидаемому» исключение 5 2140 615 0,23% 0,81% 1,05%
«вопреки ожидаемому» отрицательная альтернатива 2 2140 271 0,09% 0,74% 0,83%
«вопреки ожидаемому» оговорка 1 2140 150 0,05% 0,67% 0,71%
«вопреки ожидаемому» экстенсиональная генерализация 2 2140 588 0,09% 0,34% 0,43%
«вопреки ожидаемому» переформулирование 2 2140 1183 0,09% 0,17% 0,26%
«вопреки ожидаемому» пропозициональная альтернатива 1 2140 1238 0,05% 0,08% 0,13%

Расшифровка названий столбцов: 1 + 2 — число переводных аннотаций, в которых ЛСО1 в тексте на одном языке соответ-
ствует ЛСО2 в тексте на другом языке; 1 — число аннотаций, в которых в любом из текстов проставлено ЛСО1; 2 — число
аннотаций, в которых в любом из текстов проставлено ЛСО2; 1→ 2 — процент соответствия для ЛСО1 с ЛСО2; 2→ 1 — процент
соответствия для ЛСО2 с ЛСО1; сумма — сумма двух предыдущих показателей.
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Таблица 3 Соответствия других ЛСО

ЛСО1 ЛСО2 1 + 2 1 2 1 → 2 2 → 1 Сумма
соединительные сопоставительные 272 2088 807 13,03% 33,71% 46,73%
оговорка пропозициональная альтернатива 40 150 1238 26,67% 3,23% 29,90%
одновременность сопоставление 180 1268 807 14,20% 22,30% 36,50%
одновременность пропозициональное сопутствование 43 1268 378 3,39% 11,38% 14,77%

позиционального сопутствования (общий признак
«Tp включает в себя Tq»).

Напротив, ЛСО, соответствующие ЛСО «вопре-
ки ожидаемому» и представленные менее чем в 1%
аннотаций (см. табл. 2), не имеют различительных
признаков, принадлежащих к одному семейству,
и выбор их показателей для перевода показателя
ЛСО «вопреки ожидаемому» может быть квалифи-
цирован как авторский и контекстуальный.

2.2 Разные логико-семантические
отношения выражаются
одним и тем же показателем

Известно, что коннекторы в значительной своей
части относятся к многозначным языковым едини-
цам, т. е. могут служить показателями более чем
одного ЛСО. Так, для русского союза и принято

выделять пять значений: сочинительное, времен-
ного следования, добавления, результативно-след-
ственное и несоответствия; для союза когда — два:
одновременности и условия; у союза но выделяют-
ся собственно противительное и противительно-
уступительное значения, а у хотя — уступительное
и уступительно-противительное и т. д. [19–21]. Это
отражают и данные НБДК, причем с указанием на
частотность того или иного значения коннектора
в сформированных аннотациях.

В табл. 4 приведены выборочно данные для мно-
гозначных коннекторов русского и французского
языков.

Приведенные данные подтверждают прежде
всего положения теории грамматикализации, со-
гласно которым семантическая эволюция языко-
вых единиц имеет определенные закономерности.
Так, было показано, что на основе значения од-
новременности может развиваться семантика со-

Таблица 4 Количественные данные по ЛСО, выражаемым одним показателем

Язык Коннектор ЛСО Количество аннотаций

RU а то
отрицательная альтернатива 125
пропозициональная альтернатива 12
исключение из рассмотрения 6

RU если‖то
условные 183
сопоставительные 13

RU когда
одновременность 13
условные 1

RU когда‖то
одновременность 38
условные 6

RU между тем
одновременность 126
«вопреки ожидаемому» 53
сопоставительные 11

RU между тем как
сопоставительные 29
одновременность 6

RU разве

оговорка 20
исключение 5
исключение из рассмотрения 4
условные 2

FR cependant
«вопреки ожидаемому» 100
одновременность 27

FR en m�eme temps
одновременность 29
сопоставительные 1

FR quand
одновременность 197
условные 10
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поставления и противопоставления, а также им-
пликации [22]. Это хорошо видно на примере
коннекторов когда, между тем, а также француз-
ских cependant ‘в то же время, однако’, en m�eme temps

‘в то же время’ и quand ‘когда’ (см. табл. 4). С дру-
гой стороны, эти данные подтверждают гипотезу
авторов о том, что набор ЛСО, которые может мар-
кировать один показатель, не случаен, а включает
семантически близкие ЛСО. Так, коннектор разве

зафиксирован в НБДК как показатель ЛСО ого-
ворки, исключения, исключения из рассмотрения
и условия. Эти ЛСО имеют общие различительные
признаки. Логико-семантические отношения ого-
ворки и условия — два признака: базовая операция
импликации и признаки из семейства гипотетич-
ность; ЛСО условия и исключения устанавлива-
ются на пропозициональном уровне, а ЛСО ого-
ворки и исключения из рассмотрения — на уровне
высказывания; ЛСО оговорки, исключения и ис-
ключения из рассмотрения обладают общими при-
знаками на уровне семейства признаков (семантика
исключения), а ЛСО исключения и исключения из
рассмотрения основаны на общей базовой опера-
ции (соотнесение элемента и множества).

Таким образом, данный критерий может быть
полезен при определении CСБ ЛСО и иметь доста-
точно высокий приоритет.

2.3 Сочетаемость логико-семантических
отношений в рамках одного
фрагмента текста

Третий критерий, который можно учитывать
при определении ССБ ЛСО, — сочетаемость ЛСО,
точнее их показателей. Здесь, однако, возника-
ет ряд сложностей, связанных с тем, что возмож-
ность сочетаемости показателей зависит в первую
очередь от морфологической природы показателя
ЛСО. Как известно, коннекторы относятся к разно-
образным морфологическим классам: сочинитель-
ные союзы (и, а, но); подчинительные союзы (хотя,
потому что, как), так называемые «конкретизато-
ры союзов», перешедшие в класс коннекторов, как
правило, из наречных выражений (в то же время,
однако, впрочем); предлоги (кроме, после). Союзы,
например, как сочинительные, так и подчинитель-
ные, не могут сочетаться между собой в рамках еди-
ного фрагмента текста, и, наоборот, наибольшей
легкостью в сочетании именно с союзами обладают
«конкретизаторы» (но однако, но впрочем, а меж-

ду тем, или например, и в частности). Если для
показателей некоторых ЛСО можно выявить зако-
номерности, то другие менее избирательны в своих
сочетаниях. Так, показатель ЛСО спецификации

например сочетается со всеми сочинительными со-
юзами, а показатель ЛСО «вопреки ожидаемому»
впрочем только с союзами а и но, т. е. показателями
близких ему (а) или тех же (но) ЛСО. Можно также
учитывать двухместные реализации коннекторов,
т. е. такие, где компоненты коннектора находятся
в каждом из соединяемых фрагментов текста, на-
пример хотя. . . но: Хотя он меня очень уговаривал,

но я не согласился. Но такие сочетания возможны
не для всех ЛСО и сужают круг возможностей для
получения адекватных количественных данных.

В связи с вышесказанным при подсчете ССБ
ЛСО этот критерий может использоваться лишь
как дополнительный.

3 Заключение

Из четырех рассмотренных критериев опреде-
ления ССБ ЛСО: (1) принадлежности различитель-
ных признаков ЛСО к одному семейству, (2) со-
ответствия ЛСО в оригинальных и переводных
текстах, (3) возможности одного показателя вы-
ражать разные ЛСО и (4) сочетаемости показателей
ЛСО в одном фрагменте текста — первые три могут
иметь достаточно высокий приоритет. Четвертый
признак обладает, напротив, наименьшим весом
при определении ССБ ЛСО.

Степень детальности разметки, а следовательно,
и определений ЛСО не позволяет пока объяснить
некоторые явления. Например, семантическую
близость ЛСО условия и одновременности, кото-
рый подтверждается как их соответствиями в ори-
гинальных и переводных текстах, так и возмож-
ностью выражаться одним показателем (когда). Их
общий признак «Tp включает в себя Tq» не входит
в определение условных ЛСО, так как соотноше-
ние временн‚ых планов положений вещей p и q
может быть самым различным в условном периоде.
С другой стороны, при ЛСО одновременности раз-
личным может быть их семантическое соотношение
(семантическая независимость, противопоставлен-
ность, причина, следствие и т. д.). Перевод показа-
теля ЛСО одновременности показателем условных
ЛСО наблюдается только при одновременной реа-
лизации положений вещей p и q и при возможности
установить между ними отношение импликации.
Семантическая близость данных двух ЛСО может
быть, следовательно, установлена на более низком
иерархическом уровне, а именно: при определе-
нии частных случаев его реализации. В НБДК
такая возможность предусмотрена, что позволит
в дальнейшем более детально описывать каждое
ЛСО и его виды, а значит, более точно определить
ССБ ЛСО.
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Abstract: The methods for evaluating semantic affinity of discourse relations are examined. The authors propose
several approaches to this problem using two information resources: a collection of structured definitions of logical-
semantic relations (LSRs) formed by the authors and the Supracorpora Database of Connectives incorporating
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corpus-based annotations of translation correspondences that include text fragments with LSR markers in Russian,
French, and Italian. It is demonstrated that when it comes to assessing the semantic affinity of LSRs, the following
factors will be of a higher priority: affiliation of distinctive features of LSRs with the same family in the structured
definitions of relations; correspondences between markers of different LSRs in the source and target texts; and
cases when different LSRs are regularly expressed by the same markers in different contexts. Of a lesser importance
is the factor of compatibility of different LSRs within the same context. It is assumed that based on the proposed
methods, it will become possible to specify more precisely which distinguishing features of LSRs have the greatest
impact on their potential semantic affinity.
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НАУЧНАЯ ПАРАДИГМА ИНФОРМАТИКИ:

КЛАССИФИКАЦИЯ ОБЪЕКТОВ ПРЕДМЕТНОЙ ОБЛАСТИ∗

И. М. Зацман1

Аннотация: Дано описание трех верхних уровней классификации объектов предметной области информа-
тики, которая позиционируется как составная часть системы научного знания, охватывающая широкий
спектр информационных и компьютерных наук. Границы предметной области при таком позициониро-
вании значительно расширяются и во многом соответствуют концепции полиадического компьютинга
Пола Розенблума. В предлагаемой научной парадигме информатики все сущности ее предметной области
разделены на два глобальных класса: объекты и их трансформации. Для каждого такого класса в про-
цессе создания парадигмы конструируется своя классификация. С формирования этих классификаций
и началось построение парадигмы. В данной статье рассматриваются три верхних уровня классифика-
ции объектов предметной области информатики. Основанием для построения первого уровня (самого
верхнего) служит предложенное ранее деление предметной области информатики на среды: ментальную,
сенсорно воспринимаемую, цифровую и ряд других сред. Основанием для построения второго уровня
служит разделение сенсорно воспринимаемых объектов информатики на данные и знаковую информа-
цию как результат преобразования в знаковую форму когнитивных структур человека. Основанием для
построения третьего уровня служит типология знаковых систем А. Соломоника. Цель статьи состоит
в описании подхода к построению трех верхних уровней классификации объектов информатики и его
сопоставлении с ранее использованными подходами к описанию основных сущностей ее предметной
области. Также на основе предлагаемого подхода отчасти сформулированы ответы на те вопросы Томаса
Куна об основных сущностях предметной области, которые должна содержать парадигма любой науки,
а не только информатики.

Ключевые слова: научная парадигма; классификация объектов предметной области информатики;
основания классификации; среды предметной области
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1 Введение

Вопросы позиционирования информатики
в системе научного знания дебатируются на про-
тяжении нескольких десятилетий. Они обсужда-
ются, например, в работах К. Нюгора, Д. Харела,
К. Колина, Р. Гиляревского, П. Деннинга, П. Ро-
зенблума, М. Касперсена и его соавторов [1–8].
Эти работы были опубликованы в период с 1986
по 2019 гг. Сегодня эти вопросы по-прежнему со-
храняют свою актуальность и активно обсуждают-
ся, в том числе с позиции поиска необходимой
совокупности теоретических оснований для разра-
ботки стратегии компьютерного образования. В [9]
М. Тедре и Д. Паюнен не только рассмотрели камни
преткновения и проблемные места в поиске теоре-
тических оснований и в определении предметной
области информатики в интересах компьютерно-
го образования. Они также констатировали, что
наибольшим препятствием выступает не что иное,
как отсутствие конвенциональной научной парадиг-

мы информатики в трактовке Т. Куна [10].

Необходимость создания именно куновской па-
радигмы в интересах компьютерного образования
отмечалась и раньше [11]. Неослабевающий ин-
терес именно к парадигмальности теоретических
оснований обусловлен тем, что с точки зрения Т. Ку-
на научная парадигма любой науки, чтобы обеспе-
чить эффективные научные исследования, должна
содержать или позволять получать ответы на следу-
ющие вопросы [10, 11]:

– Из каких основных сущностей состоит ее пред-
метная область?

– Какие трансформации описывают взаимодей-
ствие сущностей друг с другом и какие сущно-
сти взаимодействуют с органами чувств?

– Какие вопросы допустимо задать об основных
ее сущностях и какие методы используются для
поиска решений ее задач?

В настоящее время отсутствует конвенциональ-
ная парадигма информатики, которая отвечала бы
на эти вопросы. Структура предлагаемого вари-
анта научной парадигмы, первоначальная версия

∗Исследование выполнено с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные
вычисления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; izatsman@yandex.ru
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которого отчасти позволяет ответить на них, содер-
жит восемь компонентов, перечисленных и специ-
фицированных в работах А. Соломоника [12, 13].
Согласно Соломонику, научная парадигма «зрелой»
науки состоит из следующих компонентов, которые
могут разрабатываться отдельно, но объединяются
в единую и цельную конструкцию: (1) философские
основы; (2) предмет изучения; (3) методы изучения;
(4) аксиоматика; (5) классификации; (6) система
терминов; (7) языки [знаковые системы] науки;
(8) методы верификации результатов. Сам термин
«научная парадигма» трактуется им в соответствии
с теорией Т. Куна, которая описывает процесс сме-
ны научных парадигм [10]. При этом А. Соломоник
отмечает тот факт, что в книге Куна нет ответа на
вопрос: «Из чего должна состоять парадигма любой
“зрелой” науки?» [14, с. 23]. Отметим, что в дан-
ной статье рассматривается пятый компонент па-
радигмы (классификации сущностей предметной
области информатики) и основное внимание уде-
ляется только классификации объектов ее предмет-
ной области.

Цель статьи состоит в описании подхода к по-
строению трех верхних уровней классификации
объектов и его сопоставлении с ранее использо-
ванными подходами к описанию основных сущ-
ностей предметной области информатики (объ-
ектный, трансформационный и синтетический).
Предлагаемый подход и нижеизложенные резуль-
таты первой стадии его реализации уже позволяют
отчасти ответить на первые два из трех вопросов,
сформулированных Куном. Отметим, что постро-
ению верхних уровней классификации трансфор-

маций объектов предметной области информатики

посвящена работа [15].

2 Три подхода к описанию
предметной области
информатики

Все сущности информатики в предлагаемой на-
учной парадигме информатики разделены на два
глобальных класса: объекты и их трансформации.
Для каждого такого класса в процессе создания
парадигмы конструируется своя классификация.
Рассмотрим три основных подхода, которые ра-
нее использовались в информатике для описания
сущностей ее предметной области: объектный,
трансформационный и синтетический. Примерами
первого подхода, в рамках которого основное вни-
мание уделяется объектам предметной области ин-
форматики (например, данные, информация и/или
знание), могут служить работы [16–18]; примера-
ми второго подхода, в рамках которого основное

внимание уделяется трансформациям и в мень-
шей степени трансформируемым объектам — ра-
боты [6, 19]; примерами третьего, синтетического,
подхода, в котором уделяется внимание и объектам
предметной области информатики, и их трансфор-
мациям, могут служить работы [20–24].

Для построения двух классификаций (объектов
и их трансформаций) наибольший интерес пред-
ставляют трансформационный и синтетический
подходы. В 2009 г. П. Деннинг и П. Розенблум
сформулировали суть информатики как компью-
тинга следующим образом: «. . . информатика —
это не просто алгоритмы и структуры данных; это
трансформации представлений» [6]. Чуть позже,
в контексте краткого описания парадигмы инфор-
матики как компьютинга, П. Деннинг и П. Фри-
ман изменили эту формулировку на такую: «Цен-

тральный объект внимания в информатике можно
определить как информационные процессы — есте-
ственные или искусственные процессы, преобразу-

ющие информацию (курсив мой — И. З.)» [19].
На синтетическом подходе остановимся чуть

подробнее, так как именно его обобщение исполь-
зовалось в процессе построения обеих классифи-
каций в процессе создания научной парадигмы ин-
форматики. Согласно Р. Гиляревскому, «если данные

воспринимаются и интерпретируются человеком,
то они становятся для него информацией» (курсив
мой — И. З.) [24, с. 10]. В работах [20–23] вни-
мание также уделяется не только таким объектам
предметной области, как информация и знание, но
и их трансформациям. Согласно Ю. А. Шрейде-
ру, «информационно-знаниевые процессы включа-
ют преобразование человеческих (в значительной
мере личностных) знаний, существующих “здесь”
и “теперь”, в социальную информацию, доступную
“везде” и “всегда” и гарантирующую возможность

извлечения из нее знаний (курсив мой — И. З.)» [21].
Главный вывод П. Ингверсена состоит в том,

что понятие информации должно удовлетворять
двум требованиям. С одной стороны, информация
является результатом трансформации в знаковую
форму когнитивных структур человека. С другой
стороны, информация — это то, что трансформи-
рует (может трансформировать) знания человека,
который ее получает [22]. В описании предметной
области информатики как информационной науки
Дж. Фаррадейн сопоставляет знание и информа-
цию, которые он позиционирует как центральные
понятия ее предметной области, а также рассматри-
вает трансформацию информации в знания [20]. По
мнению В. Хьорланда, в определении информаци-
онной науки в явном виде должна быть выражена
соотнесенность информации со знанием [23]. Пе-
речисленные положения из работ [20–24] и стали
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предпосылками формирования двух классифика-
ций сущностей предметной области информатики:
ее объектов (см. рисунок) и их трансформаций (см.
рисунок на с. 130 в [15]).

В использовании этих положений можно уви-
деть авторскую позицию при построении обеих
классификаций: по максимуму интегрировать уже
известные в информатике положения об объектах
ее предметной области и их трансформациях, кото-
рые не противоречат друг другу.

3 Среды и объекты предметной
области информатики

Как отмечено выше, для каждого из двух гло-
бальных классов сущностей предметной области
информатики (объекты и их трансформации) в про-
цессе создания ее парадигмы конструируется своя
классификация. С описания оснований постро-
ения этих классификаций и началось построение
парадигмы [25, 26]. В этих работах было дано опи-
сание основания для построения верхнего уров-
ня классификации объектов предметной области,
основанной на ее средов‚ом делении. Были даны
определения следующих пяти сред предметной об-
ласти, каждая из которых включает объекты одной
и той же природы [25, 26]:

(1) ментальная среда — это совокупность когни-
тивных феноменов и их структур, исполь-
зуемых и/или формируемых в процессе по-

знания, происходящего в сознании людей
(феномены, формируемые с использованием
знаковых систем в процессах познания как
смысловые элементы знания, будем называть
концептами);

(2) сенсорно воспринимаемая среда, которую для
краткости иногда будем называть информаци-

онной — это совокупность сенсорно восприни-
маемых объектов, находящихся вне сознания,
но взаимодействующих с когнитивными фе-
номенами и их структурами;

(3) цифровая среда — это совокупность компью-
терных кодов;

(4) нейросреда — это электрические потенциа-
лы и магнитные поля, генерируемые мозгом,
которые используются, например, в информа-
ционных технологиях (ИТ) управления робо-
тизированной рукой [27] и в других ИТ, при-
меняющих интерфейсы «мозг–компьютер»;

(5) ДНК-среда — это совокупность цепочек РНК
и ДНК1.

Еще в 1986 г. Кристен Нюгор имплицитно
включил в предметную область информатики объ-
екты ментальной среды [1], что фактически можно
рассматривать как ее добавление к сенсорно вос-
принимаемой и цифровой средам. В научной пара-
дигме информатики число сред предлагается увели-
чить. С одной стороны, добавляются объекты еще
двух сред (нейро- и ДНК-среды), с другой стороны,
учитывается и возможность включения в будущем

1Например, модели трансляции естественных ДНК, созданные микробиологами, используются в информатике при разработке
методов записи данных большого объема с применением синтезированных цепочек ДНК.
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объектов тех сред, которые не используются сейчас
в ИТ, системах и средствах информатики. Поэтому
в предлагаемой научной парадигме информатики
такая возможность увеличения числа сред уста-
навливается с самого начала, что в будущем при
построении четвертого компонента парадигмы (ак-
сиоматика) планируется сформулировать как одну
из аксиом информатики.

4 Верхние уровни
классификации объектов

В соответствии с перечисленными пятью среда-
ми верхний уровень классификации будет включать
как минимум пять классов объектов. Каждый из
этих классов содержит объекты только одной среды
предметной области: ментальной, информацион-
ной, цифровой, нейро- или ДНК-среды. При этом
с ростом разнообразия природы объектов верхний
уровень классификации может пополняться новы-
ми классами, включающими объекты, природа ко-
торых отличается от природы сред, ранее включен-
ных в верхний уровень [26]. Это может произойти,
например, в том случае, когда при проектирова-
нии будущих ИТ встретятся объекты, которые по
своей природе не относятся ни к одной из сред те-
кущей версии классификации [28]. Таким образом,
в предлагаемом варианте парадигмы информатики
классификацию объектов ее предметной области
предлагается сделать открытой, что обусловлено
возможным включением в будущем в нее объектов
ранее не рассматривавшейся природы.

Перечень классов объектов верхнего уровня (см.
рисунок) сформирован согласно числу сред раз-
ной природы (объекты нейросреды, ментальной,
сенсорно воспринимаемой, цифровой, ДНК-среды
и будущих сред, обозначенных на верхнем уровне
многоточием) [25]. Далее ограничимся детализаци-
ей объектов только трех сред: ментальной, сенсорно
воспринимаемой и цифровой.

В каждом из трех классов объектов (ментальных,
сенсорно воспринимаемых и цифровых) выделим
два подкласса, разместив их на следующем, вто-
ром, уровне классификации. Перечислим шесть
выделенных подклассов:

(1) ментальные образы данных;

(2) знание и составляющие его концепты;

(3) сенсорно воспринимаемые данные;

(4) знаковая информация;

(5) цифровые данные;

(6) цифровая информация.

Оставшиеся три части от выделения этих подклас-
сов, обозначенные на рисунке знаком «?», в статье
не рассматриваются. Предлагаемое выделение шес-
ти подклассов соответствует ранее предложенному
определению сред предметной области информа-
тики [25]. Необходимость выделения как мини-
мум двух подклассов в каждой из трех сред при
решении прикладных задач проиллюстрируем при-
мером кардиограммы, сформированной на основе
электрических полей, образующихся при регистра-
ции работы сердца, и сохраненной в компьютере
в цифровой форме.

Кардиограмма на экране компьютера до нача-
ла ее интерпретации кардиологом — это сенсорно

воспринимаемые данные. Информация заключения
кардиолога, созданная им как результат содержа-
тельного анализа данных, является знаковой и по
определению [25] принадлежит к сенсорно воспри-
нимаемой среде. При компьютерном кодирова-
нии (на границе между сенсорно воспринимаемой
и цифровой средами) знаковой информации и сен-
сорно воспринимаемых данных получаем, соответ-
ственно, цифровую информацию и цифровые дан-
ные. Это два принципиально разных подкласса
объектов цифровой среды, так как цифровая ин-
формация всегда есть результат кодирования зна-
ковой информации, а для цифровых данных это
не так: они могут быть и результатом кодирования
сенсорно воспринимаемых данных, и результатом
их непосредственной генерации в цифровой среде
(например, файл цифровых данных, полученный
с помощью магнитно-резонансной томографии).

Процесс содержательного анализа и интерпре-
тации данных кардиограммы, а также подготовки
заключения состоит из нескольких этапов транс-
формаций объектов трех сред: ментальной, сенсор-
но воспринимаемой и цифровой. Сначала кардио-
лог сенсорно воспринимает данные кардиограммы,
предварительно сохраненной в компьютере (циф-
ровая среда), а затем отображенной на экране (сен-
сорно воспринимаемая среда). На следующем этапе
появляются ментальные образы данных в сознании
кардиолога как результат их сенсорного восприя-
тия и затем генерируется знание (ментальная среда)
кардиолога о наличии или отсутствии нарушений
в работе сердца пациента как результат креативного
процесса, включающего понимание кардиологом
ментальных образов данных.

Далее следует этап подготовки заключения на
некотором естественном языке, включающий гене-
рацию концептов (ментальная среда) как результат
деления полученного знания и выражение сгене-
рированных концептов словами этого языка в сен-
сорно воспринимаемой среде. Если готовится дву-
язычное заключение, например на русском языке
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и в переводе на английский язык, то деление знания
на концепты выполняется по-разному в системах
двух языков. Причина разного деления одного и то-
го же знания на концепты состоит в том, что объемы
значений (концептов) слов в переводе, как правило,
отличаются от объемов значений слов в оригинале.
Таким образом, деление одного и того же знания
кардиолога (о наличии или отсутствии нарушений
в работе сердца пациента) на концепты зависит от
используемого естественного языка, т. е. вербальной

знаковой системы, используемой на границе между
ментальной и сенсорно воспринимаемой средами.

В результате второй верхний уровень первона-
чальной версии классификации включает следу-
ющие объекты ментальной, сенсорно воспринима-
емой и цифровой сред:

– знание, концепты и ментальные образы сен-
сорно воспринимаемых данных [29]1;

– знаковую информацию и сенсорно восприни-
маемые данные;

– цифровую информацию и цифровые данные.

При построении третьего уровня классифика-
ции объектов в ее первоначальной версии ограни-
чимся только текстовой знаковой информацией, ее
компьютерными кодами (цифровой информацией)
и тем знанием ментальной среды, которое может
быть представлено в текстовой знаковой форме.
Основанием для построения этого уровня класси-
фикации служит следующая типология знаковых
систем А. Соломоника [31, c. 131]: (1) естествен-
ные знаковые системы (например, классификатор
следов зверей); (2) образные (система дорожных
знаков); (3) естественно-языков‚ые; (4) вербально-
несловесные системы записи2; (5) формализован-
ные знаковые системы3, включая математические.

Используя эту типологию, введем понятие обоб-
щенного текста — это текст, который может быть
создан с использованием любой из пяти перечис-
ленных знаковых систем. Тогда обобщенные тексты
по определению могут быть естественными, образ-
ными, естественно-языков‚ыми, вербально-несло-
весными и формализованными. Таким образом,
третий уровень классификации в этой статье охва-
тывает не все виды объектов предметной области
информатики, а только 15 их видов (по пять видов
для каждой из трех сред).

На рисунке приведены надписи только для пяти
видов объектов цифровой среды, полученных при

детализации цифровой информации. Под ними
следующие пять видов объектов сенсорно воспри-
нимаемой среды (без надписей на рисунке), полу-
ченные при детализации знаковой информации —
это тексты в каждой из пяти видов знаковых систем.
И еще ниже пять видов объектов ментальной среды
без надписей — это пять сфер знаний, для представ-
ления которых в сенсорно воспринимаемой среде
применяются соответственно естественные, образ-
ные, естественно-языков‚ые, вербально-несловес-
ные или формализованные знаковые системы. От-
метим, что эти сферы могут пересекаться, так как
существует такое знание, которое допускает его
представление в сенсорно воспринимаемой среде
с помощью разных видов знаковых систем.

5 Заключение

Описание трех верхних уровней классифика-
ции объектов, относящейся к пятому компоненту
(классификации) предлагаемой научной парадиг-
мы, и их визуализация на рисунке представляют
собой только отдельные фрагменты этого компо-
нента. Наполнение каждого из уровней классифи-
кации, естественно, не претендует на полноту. Но
и такое первоначальное описание классификации
объектов уже позволяет отчасти ответить на первые
два из трех вопросов Т. Куна.

На первый вопрос (Из каких основных сущно-
стей состоит предметная область информатики?)
предлагается следующий ответ:

«Все основные сущности сначала делятся на два
глобальных класса: объекты и их трансформации.
Для каждого класса формируется своя классифика-
ция, и они в совокупности специфицируют основ-
ные сущности предметной области информатики».

Ответ на второй вопрос (Какие трансформации
описывают взаимодействие сущностей друг с дру-
гом и какие сущности взаимодействуют с органами
чувств?) состоит из следующих двух положений:

(1) с органами чувств человека взаимодейству-
ют объекты сенсорно воспринимаемой среды
предметной области информатики;

(2) виды трансформаций объектов представлены
в классификации, первоначальное описание
которой приведено в работе [15].

В настоящее время создание парадигмы ин-
форматики находится на первоначальной стадии,

1Деление на личностное, коллективное, организационное и конвенциональное знание по Ниссену [30] (конвенциональное
знание по Ниссену названо социальным у Ю. Шрейдера [21]) в первоначальной версии этой классификации не рассматривается.

2Под системой записи понимается знаковая система, сочетающая вербальные знаки с несловесными (языки нотной записи,
карт, таблиц и др.).

3В двух последующих монографиях А. Соломоник делит формализованные системы на знаковые формализованные системы
первого и второго порядка [12, с. 76; 13, с. 64].
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на которой формируется только пятый из восьми
ее компонентов — классификации информатики.
После завершения создания первой версии ком-
понента планируется сформировать второй и тре-
тий компоненты парадигмы (предмет и те методы
изучения, которые свойственны именно информа-
тике, включая метод информационно-математиче-
ских трансформаций [32]), описав второй, третий
и пятый компоненты в единой системе терминов как
шестого компонента парадигмы.

В заключение отметим, что сопоставление пред-
лагаемого подхода к построению трех верхних уров-
ней классификации объектов предметной области
с ранее использованными подходами позволяет вы-
двинуть следующую гипотезу: для создания науч-
ной парадигмы информатики, охватывающей ши-
рокий спектр информационных и компьютерных
наук, необходимо выделять среды в ее предметной
области, учитывать увеличение числа сред в буду-
щем, определять и объекты каждой среды, и виды
их трансформаций.
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Abstract: A description is given of the three top levels of classification of domain’s objects of informatics which
is positioned as an integral part of the system of scientific knowledge that covers a wide range of information
and computer sciences. With such positioning, the boundaries of the domain expand significantly and largely
correspond to the concept of polyadic computing by Paul Rosenbloom. All entities of informatics in the proposed
scientific paradigm are divided into two global classes: objects and their transformations. For each class, in the
process of creating the paradigm, its own classification is constructed. The paradigm’s creation began with the
formation of these classifications. The paper discusses the three top levels of classification of domain’s objects of
informatics. The basis for constructing the first (the highest) level is the division of the domain of informatics into
the media: mental, sensory, digital, and a number of other media. The basis for constructing the second level
of objects’ classification is the division of sensory perceived objects of informatics into data and sign information
which is the outcome of transformation of human cognitive structures into a sign form. The basis for constructing
the third level of classification of objects is the typology of sign systems by A. Solomonick. The aim of the paper is
to describe the approach to constructing the three top levels of classification of domain’s objects of informatics and
to compare it with the previously used approaches to describing its subject domain. Also, based on the proposed
approach, the answers to those questions of Thomas Kuhn about the basic entities of the subject domain which
should contain the paradigm of any science, not just informatics, are partly formulated.
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