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О ФУНКТОРНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ОПТИМИЗИРУЕМЫХ

ДИНАМИЧЕСКИХ МУЛЬТИАГЕНТНЫХ СИСТЕМ

Н. С. Васильев1

Аннотация: Топос функторов выбран в качестве компьютерного инструмента синтеза динамических
игр многих лиц. Задаваемая шкала упорядочивает объекты, отвечающие сопутствующим статическим
подыграм. Последние служат состояниями динамической мультиагентной системы (ДМАС). Исходная
динамическая игра и все статические подзадачи представляются в моноидальной категории бинарных
отношений. Под рациональным решением игры понимается равновесие. Композициональное стро-
ение оптимизируемой ДМАС выражено в форме динамического результирующего отношения (ДРО)
игры. Поиску равновесия отвечает максимизация ДРО. Это делается методом Беллмана, обобщенным на
задачи оптимального управления, поставленные в форме отношений. Программная реализация предло-
женного подхода может быть основана на нейросетевых вычислениях ввиду согласованности архитектур
применяемых графов отношений и нейросетей.
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1 Введение

В ДМАС агенты принимают решения в каждом
состоянии системы в зависимости от располага-
емой ими информации о поведении других участ-
ников конфликта [1–4]. Воздействие стратегий на
ДМАС распределено во времени и связано с выбо-
ром ситуаций в череде сопутствующих статических
игровых подзадач.

Процесс изменения состояний ДМАС традици-
онно задают с помощью дифференциальных или
итерационных уравнений, в которые входят управ-
ляющие воздействия игроков. От этого описания
динамики приходится отходить даже в антагони-
стических дифференциальных играх с полной ин-
формированностью игроков. Управляемую систе-
му представляют дифференциальным уравнением
в контингенциях [3], т. е. применяют многозначные
отображения. В стохастических постановках так-
же возникает дополнительная неопределенность,
связанная с прогнозированием будущих состояний
системы [4].

Зачастую целесообразно отказаться от функци-
онального описания динамики игры и перейти на
язык отношений [5]. Благодаря этому значитель-
но расширяется круг приложений [4, 6–9], при-
обретается свойство композициональности моде-
лей ДМАС, удобное для модификации игровых
задач. Этот подход поддерживается компьютерной

алгеброй теории категорий [10, 11]. Кроме того,
графовая структура отношений и сетевая структура
игровой задачи допускают эффективную нейросе-
тевую программную реализацию [7, 8, 12, 13].

Категорный подход охватывает общий случай
динамических игр многих лиц с разнообразны-
ми классами допустимых стратегий игроков [5, 11].
В качестве состояний динамической системы рас-
сматриваются сопутствующие статические игры,
связанные динамическим отношением.

Традиционное моделирование игровой задачи
проводится средствами категории множеств SET.
Естественным обобщением классического подхода
становится формализация игровой операции, вы-
полняемая на языке моноидальной категории би-
нарных отношений REL. Применяемый аппарат
позволяет единообразно выражать и модифициро-
вать интересы агентов, проводить эквивалентные
преобразования игровой задачи, описывать поиск
рационального решения [5]. С помощью введения
ДРО игры исследование ДМАС может быть сведено
к последовательной максимизации ДРО.

Итак, вместо многошагового процесса игры
предлагается перейти к представлению динамики
задачи с помощью функтора τ : S → SETT , кото-
рый преобразует выбираемую шкалу S в категорию
SETT монады (T, η, ψ), T : A→ 2A [11]. Объектами
монады служат конечные множества, а морфизма-
ми — отношения между ними. Равенство SETT =
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= REL означает, что функторная модель ДМАС
строится на языке отношений. Единообразно выра-
жаются правила игры, интересы участников, клас-
сы стратегий агентов, динамика задачи и даже ал-
горитм ее решения. Строгость функтора вложения
SET→ SETT обеспечивает преемственность новой
формы представления задачи и классической.

Функтор τ порождает динамическое отноше-
ние игры R = R(τ), регламентирующее смену
состояний — решаемых в текущий момент вре-
мени статических подыгр •(X) с множеством
допустимых ситуаций X . Динамическое отноше-
ние определяет последовательность смены состо-
яний •(X0), . . . ,•(XT ) и вводит отношение пред-

шествования подыгр •(X)
R≺ •(Y ). В соответствии

с ним определена преемственность ситуаций x
R≺ y,

причем выбор любой пары ситуаций x ∈ X и y ∈
∈ Y , относящихся к разным состояниям систе-
мы, возможен, только если выполнено включение
(x, y) ∈ R. Таким образом, из решений подза-
дач •(X0), . . . ,•(XT ) строится последовательность
x0, . . . , xT выбираемых ситуаций подобно тому, как
это делается в многошаговых играх с помощью
уравнений.

Интересы агентов в задаче заданы в форме отно-
шений предпочтения для терминального состояния
системы •(XT ):

“ρkT ∈ REL
(
XT , XT

)
, k ∈ K . (1)

Правила функционирования ДМАС формули-
руются во всех подыграх •(Xi). Во-первых, опре-
делены цели игроков — максимизация отношений
предпочтения ρk

i ∈ REL(Xi, Xi), k ∈ K(Xi), по-
лучаемых из заданных (1) с помощью вычисления
обратных образов морфизмов “ρkT относительно ди-
намического отношения R. Во-вторых, агенты вы-
бирают классы допустимых стратегий посредством
графа коммуникаций и функции, размечающей его
дуги. Тем самым задается сетевая структура в ста-
тических подыграх [12, 13]. Разметка графа де-
тализирует информацию, которой обмениваются
партнеры при совершении ходов и формировании
коалиций [5]. Стратегии агентов в исходной ди-
намической задаче включают процедуру принятия
решений в каждом состоянии системы.

Далее изучено композициональное строение ди-
намического результирующего отношения игры,
позволяющее искать рациональное решение, т. е.
такое, которое оптимизирует функционирование
ДМАС. Поиск проводится методом динамического
программирования, обобщенным на задачи опти-
мального управления, поставленные в форме отно-
шений.

2 Постановка задачи

В качестве шкалы S выберем категорию

S : L
−→
out

in
−→

M . (2)

Динамику мультиагентной системы зададим
функтором τ : S → SETT , которому отвечает ори-
ентированный граф динамического отношения •R,
R = R(τ). Граф должен быть ациклическим и связ-
ным. В его вершинах находятся множества допус-
тимых ситуаций статических подыгр •(Xi), а дуги
отвечают отношениям Rij ∈ REL(Xi, Xj).

Определение 2.1. Скажем, что ситуация xi ∈ Xi

непосредственно предшествует ситуации xj ∈ Xj,
если и только если (xi, xj) ∈ Rij . Отношением
предшествования состояний назовем транзитивное
замыкание R = Rij динамического отношения.

Последовательная смена состояний ДМАС про-
исходит в соответствии с отношением непо-

средственного предшествования •(Xi)
Rij≺ •(Xj).

Каждому состоянию соответствует некоторая
статическая подыгра. Процесс функционирования
системы складывается из последовательного выбо-
ра игроками ситуаций x0, . . . , xT , где x0 и xT —
решения начальной и терминальной подыгр. Итак,
имеем множество всех допустимых ситуаций исход-
ной динамической задачи вида

“X =

=

{

“x = (x0, . . . , xT ) : (∀ixi ∈ Xi) ∧ x0
R≺ · · · R≺ xT

}

.

Правила проведения каждой подыгры •(Xi) за-
даются следующим функтором и функцией:

gi : S → SET ; hi : E → 2 . (3)

Игроки стремятся по возможности максимизиро-
вать свои отношения предпочтения ρk

l : Xl → Xl,
k ∈ Kl. (Иначе рассматриваются противополож-
ные отношения (ρk

i )
op.) Функторы (2) и (3) опре-

деляют сетевую структуру игры. Шкала S вы-
деляет множество дуг E, по которым участники
k ∈ K(Xi) статической игры осуществляют комму-
никацию. Функциями in и out в (2) вводят порядок
ходов. Функция hi из формулы (3) осуществляет
разметку дуг графа коммуникаций γi, определяя
данные, которыми обмениваются игроки при сво-
их ходах [5]. Непустые сообщения могут содержать
либо выбранную стратегию-константу, либо стра-
тегию-функцию [2, 5]. Предполагается также, что
никто из агентов не блефует.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 18 выпуск 2 2024 3



Н. С. Васильев

Понятие рационального поведения игроков
зависит от сетевой структуры (3) статических
игр [5, 12, 13]. Будем применять принцип равно-
весия как к исходной динамической задаче, так
и ко всем по отдельности подыграм •(Xi).

Пример 2.1. Рассмотрим функтор (2), которому от-
вечает граф

•R : X1
R12−−→ X2

R23−−→ · · · Rn−1,n−−−−−→ Xn . (4)

Функции out и in определяют начало Xi ∈ M
и конец Xj ∈M каждой дуги, обозначенной стрел-
кой Ri,i+1 ∈ L. В моменты времени i = 1, 2, . . . , n
решаются игры •(Xi).

Схема (4) свойственна многошаговым опера-
циям.

Пример 2.2. Пусть в позиционной многошаговой
игре двух лиц известна следующая динамическая
система, начальное условие и фазовое ограниче-
ние:

{
y1t+1 = y

1
t + u

1
t ;

y2t+1 = y
2
t − u2t ;

y10 = 0 , y
2
0 = 0 ;

∣
∣y1t − y2t

∣
∣ ≤ 2 , t = 0, T .

Агенты k = 1, 2 стремятся по возможности макси-
мизировать функции выигрыша

J1 = −
T−1∑

t=1

ytu
1
t ; J2 =

T−1∑

t=1

ytu
2
t ,

где

yt = y
1
t − y2t , uk

t ∈ U0 ≡ {−1, 0, 1}.

Интересы игроков “ρk ∈ REL( “X, “X) (1) заданы
функционалами Jk. В статических подыграх •(Xt),
Xt = ∪ytX(yt),X0 = U20 , с помощью функций f1 =
= −ytu

1
t , f2 = ytu

2
t введем отношения предпочте-

ния игроков ρk
t . Видно, что интересы участников

подыгр противоположны ρ2t = ρ1opt , а множества
допустимых ситуаций расслоены в зависимости от
позиций yt = y1t − y2t , |yt| ≤ 2, в которых мо-
жет пребывать динамическая система. Ситуация
(u1t , u

2
t ) ∈ X(yt) допустима, только если ее выбор не

нарушает заданное фазовое ограничение.
Во все моменты времени отношения предпо-

чтения ρk
t (yt) : X(yt)→ X(yt), k = 1, 2, одинаковы:

ρk
t = ρ

k
1, Xt = X1, t = 1, T − 1, причем

ρk
t ,

⋃

yt

ρk
t (yt).

Вычисления показывают, что при t = 1, T − 1
имеем

Xt =

2∐

yt=−2

X(yt), X(±2) = {(±1,±1)},

X(±1) = {(±1, 0), (0,±1)},
X(0) = {(1,−1), (0, 0), (−1, 1)} ;

ρ1t (0) : (0,−1) ∼ (−1, 0) ∼ (0, 0),
ρ1t (1) = {((0,−1), (−1, 0))},
ρ1t (−1) = {((−1, 0), (0,−1))} ,

ρ11(±2) = {(±1,±1)}.
Динамическое отношение игры, равное Rt,t+1 :

Xt → Xt+1, t = 1, T − 1, связывает допустимую те-
кущую um ≡ (u1m, u2m) ∈ X(ym) и выбираемую сле-
дующую um+1 ∈ X(ym+1) ситуации в состояниях
системы •(Xm), m = t, t+ 1. Таким образом, отно-
шение непосредственного предшествования ситуа-
ций определено включением

ut
Rtt+1−−−−→ ut+1, ut+1 ∈ X(yt+1), yt+1=yt+

(
u1t + u

2
t

)
.

Пусть сетевая структура (3) такова, что во всех
играх •(Xt) один из участников сообщает другому
свое управляющее воздействие uk

t . Тогда раци-
ональное решение игры состоит в выборе ситуа-
ции, стабилизирующей траекторию системы yt ≡
≡ 0, а многошаговая игра имеет седловые точки
∀tu

1
t = −u2t .
При поиске рационального решения игровых

задач применяются вспомогательные морфизмы,
строящиеся из исходных (1) с помощью операций
алгебры отношений A = (◦,∪,∩, op,×;σ,∅) [5, 10,
11]. Получение каким-либо игроком дополнитель-
ной информации уменьшает неопределенность вы-
бора подходящей стратегии (см. пример 2.2). Выбор
сетевой структуры игры (3) изменяет отношения
предпочтений участников ρ. Игроки руководству-
ются сужениями ρ|A = ρ ∩ A2, A ⊂ X, исходных
отношений ρ на некоторые, вполне определенные
подмножества ситуаций.

При условии сделанных предположений граф
динамического отношения содержит минималь-
ные и максимальные элементы — вершины X0

и XT (см. пример 2.1). Процесс функциониро-
вания ДМАС начинается с решения статических
подыгр •(X0) и заканчивается подзадачами •(XT ).
Они названы начальным и терминальным состо-
яниями системы соответственно. В отличие от
примера 2.2, в рассматриваемой постановке зада-
ются терминальные отношения предпочтения аген-
тов (1).

Рациональное поведение игроков заключается
в том, что они стремятся максимизировать свои
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предпочтения на множестве всех допустимых ситу-
аций:

∀k “ρ
kT → MAX

“X
. (5)

В задаче (1), (2), (3), (5) требуется найти ситуацию
равновесия [2, 5].

Существование равновесия во многом зависит
от свойств морфизмов ρk

i , k ∈ K. Наложим одно из
таких требований. Пусть партнеры предлагают не-
которому игроку k принять решение в ситуации s,
для которой ρk

i |sk
= ∅, s ∈ Xi. Предполагается,

что возникшую неопределенность выбора каждый
игрок k ∈ K разрешит с помощью изменения свое-
го отношения предпочтения, положив ρk

i |sk
= {s}.

(Игрок соглашается с выбором ситуации s.) Это
требование выполняется для рефлексивных отно-
шений.

3 Эквивалентные
преобразования
динамических игр

Категорное представление допускает примене-
ние моноидальных операций для преобразования
игровой задачи [11]. Морфизмы R : REL (Y ) →
→ REL (X)представляют собой функторы, сравни-
вающие однообъектные подкатегории в категории
REL. Образ морфизма ρ ∈ REL(Y, Y ) относитель-
но R будем записывать как композицию R ◦ ρ ∈
∈ REL(X,X).
Определение 3.1. Обратным образом (или кообра-
зом) отношения r : X → X относительно морфиз-
ма R : Y → X назовем стрелку r′ : Y → Y , пре-
вращающую следующий квадрат в коммутативный
(рис. 1).

Ввиду того что морфизм Rop ∈ REL (X,Y ) со-
храняет композиции стрелок, он сам становится
функтором Rop : REL (X) → REL(Y ). Так как
∀ij(x, y) ∈ Ropij ⇔ (y, x) ∈ Rij, то назовем Rop про-
тивоположным к {Rij} динамическим отношени-
ем. Его можно изобразить, изменив направления
всех дуг в графе•R (вертикальных стрелок на рис. 1).

Пусть вершины X1 и Xl графа динамическо-
го отношения •R связаны некоторым путем L =
= (X1, . . . , Xl). Взяв композицию RL = Rl−1 ◦ · · ·

· · · ◦R1 морфизмов Ri ∈ REL(Xi, Xi+1) вдоль цепи
L = (X1, . . . , Xl), можно «опустить» произвольное
бинарное отношение rl : Xl → Xl с Xl на множе-
ствоX1 и построить его обратный образr1 = R

op
L ◦rl.

Пусть теперь множество {L = (X1, . . . , Xl)} всех
попарно различных путей, связывающих вершины
X1 и Xl, состоит более чем из одного элемента.
Под обратным образом отношения ρl : Xl → Xl,
переносимого на множество X1, будем понимать
копроизведение

ρ′1 = R
op ◦ ρl =

∐

{L}

RopL ◦ ρl;

ρ′1 :
∐

{L}

X1 →
∐

{L}

X1 . (6)

«Поднятием» морфизмаρ1 вдоль путей{L}мож-
но построить образ ρL = R ◦ ρ1. Это отношение
∐

{L}RL ◦ ρ1 на копроизведении объектов
∐

{L}Xl

с числом сомножителей, равным мощности набо-
ра {L}.

По формуле (6) заданные в терминальных со-
стояниях системы морфизмы (1) переносятся во
все остальные состояния. Так вводятся отношения
предпочтения игроков ρk

i в играх •(Xi):

∀ikρ
k
i = R

op ◦ “ρkT
i .

Замечание 3.1. Общее определение кообраза (6)
можно заменить двойственной конструкцией,
основанной на произведении отношений [11]:

ρ′′=Rop◦ρ=
∏

{L}

RopL ◦ρ ; ρ=R◦ρ′′ =
∏

{L}

RL◦ρ′′. (7)

Получим морфизмы (7) вида

ρ :
∏

{L}

X1 →
∏

{L}

X1, ρ
′′ :
∏

{L}

Xl →
∏

{L}

Xl.

Пример 3.1. Воспользуемся формулой (6) примени-
тельно к ДМАС, представленной на рис. 2.

Кообразом Rop ◦ ρ4 отношения ρ4 : X4 → X4
служит морфизм

ρ′1 : X1
∐

X1 → X1
∐

X1;

ρ′1 =
(

Rop13 ◦R
op
34

∐

Rop12 ◦R
op
24

)

◦ ρ4.

Рис. 1 Образ r = R ◦ r′ и обратный образ r′ = Rop ◦ r
относительно функтора R

Рис. 2 Граф •R динамического отношения R: Rij ∈

∈ REL(Xi, Xj)
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Опуская ρ4 на множества X2 и X3, получим ρ′2 =
= Rop24 ◦ρ4, ρ′3 = Rop34 ◦ρ4 соответственно. Поднятием
отношения ρ′1 : X1 → X1 на множествоX4 строится
образ R ◦ ρ′1 как

ρ4 : X4
∐

X4 → X4
∐

X4 ;

ρ4 =
(

R24 ◦R12
∐

R34 ◦R13
)

◦ ρ′1.

Конструкция (7) дает структуру

ρ4 : X4 ×X4 → X4 ×X4 ;

ρ4 =
(

R24 ◦R12
∏

R34 ◦R13
)

◦ ρ′′1 .

Формулы (6) и (7) позволяют строить экви-
валентные модели игры. Свойство универсаль-
ности объектов X2 × X3 и X2

∐
X3, выражаемое

посредством коммутативных диаграмм [11], одно-
значно определяет новое динамическое отношение
с соответствующими морфизмами. Например, вме-
сто графа из рис. 2 можно работать с более простой
графовой структурой, представленной в любой из
следующих форм:

X1
〈R12,R13〉−−−−−−→ X2 ×X3

〈Rop24 ,Rop34〉op−−−−−−−−→ X4 ; (8)

X1
[R12,R13]

op

−−−−−−−→ X2
∐
X3

[R24,R34]−−−−−−→ X4 . (9)

Возможность эквивалентного перехода от произ-
вольного графа •R (см. рис. 2) к цепи (4) (см. (8)
и (9)) обоснована в теореме 3.1.

Теорема 3.1. Граф всякого динамического отношения

приводится к виду (4).

4 Результирующее отношение
динамической игры

Введением результирующего отношения игра
сводится к проблеме оптимального управления, по-
ставленной в форме отношений. Для ее решения
можно применить обобщенный метод динамиче-
ского программирования. Напомним [5], что
в любой статической игре •(Y ) существует ре-
зультирующее отношение PY . Оно выражает
композициональное свойство игры, учитывающее
интересы всех участников операции, сетевую струк-
туру их взаимодействия и рациональность поведе-
ния. Решение игры •(Y ) сводится к поиску мак-
симальных элементов PY → MAXY . Благодаря
этому, можно по-новому определить состояния
исходной ДМАС. Вместо игр •(Xi) будем рассмат-
ривать оптимизационные задачи ( “Xi, P “Xi

), P “Xi
∈

∈ REL( “Xi, “Xi). Иначе говоря, теперь во всех состо-
яниях системы решение принимает единственный
агент.

Определение 4.1. Пусть ( “Y1, P“Y1)
R≺ ( “Y2, P“Y2); “y1, “y2 ∈

∈ “Y1. Ситуация “y2 называется более перспективной
по сравнению с “y1, если выполнено свойство

(“y1, “y2) ∈
(
Rop ◦ P“Y2

)
◦ P“Y1 . (10)

В каждом состоянии ДМАС игрокам целесо-
образно использовать более перспективные ситуа-
ции и из них формировать рациональное решение
задачи (1), (2), (3), (5). В этом заключается принцип
Беллмана.

В случае динамического отношения с графом (4)
(см. теорему 3.1) рассмотрим следующую итераци-
онную схему построения «оптимизирующих» мор-
физмов { “P “Xk

}:

“P “XT
= PXT

, “P “XT−k
=
(

Rop ◦ “P “XT−k+1

)

◦ P “XT−k
,

k = 1, T . (11)

Назовем (11) уравнениями Беллмана в форме отно-
шений.

Определение 4.2. Динамическим результиру-
ющим отношением называется семейство морфиз-
мов Беллмана { “P “Xk

, k = 1, T} из уравнений (11).

Теорема 4.1. Во всякой ДМАС существует результи-

рующее отношение.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построение ДРО проведем
методом математической индукции. На началь-
ном шаге, в терминальном состоянии системы,
ДРО совпадает с результирующим отношением
“PXT , PXT , “XT = XT , статической игры •(XT ).
Опустим этот морфизм на все множества “XT−1,
для которых имеет место непосредственное пред-

шествование •( “XT−1)
R≺ •( “XT ). Композиция мор-

физмов (10), “Y1 = “XT−1, “Y2 = “XT , определяет
компоненту ДРО “P “XT−1 , отвечающую состоянию
системы ( “XT−1, P “XT−1). Пусть отношение “P “Xi

уже
построено. Тогда опять по формуле (10) его мож-

но продолжить на все состояния •( “Xj)
Rij

≺ •( “Xi)
исходной ДМАС, т. е. построить очередные мор-
физмы “P “Xj

. Процесс завершается в начальных
состояниях системы.

5 Поиск рационального решения
игры

Для решения задачи (1), (2), (3), (5) предло-
жим следующее обобщение метода динамического
программирования. Сначала из системы уравнений
Беллмана (11) найдем ДРО игры. Затем последова-
тельно для моментов времени 1, . . . , T вычислим
следующие множества максимальных элементов
отношения Беллмана:
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X∗
1 = ARGMAX “P “X1 ; X

∗
2 = ARGMAX

RX∗
1

“P “X2 ; . . .

. . . ;X∗
T = ARGMAX

RX∗
T−1

“P “XT
. (12)

Теорема 5.1. Рациональному решению динамической

игровой задачи (1)–(5) отвечает ситуация “x∗ =
= (x∗1, . . . , x

∗
T ); x

∗
s ∈ X∗

s , s = 1, T , найденная ме-

тодом Беллмана (11), (12).

Пример 5.1. Графом •R (4), n = 2, динамического
отношения задана ДМАС

R : (x1, x2, x3)→ (x3, x1, x1∨x2)∪(x2, x3, x1∧x2);
x = (x1, x2, x3) ∈ 8 ≃ {0, 1}3.

Терминальная задача представляет собой игру Гер-
мейера трех лиц •2,3 [2, 5], где XT = 8 — бинар-
ный куб. Отношения предпочтений агентов “ρk

2 ∈
∈ REL(8, 8) равны:

“ρ12 = {01, 05, 40, 34, 32, 76};
“ρ22 = {02, 10, 24, 32, 35, 45, 64, 67};
“ρ32 = {20, 40, 35, 31, 64, 76}.

Найдем интересы игроков ρk
1 = Rop(“ρk

2) в началь-
ном состоянии системы •1,3, X0 = 8:

ρ11 = {01, 02, 03, 04, 06, 12, 13, 14, 16, 20, 21, 62, 63,
64, 65, 72, 73, 74, 75} ;

ρ21 = {03, 04, 05, 13, 14, 15, 20, 21, 23, 26, 32, 40, 41,
42, 52, 61, 63, 64, 65, 71, 73, 74, 75, 76};

ρ31 = {20, 21, 30, 31, 40, 41, 50, 51, 61, 62, 63, 64, 71,
72, 73, 74, 76}.

Вычислим результирующие отношения статиче-
ских подыгр •(XT ), •(X0) [5]:

PXT = “ρ31|x3 ◦ “ρ21 ◦
(
“ρ11 ∪ “ρ2G1

)
,

ρ2G1 = “ρ
2
1|MIN“ρ21|x1 ⇒ PXT = {40, 05, 42, 35, 30, 70},

PX0 = ρ11|x1 ◦ ρ21|x2 ◦ ρ31|x3 = {41, 53, 61, 73}.
Из уравнений Беллмана (11) найдем искомое ДРО
игры:

“PXT = {40, 05, 42, 35, 30, 70}, “PX0 = {40, 00, 60, 70}.

По формулам (12) и теореме 5.1 рациональное ре-
шение игры равно “x∗ = (0, 0).

6 Заключение
Функторная модель стала наследником тради-

ционной формы представления ДМАС. Обладая

композициональной структурой, она создает усло-
вия для модификации игровой задачи и выпол-
нения эквивалентных преобразований средствами
алгебры теории категорий. Доказано существо-
вание результирующего отношения динамической
игры многих лиц. Для задач оптимального управле-
ния в форме динамических отношений предложено
обобщение метода Беллмана. С помощью ДРО этим
методом строится рациональное решение задачи.
Функторный подход поддерживается компьютер-
ной алгеброй теории категорий. Сетевая архитек-
тура применяемых морфизмов допускает эффек-
тивную нейросетевую программную реализацию,
которую еще только предстоит осуществить.
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РЫНОК С МАРКОВСКОЙ СКАЧКООБРАЗНОЙ

ВОЛАТИЛЬНОСТЬЮ V: ПОПОЛНЕНИЕ РЫНКА ДЕРИВАТИВАМИ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Пятая, заключительная часть цикла посвящена задаче пополнения рынка с марковской
скачкообразной сменой режимов. Рынок включает в себя безрисковый банковский депозит с известной
неслучайной процентной ставкой, а также набор базовых рисковых активов. Мгновенные процентные
ставки и волатильности этих активов представляют собой функции скрытого фактора смены режимов,
описываемого некоторым марковским скачкообразным процессом (МСП) с конечным множеством со-
стояний. Целью статьи ставится пополнение предложенного рынка. Оно означает добавление некоторого
набора новых финансовых инструментов таким образом, что выплаты по любому платежному требованию,
сформированному на рынке, могут быть воспроизведены с помощью некоторого самофинансируемого
портфеля, содержащего исходные и добавленные инструменты. Доказано, что для пополнения рынка
к исходному множеству активов достаточно добавить деривативы европейского типа, построенные на
уже представленных на рынке базовых рисковых активах. При этом число добавляемых деривативов
совпадает с числом режимов рынка. Задача пополнения рынка имеет неединственное решение, и в статье
приведено сравнение предложенного способа с уже существующим.
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1 Введение

Предметом исследования заключительной за-
метки цикла [1–4] стала модель рынка, состоящего
из безрискового банковского депозита и набора ба-
зовых рисковых активов. Мгновенная процентная
ставка и волатильность этих активов зависят от
режима рынка, описываемого некоторым нена-
блюдаемым МСП. Рынки такого типа считаются
неполными [5], так как содержат «неторгуемый»
(nontradable) случайный процесс [6]. Этот факт
усложняет теоретическое и практическое решение
задач определения справедливых цен деривати-
вов, хеджирования и оптимального инвестирова-
ния. Одним из направлений сокращения неопре-
деленности в данных моделях стало оценивание
режима рынка по имеющейся статистической ин-
формации: журналам заявок на покупку/продажу
финансовых инструментов (базовых и производ-
ных), а также цен проведенных сделок. Предыду-
щие части цикла [1, 3, 4] содержали результаты ис-
следований в этой области.

Другой способ сокращения данной неопреде-
ленности — пополнение рынка. Эта процедура
означает добавление к уже имеющимся на рын-
ке некоторых дополнительных инструментов, не-
сущих информацию о неторгуемых процессах. По-

полненный набор инструментов должен давать воз-
можность воспроизводить выплаты по любым пла-
тежным требованиям, которые можно определить
на рынке. Именно задаче пополнения рынка по-
священа эта заметка.

Статья организована следующим образом.
В разд. 2 приведено детальное описание модели
исследуемого рынка. Раздел 3 содержит необхо-
димые определения портфельных инвестиций,
а также постановку задачи пополнения рынка. Раз-
дел 4 — основной в данной работе: он представляет
набор деривативов европейского типа от существу-
ющих рисковых активов, пригодный для пополне-
ния рынка. В разд. 4 также приводится сравнение
данного набора деривативов со скачкообразными
финансовыми инструментами, предложенными
в [7, 8] с аналогичной целью. Раздел 5 содержит
выводы по проведенным исследованиям.

2 Исследуемая модель рынка

На вероятностном базисе с фильтрацией
(Ÿ,F ,P , {Ft}t∈[0,T ]) рассматривается модель фи-
нансового рынка, изначально состоящего из бан-
ковского вклада

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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Bt = exp





t∫

0

ru du





с детерминированной ставкой rt и N базовых рис-
ковых инструментов

St = col (S
1
t , . . . , S

N
t ).

ЦенаSt описывается стохастической дифферен-
циальной системой (СДС)

dSt = diagSta(t, Zt) dt+ diagStσ(t, Zt) dwt,

t ∈ (0, T ], S0 ∼ p0(s), (1)

где wt , col (w1t , . . . , w
N
t ) — N-мерный винеров-

ский процесс, а случайные функции мгновенной
процентной ставки aи внутренней волатильностиσ
имеют вид

a(t, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
ta

ℓ(t); σ(t, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
tσ

ℓ(t)

с набором известных детерминированных функций
{aℓ(t)}ℓ=1,L и {σℓ(t)}ℓ=1,L:

aℓ(t) , col (aℓ
1(t), . . . , a

ℓ
N(t));σ

ℓ(t) = ‖σℓ
ij(t)‖i,j=1,N .

В функциях a(·) и σ(·) Zt , col (Z1t , . . . , Z
L
t ) ∈

∈ {e1, . . . , eL} — МСП с матрицей интенсивно-
стей переходов ˜(·) и начальным распределени-
ем pZ

0 . Марковский скачкообразный процесс Zt

представляет собой решение СДС с мартингалом
Mt = col (M

1
t , . . . ,M

L
t ) в правой части [9]:

dZt = ˜
⊤(t)Zt dt+ dMt, t ∈ (0, T ], Z0 ∼ pZ

0 . (2)

Для вероятностного базиса с фильтрацией и мо-
дели (1), (2) выполнены следующие предположе-
ния.

1. С вероятностью 1 траектории процесса Zt не-
прерывны справа и имеют конечные пределы
слева [10].

2. Ft = σ{S0, wu, Zu : 0 6 u 6 t} для любых
t ∈ [0, T ].

3. Для некоторого α > 0 неравенство

σℓ(t)
(
σℓ(t)

)⊤
> αI выполняется для всех t ∈

∈ [0, T ] и ℓ = 1, L.

4. P{S0 > 0} = 1.

5. pZ
0 = col (p

Z,1
0 , . . . , pZ,L

0 ): min16ℓ6L p
Z,ℓ
0 > 0.

6. Начальные условия S0 и Z0 независимы.

Несмотря на технический характер, предполо-
жения 1–6 необременительны и имеют очевидный
смысл. Предположения 1, 2 и 6 гарантируют не-
прерывность справа потока {Ft} — стандартное
требование для правомерного применения матема-
тического аппарата стохастического анализа. Пред-
положение 2 также означает, что вся случайность на
рынке порождается только начальным условиемS0,
процессами w и Z. Совместно с предположением 3
оно также обеспечивает совпадение фильтраций

Ft ≡ σ{Su, Zu : 0 6 u 6 t}, t ∈ [0, T ].

Предположение 4 с вероятностью 1 гарантирует по-
ложительность цен базовых рисковых активов в лю-
бой момент времени. Предположение 5 обеспечи-
вает строгую положительность всех компонентов
вектора распределения pZ

t МСП Z при t ∈ [0, T ].

3 Задача пополнения рынка

Для корректной постановки задачи пополне-
ния исследуемой модели рынка необходимо ввес-
ти ряд дополнительных определений [11]. Пусть
St , σ{Su : 0 6 u 6 t} — естественный поток
σ-алгебр, порожденный ценами базовых финансо-
вых инструментов. Он задает структуру информа-
ции, доступной трейдерам для выработки торговых
стратегий — портфелей ценных бумаг. Заметим, что
для любого t ∈ [0, T ] в исследуемой модели рынка
выполняется строгое включение St ⊂ Ft, причем
поток σ-алгебр {St} не обладает свойством непре-
рывности справа в отличие от {Ft}. С прикладной
точки зрения это значит, что не все случайные про-
цессы, влияющие на рынок, доступны трейдерам
в форме цен тех или иных бумаг: имеется неторгу-
емый МСП Zt. Данный процесс не является ценой
какой-либо бумаги, но скрыто влияет на цены St

исходных инструментов.
Портфелем ценных бумаг называется пара

(̟,π), где

– ̟ , {̟t}t∈[0,T ], ̟t ∈ R, — скалярный St-пред-
сказуемый случайный процесс, определяющий
объем средств, вложенных в банковский депо-
зит;

– π , {πt}t∈[0,T ], πt ∈ R
N , — N-мерный

St-предсказуемый случайный процесс πt =
= row (π1t , . . . , π

N
t ), определяющий число рис-

ковых ценных бумаг каждого наименования,
входящих в данный момент времени в порт-
фель.

При этом процесс Ct , ̟tBt + πtSt называется
капиталом портфеля (̟,π).

10 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 18 выпуск 2 2024



Рынок с марковской скачкообразной волатильностью V: пополнение рынка деривативами

ПортфельC называется самофинансируемым, ес-
ли равенство

Ct = ̟0B0 + π0S0 +

t∫

0

(̟udBu + πudSu)

выполняется для любого t ∈ [0, T ].
Рынок называется полным, если для любого

платежного требования — FT -измеримой неотри-
цательной квадратично интегрируемой случайной
величины qT — существует такой самофинансиру-
емый портфель (̟,π), что

CT = ̟0B0 + π0S0 +

T∫

0

(̟u dBu + πu dSu) =

= qT P-п. н.

Полнота рынка означает, что любое платежное
средство на нем может быть воспроизведено с по-
мощью надлежащего выбора уже имеющихся фи-
нансовых инструментов. Следует также подчерк-
нуть, что данное определение полноты рынка
предполагает возможность воспроизведения не
только платежного требования «европейского ти-
па», т. е. qT (ω) = qT (ST (ω)), но и «американского»,
«азиатского» и прочих типов [12]:

qT (ω) = qT (S[0,T ](ω)).

Известно, что модель (1), (2) описывает непол-
ный рынок [8]. Задача пополнения рынка заключает-
ся в определении на исследуемом стохастическом
базисе дополнительных финансовых инструментов
таким образом, чтобы новая модель описывала пол-
ный рынок, а расширенный набор финансовых ин-
струментов позволял воспроизводить любое пла-
тежное требование qT .

4 Выбор множества
пополняющих деривативов

Прежде всего отметим, что в случае aℓ(t) ≡
≡ a(t) и σℓ(t) ≡ σ(t) для любых t ∈ [0, T ], ℓ = 1, L
модель (1), (2) превращается в классическую мо-
дель Блэка–Шоулза [11] и рынок становится пол-
ным. В этом частном случае и мгновенная про-
центная ставка, и волатильность рисковых активов
становятся неслучайными и известными трейде-
рам. В общем же случае модели параметры aℓ(·)
и σℓ(·) для них скрыты. Идея пополнения рын-
ка заключается в одновременном получении ин-
формации об МСП Z и построении дополнитель-
ных финансовых инструментов, позволяющих эту

информацию использовать: по сути дела, торго-
вать ею.

Один из вариантов пополнения рынка (1), (2)
представлен в работах [7, 8]. Пусть Jℓ

t — процесс,
считающий число скачков МСП Z в состояние eℓ,
произошедших на отрезке времени [0, t]. Данный
процесс допускает следующее мартингальное раз-
ложение:

Jℓ
t =

t∫

0

∑

i: i6=ℓ

˜iℓ(u)Z
i
u du+

t∫

0

(1− Zℓ
u−) dM

ℓ
u.

Для пополнения рынка предлагалось ввести допол-
нительно L (по числу возможных режимов рынка)
скачкообразных финансовых инструментов, свя-
занных с процессами Jℓ

t . Их цены описывались
векторным процессом Gt , col (G1t , . . . , G

L
t ), ком-

поненты которого имеют вид

Gℓ
t = exp





t∫

0

ru du





t∫

0

(1− Zℓ
u−) dM

ℓ
u, ℓ = 1, L.

В [8] доказано утверждение, согласно которому
для каждого платежного требования qT существует
самофинансируемый Ft-предсказуемый портфель
(̟,π,š) (št , row (š1t , . . . ,š

L
t )), воспроизводя-

щий qT :

qT = ̟0B0 + π0S0 +š0G0 +

+

T∫

0

(̟u dBu + πu dSu +šu dGu) P-п. н.

Подобное пополнение рынка представляется ис-
кусственным. Во-первых, введение на рынок
скачкообразных инструментов предполагает до-
ступность МСП Z точному наблюдению для всех
трейдеров. Во-вторых, из определения новых ин-
струментов следует, что цены Gℓ

t могут с положи-
тельной вероятностью принимать отрицательные
значения.

В данной работе предлагается провести попол-
нение рынка более «естественными» финансовыми
инструментами, представляющими собой дерива-
тивы от уже имеющихся на рынке. Прежде всего
заметим, что рынок (1), (2) — безарбитражный [5].
Это, в свою очередь, обеспечивает существование
на измеримом пространстве (Ÿ,F) мартингальной

вероятностной меры Q (Q ∼ P), относительно ко-
торой процесс цен St описывается решением СДС

dSt = rtSt dt+ diagStσ(t, Zt) dw
Q
t ,

t ∈ (0, T ], S0 ∼ p0(s), (3)
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в которой wQ
t ∈ R

N — Ft-согласованный винеров-
ский процесс относительно Q.

В силу неполноты рынка мартингальная мера Q
не является единственной. Будем считать, что Q —
одна из мартингальных мер, преобладающая, для
которой помимо представления St в форме (3) вы-
полняется следующее условие.

7. ПроцессMt является мартингалом относитель-
но меры Q.

Цена qt платежного требования qT в момент време-
ни t ∈ [0, T ] служит дисконтированным условным
средним

qt = e
−
∫

T

t
rs dsEQ {qT |Ft} .

Процесс µt , EQ {qT |Ft}, будучи Ft-согласован-
ным Q-мартингалом, допускает разложение [13]:

µt = µ0 +

t∫

0

ξu dw
Q
u +

t∫

0

™u dMu, (4)

в котором ξt , row (ξ1t , . . . , ξ
N
t ) и ™t ,

, row (™1t , . . . ,™
L
t ), t ∈ [0, T ], — некоторые Ft-пред-

сказуемые интегранды.
Пусть H(ST ) — некоторое платежное требова-

ние, определяющее дериватив «европейского ти-
па», построенный на имеющихся базовых активах.
Его цена Ft в момент времени t ∈ [0, T ] определяет-
ся формулой

Ft = e
−
∫

T

t
rs dsEQ {H(ST )|Ft} .

В предположении, что существует детерминиро-
ванная функция цены F (t, s, z) : [0, T ] × R

N × S
L,

такая что F t = F (t, St(ω), Zt(ω)) P-п. н., в [1] пока-
зано, что цена дериватива выражается следующим
образом:

F t =

L∑

ℓ=1

Zℓ
t (ω)F

ℓ(t, St(ω)).

Здесь вектор-функция F (t, s) , col (F 1(t, s), . . .
. . . , FL(t, s)) представляет собой решение сле-
дующей системы дифференциальных уравнений
в частных производных — обобщения классическо-
го уравнения Блэка–Шоулза (зависимость функ-
ций от своих аргументов опущена):

F ℓ
t = rF

ℓ−
L∑

j=1

˜ℓjF
j−

N∑

n=1

F ℓ
snsn(r − aℓ

n)−

− 1
2

N∑

i,j=1

F ℓ
si,sjsisjbℓij , ℓ = 1, L, t ∈ [0, T ];

F ℓ(T, s) = H(s).







(5)

В данной системе использовано следующее обозна-
чение:

σℓ(t)
(
σℓ(t)

)⊤
= bℓ(t) = ‖bℓij(t)‖i,j=1,L.

При этом процесс Ft допускает следующий сто-
хастический дифференциал относительно мартин-
гальной меры Q:

dFt = rtFt dt+

L∑

ℓ=1

F ℓ(t, St) dM
ℓ
t +

+

L∑

ℓ=1

Zℓ
t∇sF

ℓ(t, St)diag (St)σ
ℓ(t) dwQ

t , (6)

где ∇sF
ℓ , row

(
F ℓ

s1 , . . . , F
ℓ
sN

)
.

Для пополнения рынка введем дополнитель-
но L деривативов, соответствующих следующему
платежному требованию: H(ST ) , col (H1(ST ), . . .
. . . , HL(ST )) (T — общая дата исполнения всех тре-
бований). Объединим цены в векторный процесс

F t , col (F
1

t , . . . , F
L

t ). Относительно H(·) сделано
следующее предположение.

8. Матрица

F(t, s) ,








F 11(t, s) F 12(t, s) · · · F 1L(t, s)
F 21(t, s) F 22(t, s) · · · F 2L(t, s)

...
...

...
...

FL1(t, s) FL2(t, s) · · · FLL(t, s)








невырождена почти везде на множестве
[0, T ]× R

L
+.

Заметим, что k-я строка матрицы F(t, s)
(F k1(t, s), F k2(t, s), . . . , F kL(t, s)) представляет со-
бой решение системы (5) с терминальным условием
F kℓ(T, s) ≡ Hk(s) (ℓ = 1, L) и эта строка полностью
задает функцию цены k-го дериватива.

Легко видеть, что предположение 8 гарантиру-
ет, что МСП Zt согласован с фильтрацией St ∨ F t

(здесь F t , σ{Fu : 0 6 u 6 t}):

Zt = F
−1(t, St)F t (7)

и, следовательно, при выполнении предположе-
ний 1–8 для любых t ∈ [0, T ] имеет место совпаде-
ние фильтраций Ft ≡ St ∨F t. Поэтому стохастиче-
ский дифференциал Q-мартингала wQ принимает
вид:

dwQ
t =

L∑

ℓ=1

(
F−1(t, St)F t

)ℓ
(σℓ)−1(t)diag−1(St)

︸ ︷︷ ︸

,γt

×

× (dSt − rtSt dt) . (8)

12 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 18 выпуск 2 2024



Рынок с марковской скачкообразной волатильностью V: пополнение рынка деривативами

Из (6) и (8) следует, что

dF
k

t = rtF
k

t dt+
L∑

ℓ=1

F kℓ(t, St) dM
ℓ
t +

+
L∑

ℓ=1

(
F−1(t, St)F t

)ℓ ∇sF
kℓ(u, Su)

︸ ︷︷ ︸

,•k
t

(dSt − rtSt dt) ,

k = 1, L,

и в векторном виде эволюция цен деривативов опи-
сывается с помощью следующей СДС (здесь •t =
= col (•1t , . . . ,•

L
t )):

dF t = rtF t dt+ Ft dMt + •t (dSt − rtSt dt) ,

F 0 — начальное условие.

Таким образом, предположение 8 позволяет выра-
зить мартингал Mt, участвующий в представлении
МСП Zt:

dMt = F
−1
t

[
dF t − rtF t dt− •t (dSt − rtSt dt)

]
. (9)

Вернемся к мартингалу µt (4), представляюще-
му произвольное платежное требование, и скон-
струируем для него воспроизводящий портфель
(πt,št, ̟t), обладающий свойством самофинанси-
рования. Векторный процесс πt , row (π1t , . . . , π

N
t )

описывает часть включенных в портфель базовых
активов, št , row (š1t , . . . ,š

L
t ) выполняет ту же

функцию для предложенных деривативов, а ска-
лярный процесс ̟t определяет долю портфеля, на-
ходящуюся на банковском депозите. Выбор доли
депозита в портфеле

̟t = µt −B−1
t (πtSt +štF t) (10)

обеспечивает воспроизведение µt. Действительно,
если Ct — текущий капитал портфеля, то

Ct = ̟tBt + πtSt +štF t =

=
(
µt−B−1

t (πtSt+štF t)
)
Bt+πtSt+štF t=µtBt.

Рассмотрим прибыль портфеля и преобразуем
его, используя формулы (8)–(10) и интегрирование
по частям:

–t ,

t∫

0

̟uruBu du +

t∫

0

(
πudSu +šu dFu

)
=

=

t∫

0

(
µu −B−1

u (πuSu +šuFu)
)
ruBu du+

+

t∫

0

(
πu dSu +šu dFu

)
=

t∫

0

µu dBu −

−
t∫

0

(
πuSu +šuFu

)
ru du+

t∫

0

(
πu dSu +šu dFu

)
=

= µtBt−µ0−
t∫

0

Bu dµu−
t∫

0

(
πuSu +šuFu

)
ru du+

+

t∫

0

(
πu dSu +šu dFu

)
= µtBt − µ0 −

−
t∫

0

(
πuSu +šuFu

)
ru du+

t∫

0

(
πu dSu +šu dFu

)
−

−
t∫

0

Bu [ξuγu(dSu − ruSu du) +

+ ™uF
−1
u

(
dFu−ruFu du−•u(dSu − ruSu du)

)]
=

= µtBt − µ0 +

t∫

0

I1u du +

t∫

0

I2u dSu +

t∫

0

I3u dFu,

где

I1t , rt
{[
Bt(ξtγt − ™tF

−1
t •t)− πt

]
St +

+
[
Bt™tF

−1
t −št

]
F t

}
;

I2t , πt −Bt(ξtγt − ™tF
−1
t •t);

I3t , št −Bt™tF
−1
t .

Легко проверить, что выбор долей

πt = Bt(ξtγt − ™tF
−1
t •t), št = Bt™tF

−1
t

гарантирует портфелю свойство самофинансирова-
ния:

–t = µtBt − µ0.

Таким образом, доказана

Теорема 1. Если предположения 1–8 верны, то ры-

нок (1), (2) может быть пополнен набором L произ-

водных финансовых инструментов.

5 Заключение

Представленный способ пополнения рынка по-
зволяет сделать следующие выводы.

1. Для пополнения использовались деривативы
европейского типа, однако портфели, постро-
енные на них и имеющихся базовых активах,
позволяют воспроизводить платежные требова-
ния любого типа: американского, азиатского,
бермудского и пр.
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2. Предложенный в доказательстве портфель вос-
производит не только платежное требование
в момент погашения T , но и всю траекторию
цены этого требования на отрезке [0, T ].

3. Предложенные для пополнения инструменты
выглядят более естественными, чем предло-
женные в [7, 8].

Вообще говоря, и в цитируемых работах, и в дан-
ной заметке используется единый подход. Изна-
чально рынок содержит скрытый случайный про-
цесс, недоступный наблюдению для участников
рынка. Он порождает дополнительный риск, обла-
дающий некоторой ценой. Далее на основе этого
процесса строятся некоторые инструменты с на-
блюдаемыми ценами, которыми и предлагается по-
полнить рынок. В [7, 8] в качестве этих активов вы-
ступают мартингалы процессов, считающих скачки
МСП в то или иное состояние.

Подобный выбор представляется не вполне
естественным. Цены могут принимать отрицатель-
ные величины, МСП является скрытым, и с прак-
тической точки зрения не вполне понятен источник
наблюдений этого процесса. Предложенный в дан-
ной работе способ пополнения выглядит более при-
влекательно: в качестве пополняющих используют-
ся «естественные» деривативы европейского типа,
построенные на имеющихся на рынке базовых ак-
тивах.

Результаты, представленные в данной заметке,
имеют, на первый взгляд, лишь академический ин-
терес. Действительно, при выполнении предпо-
ложения 8 скрытый режим рынка Zt может быть
восстановлен точно с помощью элементарного
алгебраического преобразования (7) без привле-
чения методов оптимальной нелинейной фильт-
рации [14]. Это означает, что наличие точно
наблюдаемых в непрерывном времени цен дери-
вативов исключает статистическую неопределен-
ность процентной ставки и волатильности. В [3]
приведена аргументация против наличия наблюде-
ний цен базовых активов и деривативов в непре-
рывном времени, а также возможности наблюдать
точные цены деривативов и в дискретные моменты
времени. Эти факты подталкивают к разработ-
ке высокоточных методов оценивания состояний
скрытого МСП по разнородным косвенным зашум-
ленным наблюдениям. Подобные алгоритмы были
предложены в [3, 4] для двух разных видов стати-
стической информации.

Перспективным продолжением исследований
в данной области представляется решение задачи
хеджирования на рынках подобного типа с исполь-
зованием концепции фильтрованного простран-
ства.

Другое направление подразумевает проведение
аналогичных исследований для моделей Халла–
Уайта и Васичека с марковскими переключениями.
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НИЖНЯЯ ГРАНИЦА ПОГРЕШНОСТИ ОЦЕНИВАНИЯ

СЛУЧАЙНОГО ПАРАМЕТРА

ПРИ ЗАДАННОМ КОЛИЧЕСТВЕ ИНФОРМАЦИИ

М. М. Ланге1, A. M. Ланге2

Аннотация: Исследуется наименьшая средняя квадратичная погрешность оценивания случайного пара-
метра плотности распределения по выборкам независимых наблюдений как функция средней взаимной
информации в выборках относительно множества значений оценок. Рассматриваемая функция строится
в форме обращения зависимости наименьшей средней взаимной информации от средней погрешности,
которая представляет собой модификацию известной в теории информации функции скорость–погреш-
ность (rate distortion function). Полученная зависимость наименьшей средней погрешности от количества
используемой информации не зависит от вида оценки и дает нижнюю границу средней погрешности при
фиксированных значениях количества информации. Такая зависимость определяет двухфакторный кри-
терий качества решения, который позволяет сравнивать эффективность различных способов построения
оценок в терминах избыточности их средней погрешности относительно нижней границы при заданной
энтропии квантованных значений оценок.

Ключевые слова: плотность распределения; выборка наблюдений; оценка параметра; квадратичная
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1 Введение

Восстановление случайного параметра функ-
ции распределения вероятностей остается важной
проблемой в задачах интеллектуальной обработ-
ки данных и, в частности, в задачах машинного
обучения [1] и универсального кодирования источ-
ников [2]. Восстановление сводится к постро-
ению оценки параметра, качество которой должно
удовлетворять допустимой погрешности. Как пра-
вило, оценка параметра, принимающего значения
на непрерывном множестве, строится по выборке
наблюдений, а качество оценки определяется сред-
ним значением квадратичной погрешности, кото-
рое должно уменьшаться с ростом размера выборки.
Примеры таких оценок для двухпараметрических
распределений Райса и Парето рассмотрены соот-
ветственно в работах [3, 4]. Оценки параметров
гамма-экспоненциальных распределений, постро-
енные на основе модификаций метода моментов,
рассмотрены в работах [5, 6].

Известный метод оптимизации оценки пара-
метра распределения базируется на минимиза-
ции средней квадратичной погрешности при фик-
сированном размере выборки наблюдений [7].
В этом случае наименьшая средняя погрешность
может быть найдена либо путем непосредствен-
ного вычисления дисперсии апостериорной плот-

ности оцениваемого параметра, либо с привлече-
нием неравенства Рао–Крамера [8]. Зависимость
указанной дисперсии от размера выборки позволя-
ет варьировать величину наименьшей средней по-
грешности путем изменения размера выборки как
эвристической меры количества информации, но
не позволяет найти наименьшую среднюю погреш-
ность оценки при заданной величине средней вза-
имной информации [9] между множеством выборок
фиксированного размера и множеством значений
оценок. Однако для вероятностной модели оце-
нивания случайного параметра именно такая тео-
ретико-информационная мера может быть полезна
для построения нижней границы средней погреш-
ности как функции среднего количества использу-
емой информации. При этом наименьшее значение
погрешности должно совпадать с границей Рао–
Крамера, которая соответствует наибольшей сред-
ней взаимной информации, а наибольшее значение
погрешности определяется дисперсией априорной
плотности распределения оцениваемого парамет-
ра и соответствует нулевому значению взаимной
информации.

В теории кодирования непрерывных сообще-
ний с заданным критерием качества аналогичная
зависимость наименьшей скорости кодирования от
заданной средней погрешности определяется функ-
цией скорость–погрешность [9].

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, lange mm@mail.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, lange am@mail.ru
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Нижняя граница средней погрешности как
функция средней взаимной информации позволяет
оценить избыточность средней погрешности отно-
сительно нижней границы при различных методах
построения оценок параметра с использованием
моментов различных порядков, функций правдо-
подобия и др. [8], а также c использованием раз-
личных методов квантования [10]. Для заданного
размера выборок минимум средней взаимной ин-
формации между выборками и значениями оценок
параметра при ограничении средней погрешности
может быть найден с использованием техники вы-
числения функции скорость–погрешность в схеме
кодирования непрерывных сообщений, передан-
ных по каналу с шумом [11]. Обращение получен-
ной в результате предлагаемого подхода монотон-
ной зависимости наименьшей средней взаимной
информации от средней погрешности позволяет
получить наименьшую среднюю погрешность как
функцию средней взаимной информации. Такая
функция не зависит от вида оценки и дает теоре-
тико-информационную нижнюю границу средней
погрешности оценивания параметра как функцию
количества используемой информации.

В настоящей работе указанная теоретико-ин-
формационная граница найдена для средней квад-
ратичной погрешности оценки параметра плот-
ности распределения. По форме найденная граница
аналогична границам вероятности ошибки, полу-
ченным ранее для дискретных моделей кодирова-
ния и классификации данных [12].

2 Формализация задачи

Пусть pX|—(x|θ), x ∈ X, θ ∈ —, — условная
плотность распределения случайной величины на
множестве значений X с неизвестным случайным
параметром с априорной плотностью распределе-
ния p—(θ)на множестве значений—. Будем считать,
что оценки �θn значений θ строятся по выборкам
xn = (x1, . . . , xn), содержащим n независимых на-
блюдений. Погрешность оценок измеряется в квад-
ратичной мере (�θn−θ)2, а множество значений оце-
нок образует множество �—n. Предполагается, что
множества —, Xn и �—n обладают свойством марко-
вости, при котором элементы каждого множества
зависят только от элементов предыдущего множе-
ства.

В принятых обозначениях множество выбо-
рок Xn с условной по параметру плотностью
pXn|—(x

n|θ) = ∏n
k=1 pX|—(xk|θ), xk ∈ X, и мно-

жество значений оценок �—n с некоторой условной
по выборке плотностью q�—n|Xn(�θn|xn) позволяют
ввести среднюю погрешность [11]

Eq�—n|Xn

(

Xn; �—n

)

=

∫

Xn

pXn(xn)

∫

�—n

q�—n|Xn

(

�θn|xn
)

×

×
∫

—

p—|Xn(θ|xn)
(

θ − �θn

)2

dθd�θndx
n (1)

и среднюю взаимную информацию [9]

Iq�—n|Xn

(

Xn; �—n

)

=

∫

Xn

pXn(xn)×

×
∫

�—n

q�—n|Xn

(

�θn|xn
)

ln
q�—n|Xn

(

�θn|xn
)

q�—n

(

�θn

) d�θndx
n .

(2)

Здесь pXn(xn) и q�—n
(�θn) — безусловные плотности

распределений на множествах Xn и �—n:

pXn(xn) =

∫

—

p—(θ)pXn|— (x
n|θ) dθ ;

q�—n

(

�θn

)

=

∫

Xn

pXn (xn) q�—n|Xn

(

�θn|xn
)

dxn ;

p—|Xn(θ|xn)— апостериорная плотность на множе-
стве—:

p—|Xn(θ|xn) =
p—(θ)pXn|—(x

n|θ)
pXn(xn)

.

Функционалы (1) и (2) не зависят от функции
вычисления оценки �θn по выборке xn, но зависят от
условной плотности распределения q�—n|Xn(�θn|xn).
Указанные функционалы служат теоретико-инфор-
мационными мерами средней погрешности и сред-
ней информации, которые используются в веро-
ятностной модели, заданной парой стохастических
преобразований

—
pXn|—(x

n|θ)−−−−−−−−→ Xn
q�θn|xn (�θn|xn)−−−−−−−−−→ �—n.

Рассматриваемая вероятностная модель по-
зволяет минимизировать среднюю взаимную
информацию Iq�—n|Xn

(Xn; �—n) по плотности

q�—n|Xn(�θn|xn) при ограничении средней погреш-

ности Eq�—n|Xn
(Xn; �—n) ≤ ε допустимым значением

ε > 0. При фиксированном размере выборки n ≥ 1
и различных значениях ε такой условный минимум
дает функцию

Rn(ε) =

= min
q�—n|Xn :Eq�—n|Xn

(Xn; �—n)≤ε
Iq�—n|Xn

(Xn; �—n), (3)
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которая аналогична функции скорость–погреш-
ность для модели кодирования независимых непре-
рывных сообщений, переданных по каналу с ад-
дитивным гауссовым шумом [11]. Задача состоит
в построении монотонно убывающей с ростом ε
нижней границы Rn(ε) ≤ Rn(ε). Тогда обратная
функцияR−1

n (I) дает нижнюю границу средней по-
грешности при значении средней взаимной инфор-
мации Iq�—n|Xn

(Xn; �—n) = I.
Последующее изложение включает построение

нижней границы функции Rn(ε) (разд. 3) и при-
мер вычисления найденной границы в случае оце-
нивания среднего значения гауссовой плотности
(разд. 4). Заключение содержит краткие выводы
и перспективы дальнейших исследований.

3 Нижняя граница функции Rn(ε)

Вычисление функции (3) базируется на преобра-
зованиях функционалов (1) и (2). Рассмотрим сред-
нюю погрешность оценки �θn

∫

—

p—|Xn(θ|xn)
(

θ − �θn

)2

dθ =

=

∫

—

p—|Xn(θ|xn)
(

(θ − θn) +
(

θn − �θn

))2

dθ (4)

и, требуя
∫

—

p—|Xn (θ|xn) (θ − θn)
2
dθ → min

θn

,

получим оптимальную оценку в форме математи-
ческого ожидания

θn(x
n) =

∫

—

p—|Xn(θ|xn)θ dθ .

С учетом оценки θn(x
n) средняя погрешность (4)

преобразуется к виду

∫

—

p—|Xn(θ|xn)
(

θ − �θn

)2

dθ =

= σ2n(x
n) +

(

θn(x
n)− �θn

)2

, (5)

где σ2n(x
n) — дисперсия апостериорной плотности

p—|Xn(θ|xn):

σ2n(x
n)=

∫

—

p—|Xn(θ|xn)θ2 dθ−





∫

—

p—|Xn(θ|xn)θ dθ





2

.

Пусть оптимальная оценка, построенная на вы-
борках xn ∈ Xn, принимает значения на мно-
жестве —n с плотностью распределения p—n

(θn).
Множество Xn может быть представлено набором
непересекающихся подмножеств {Xn

t }, где Xn
t —

подмножество выборок xn, которые дают значе-
ния θn(x

n) на отрезке размера –. Такое пред-
ставление множества Xn порождает разбиение
множества —n на непересекающиеся кванты —nt

размера –. При – → 0 значения оценок для всех
выборок xn ∈ Xn

t близки к величине θnt ∈ —nt

и справедливы асимптотические равенства:
∫

Xn
t

pXn(xn) dxn ≈ p—n
(θnt)–;

q�—n|Xn

(

�θn|xn
)

≈ q�—n|—n

(

�θn|θnt

)

.

Тогда замена интегралов на множестве Xn сум-
мой интегралов по подмножествам Xn

t позволяет
представить среднюю погрешность (1) и среднюю
взаимную информацию (2) в терминах соответству-
ющих функционалов, заданных на множествах —n

и �—n.
С учетом соотношения (5) средняя погреш-

ность (1) преобразуется к виду

Eq�—n|Xn

(

Xn; �—n

)

= εn min +

+

∫

—n

p—n
(θn)

∫

�—n

q�—n|—n

(

�θn|θn

)(

θn − �θn

)2

d�θndθn =

= εn min + Eq�—n|—n
(—n; �—n), (6)

где εn min — средняя погрешность оптимальных
оценок на множестве выборок Xn:

εn min =

∫

Xn

pXn(xn)σ2n(x
n) dxn.

При этом средняя взаимная информация (2) при-
нимает вид:

Iq�—n|Xn

(

Xn; �—n

)

=Iq�—n|—n

(

—n; �—n

)

=

∫

—n

p—n
(θn)×

×
∫

�—n

q�—n|—n

(

�θn|θn

)

ln
q�—n|—n

(

�θn|θn

)

q�—n

(

�θn

) d�θndθn . (7)

Поскольку функционалы Eq�—n|—n
(—n; �—n)

и Iq�—n|—n
(—n; �—n) зависят от свободной услов-

ной плотности распределения q�—n|—n
(�θn|θn), со-

отношения (6) и (7) позволяют переопределить
функцию (3) в форме
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Rn(ε) =

= min
q�—n|—n:Eq�—n|—n

(—n; �—n)≤ε−εn min

Iq�—n|—n
(—n; �—n), (8)

где минимум от Iq�—|—n
(—n; �—) берется по всевоз-

можным плотностям q�—n|—n
(�θn|θn) при условии

Eq�—n|—n
(—n; �—n) ≤ ε− εn min.

Теорема 1. Для функции, определенной в (8), спра-

ведлива монотонно убывающая с ростом ε неотрица-

тельная нижняя граница

Rn(ε) ≥ Rn(ε) = h(—n)−
1

2
ln (2πe(ε− εn min)) ,

εn min < ε ≤ εmax , (9)

где h(—n) — дифференциальная энтропия на множе-

стве—n:

h(—n) = −
∫

—n

p—n
(θn) ln p—n

(θn) dθn ;

Rn(εn min)→ ∞; Rn(εmax) = 0:

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построение границы (9) ба-
зируется на вычислении минимума вида (8) с по-
мощью вариационного подхода, предложенного
Шенноном и изложенного в монографии [9]. Опус-
кая промежуточные выкладки, получим нижнюю
границу для функции Rn(ε) в форме

Rn(ε) = h(—n)− hs

(

�—n|—n

)

, (10)

где hs( �—n|—n)— условная дифференциальная энт-
ропия на множествах �—n и—n:

hs

(

�—n|—n

)

= −
∫

—n

p—n
(θn)×

×
∫

�—n

g
(s)
�—n|—n

(�θn|θn) ln g
(s)
�—n|—n

(�θn|θn) d�θndθn

с условной плотностью

g
(s)
�—n|—n

(

�θn|θn

)

=

=
exp

(

−s(�θn − θn)
2
)

∫

�—n

exp
(

−s(�θn − θn)
2
)

d�θn

. (11)

Значение параметра s > 0 плотности g(s)�—n|—n
(�θn|θn)

следует из уравнения
∫

—n

p—n
(θn)

∫

�—n

g
(s)
�—n|—n

(

�θn|θn

)(

θn − �θn

)2

d�θndθn =

= ε− εn min.

Введение переменной zn = (�θn − θn), принима-
ющей значения на интервале (−∞,∞), преобразует
плотность (11) к нормальному виду с нулевым сред-
ним и дисперсией σ2s = 1/(2s), где

s =
1

2
(ε− εn min)

−1
> 0 .

Полученная нормальная плотность позволяет вы-
числить условную дифференциальную энтропию
в форме

hs

(

�—n|—n

)

=
1

2
ln
(
2πeσ2s

)
=
1

2
ln (2πe(ε− εn min)) ,

которая не зависит от значений θn ∈ —n, имеет
в точке ε = εn min разрыв типа −∞ и монотонно
возрастает с увеличением ε. Подстановка получен-
ной условной дифференциальной энтропии в (10)
дает границу в форме (9). Поскольку наибольшая
средняя погрешность реализуется при нулевом зна-
чении средней взаимной информации, обеспечивая
Rn(εmax) = 0, значение εmax не зависит от разме-
ра выборки и определяется дисперсией априорной
плотности p—(θ). Теорема доказана.

Практическая ценность границы Rn(ε) состо-
ит в возможности ее применения для вычисления
избыточности средней погрешности квантованных
значений оценок при фиксированных значениях
количества информации, которая измеряется энт-
ропией множества оценок. Особый интерес пред-
ставляет избыточность погрешности для оценок,
строящихся на достаточных статистиках и не за-
висящих от параметров априорных распределений,
которые, как правило, не известны. Поэтому по-
лезно рассмотреть множество оценок

�—n =
{

�θn(x
n), ∀xn ∈ Xn

}

,

которые связаны с оптимальными оценками ли-
нейным преобразованием

�θn(x
n) = αnθn(x

n) + βn (12)

с коэффициентами αn ≥ 1, −∞ < βn < ∞. Пред-
полагается, что с увеличением размера выборки
(n → ∞) коэффициенты стремятся к предельным
значениям αn → 1 и βn → 0, что обеспечивает
асимптотическую оптимальность оценок (12).

С учетом соотношения (12) равномерное кван-
тование величин θn ∈ —n с шагом – соответствует
равномерному квантованию величин �θn ∈ �—n с ша-
гом αn–. Тогда, согласно работе [10], при значени-
ях – → 0 энтропия Hn и средняя погрешность En

квантованных значений оценок из множества �—n

удовлетворяют соотношениям
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Hn = h
(
p�—
)
− ln(αn–) ; (13)

En = εn min +
α2n–

2

12
. (14)

Полагая Rn(ε) = Hn, избыточность средней
погрешности En относительно нижней границы
можно определить величиной rn = En − R−1

n (Hn).
С учетом соотношения дифференциальных энтро-
пий h( �—n) = h(—n) + lnαn на множествах �—n и —n

энтропия в (13) не зависит от αn и равна Hn =
= h(—n) − ln–. Учитывая последнее замечание,
из (13) и (14) получим

rn
En − εn min

= 1− 6

πeα2n
. (15)

При значении αn = 1 относительная избыточ-
ность (15) достигает наименьшего значения 0,297
и увеличивается с ростом αn. В общем случае для
значений – → 0 и αn ≥ 1 соотношение (15) де-
монстрирует меньшую избыточность rn средней
погрешности En относительно нижней границы
R−1

n (Hn) по сравнению с традиционно использу-
емой величиной En − εn min. На практике величи-
ны Hn и En могут быть вычислены для заданных
способов построения оценок и используемых мето-
дов их квантования.

4 Пример вычисления границы
Rn(ε)

Рассмотрим пример вычисления границы (9)
для гауссовой модели, когда независимые наблюде-
ния x ∈ X имеют нормальную плотность распреде-
ления pX|—(x|θ) со случайным средним значением
θ ∈ — и известной дисперсией σ2. Предполагается
также, что значения θ имеют априорную нормаль-
ную плотность распределения p—(θ) со средним θ0
и дисперсией σ20 . В этом случае апостериорное по
выборкеxn ∈ Xn распределение имеет нормальную
плотность [7]

p—|Xn(θ|xn) =
p—(θ)pXn|—(x

n|θ)
pXn(xn)

со средним значением

θn =
σ20

nσ20 + σ
2

n∑

k=1

xk +
σ2

nσ20 + σ
2 θ0 (16)

и дисперсией

σ2n =
σ20σ

2

nσ20 + σ
2 , (17)

которая для рассматриваемой гауссовой модели не
зависит от выборки xn.

Пусть Xn — множество значений выборочно-
го среднего xn = (1/n)

∑n
k=1 xk. Известно, что

случайная величина (xn − θ)/(σ/
√
n) имеет нор-

мализованную нормальную плотность распределе-
ния [13]. Тогда условная плотность pXn|—(xn|θ)
является нормальной со средним значениемθи дис-
персией σ2/n. Поэтому свертка нормальных плот-
ностей pXn|—(xn|θ) и p—(θ) дает для выборочного
среднего xn нормальную плотность

pXn
(xn) =

∞∫

−∞

pXn|—(xn|θ)p—(θ) dθ (18)

со средним значением θ0 и дисперсией σ20 +
+ σ2/n [13].

Согласно (16), плотности распределений значе-
ний θn и xn удовлетворяют соотношению

p—n
(θn) = pXn

(xn)
dxn

dθn
= pXn

(xn)
nσ20 + σ

2

nσ20
,

которое дает соотношение дифференциальных эн-
тропий

h(—n) = h
(
Xn

)
+ ln

(
nσ20

nσ20 + σ
2

)

. (19)

Учитывая, что дифференциальная энтропия на
множестве Xn значений выборочных средних
с нормальной плотностью (18) равна

h(Xn) =
1

2
ln

(

2πe

(

σ20 +
σ2

n

))

,

из (19) имеем

h(—n) =
1

2
ln

(

2πe
nσ40

nσ20 + σ
2

)

.

Дисперсия (17) определяет наименьшую погреш-
ность

εn min =
σ20σ

2

nσ20 + σ
2 ,

которая убывает с ростом размера выборки n.
Подстановка характеристик h(—n) и εn min в (9)

дает границу

Rn(ε) =

=
1

2
ln

(
nσ40

nσ20 + σ
2

)

− 1
2
ln

(

ε− σ20σ
2

nσ20 + σ
2

)

, (20)

которая принимает нулевое значение в точке εmax =
= σ20 при n ≥ 1.
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Поведение границы Rn(ε) для гауссовой модели с параметрами n = 1, σ > 0 (1), n > 1, σ > 0 (2) и σ = 0 (3)

Необходимо отметить, что при больших разме-
рах выборки (n→ ∞) оценка

�θn =
1

n

n∑

k=1

xk

асимптотически оптимальна, поскольку связана
с оценкой (16) преобразованием вида (12) с ко-
эффициентами

αn =
nσ20 + σ

2

nσ20
→ 1 ; βn = −θ0σ

2

nσ20
→ 0 .

Избыточность средней погрешности квантованных
оценок �θn при малом шаге квантования удовлетво-
ряет соотношению (15).

Характер границы (20) при различных значени-
ях параметров гауссовой модели показан на рисунке
кривыми 1–3. Кривые 1 и 2 соответствуют модели
с одиночными наблюдениями (n = 1) и с выборка-
ми конечного размера (n > 1), когдаσ > 0. Кривая 1

представляет нижнюю границуR1(ε)функции ско-
рость–погрешность для модели кодирования неза-
висимых гауссовых величин θ по сообщениям x
на выходе канала с аддитивным гауссовым шу-
мом x − θ [11]. Кривая 2 представляет нижнюю
границу Rn(ε) средней взаимной информация как
функцию средней квадратичной погрешности для
модели оценивания математического ожидания θ
гауссовой плотности по выборкам xn. В случае
σ = 0 кривая 3 представляет собой хорошо извест-
ную функцию скорость–погрешность

R(ε) =
1

2
ln

(
σ20
ε

)

для модели кодирования независимых гауссовых
величин θ с дисперсией σ20 и допустимой погреш-

ностью ε [9]. Следует отметить, что Rn(ε) → R(ε),
когда n→ ∞.

5 Заключение

В рамках вероятностной модели вычисления
средней погрешности для оценок параметра по
выборке независимых наблюдений получена ана-
литическая нижняя граница средней квадратич-
ной погрешности как убывающая функция средней
взаимной информации между множеством наблю-
дений и множеством возможных оценок. Граница
получена в форме обращения известной в теории
информации функции скорость–погрешность для
модели, в которой наблюдаемые величины удовле-
творяют заданной плотности распределения со слу-
чайным параметром. Полученная граница не зави-
сит от метода построения оценки параметра, что
позволяет использовать ее для сравнения эффек-
тивности различных методов восстановления па-
раметра. При этом характеристикой эффектив-
ности любого метода служит избыточность средней
квадратичной погрешности относительно нижней
границы при количестве информации, которое за-
дается энтропией множества оценок. Приведен
пример вычисления границы для гауссовой моде-
ли, в которой независимые наблюдаемые величи-
ны удовлетворяют нормальной плотности с извест-
ной дисперсией и случайным средним значением
с заданной нормальной плотностью распределения.
Предложенный подход допускает обобщение для
получения нижней границы средней квадратичной
погрешности как функции количества использу-
емой информации при оценивании векторного па-
раметра, заданного набором независимых случай-
ных величин.
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Lower bound to estimation distortion of a random parameter for a given amount of information
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ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ ЗАТУХАНИЯ МОЩНОСТИ СИГНАЛА

В СЦЕНАРИЯХ 3GPP TR 38.901 РАЗВЕРТЫВАНИЯ СЕТИ 5G∗

Е. Д. Макеева1, И. А. Кочеткова2, С. Я. Шоргин3

Аннотация: Сети пятого (5G) и последующих поколений будут использовать терагерцевый диапазон
радиочастот, что обеспечит сверхвысокую скорость передачи данных. Однако при этом возможны потери
сигнала при прохождении через препятствия. Поэтому становится крайне важным моделирование
распространения сигнала с помощью стохастической геометрии и использование актуальных моделей
затухания сигнала. Модели для описания затухания сигнала для различных сценариев развертывания
сети 5G в виде эмпирических формул содержатся в спецификации 3GPP TR 38.901. Тем не менее обычно
для построения моделей стохастической геометрии используются упрощенные виды формул. В статье
представлена функция распределения (ФР) затухания мощности сигнала при случайном расположении
пользователей в соответствии со сценариями, описанными в 3GPP TR 38.901. На численных примерах
показано, что разница значений с упрощенной формулой значительна и может привести к занижению
оценки пропускной способности сети.

Ключевые слова: беспроводная сеть; 5G; 3GPP TR 38.901; мощность затухания сигнала; прямая видимость;
непрямая видимость; стохастическая геометрия

DOI: 10.14357/19922264240204 EDN: EKLCAP

1 Введение

Сети пятого и последующих поколений будут
использовать терагерцевый диапазон радиочастот,
чтобы обеспечить сверхвысокую скорость переда-
чи данных и пропускную способность. Однако ис-
пользование миллиметровых волн связано со слож-
ностями из-за потери сигнала при прохождении
препятствий. Таким образом, для обеспечения
производительности сетей 5G становится крайне
важным моделирование распространения сигнала.
Формула Шеннона–Хартли с формулой Фрииса
задают пропускную способность канала

C = B log2

(

1 +
PtGtGr

(N + I)PL

)

,

где B — полоса пропускания канала; Pt — мощ-
ность передающей антенны; Gt — коэффициент
усиления передающей антенны; Gr — коэффици-
ент усиления приемной антенны; N — мощность
шума; I — мощность интерференции; PL — мощ-
ность затухания сигнала (path loss, PL) на рассто-
янии от передающей антенны до приемной антен-
ны [1]. Пропускная способность канала уже далее
используется в управлении занятием радиоресур-

сов базовой станции (БС) для соблюдения необ-
ходимого качества обслуживания пользователей по
требуемой скорости передачи данных.

Ввиду того что пользователи находятся на раз-
ных расстояниях от БС, значения мощностей за-
тухания сигнала будут случайными. Как показа-
но в работе [2], для учета влияния на пропускную
способность канала случайного положения пользо-
вателей в соте применяется стохастическая геомет-
рия. Рассмотреть совместное занятие радиоресур-
сов и случайный характер поведения пользователей
позволяет модель на основе аппарата ресурсных
систем массового обслуживания [3, 4]. Такие моде-
ли применяются для исследования различных сце-
нариев развертывания сетей 5G [5, 6], например
при анализе совместного обслуживания трафика со
сверхнизкой задержкой и широкополосного тра-
фика [7].

Модели для описания мощности PL затухания
сигнала для разных сценариев отражены в специ-
фикации 3GPP TR 38.901 [8]. И если при проведе-
нии имитационного моделирования исследователи
по большей части полностью реализуют эти моде-
ли [9], то при построении моделей стохастической
геометрии зачастую применяется упрощенный вид

∗Публикация выполнена в рамках проекта № 025319-2-000 Системы грантовой поддержки научных проектов РУДН.
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Российской академии наук, elena-makeeva-96@mail.ru
2Российский университет дружбы народов имени Патриса Лумумбы; Федеральный исследовательский центр «Информатика

и управление» Российской академии наук, kochetkova-ia@rudn.ru
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формул. В обзоре [2] рассмотрены различные виды
функциональной зависимости затухания мощности
сигнала от расстояния между пользователем и БС,
которые применяют исследователи. Например, для
простоты расчетов в работе [6] используются упро-
щенные формулы без учета кусочно-заданного ви-
да функции для прямой видимости и максимума
нескольких величин мощностей PL для непрямой
видимости при построении ФР.

В данной статье получена ФР затухания мощ-
ности сигнала при случайном расположении поль-
зователей в соответствии со сценариями 3GPP
TR 38.901 развертывания сети 5G. Использованы
формулы из этой спецификации, где приведены за-
висимости PL от расстояния между пользователем
и БС. В данной статье закон распределения пользо-
вателей в соте взят произвольный, а для численного
анализа — в соответствии с типовыми рекомендо-
ванными значениями параметров сценариев.

2 Затухание сигнала как функция
от параметров сценария 3GPP

При исследовании распространения сигнала не-
обходимо учитывать множество параметров сети,
таких как частота, основные характеристики мест-
ности, высота принимающей и передающей ан-
тенн, конфигурация антенн и другие факторы. Для
упрощения расчетов мощности PL затухания сиг-
нала стандартом 3GPP TR 38.901 [8] были выде-

лены основные сценарии развертывания сети 5G:
макросота в городе (urban macro, UMa), микросота
в городе (urban micro, UMi), макросота в сельской
местности (rural macro, RMa), точка доступа внутри
помещения (indoor hotspot, InH) и крытая фабрика
(indoor factory, InF), — и путем экспериментов были
получены эмпирические модели затухания сигнала
для них. На основе этих моделей и в предположе-
нии случайного характера поведения пользователей
в данном разделе получена ФР мощности затухания
сигнала с учетом особенностей, описанных в дан-
ной спецификации.

Рассмотрим общее описание предлагаемых сце-
нариев (рис. 1). Пусть передающая антенна БС
расположена на высоте hBS, использует несущую
частоту fc и создает покрытие радиусаR. Пользова-
тельские устройства (ПУ) находятся на высоте hUT,
а проекция расстоянии от ПУ до БС составляет d.

В зависимости от своего расположения ПУ мо-
жет находиться в зоне прямой видимости (line-of-
sight, LOS) с устойчивым уровнем сигнала или вне
этой зоны (non-line-of-sight, NLOS). Если ПУ рас-
положено на расстоянии d, то вероятность того, что
ПУ находится в зоне прямой видимости, представ-
ляет собой кусочно-заданную функцию:

PrLOS(d) =







PrLOS1 (d), 0 = r0 ≤ d < r1;

PrLOS2 (d), r1 ≤ d < r2;

· · · · · ·
PrLOSI (d), rI−1 ≤ d ≤ rI = R,

(1)

где радиусы Ri определяют границы интервалов.

Рис. 1 Схема системной модели
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Тогда мощностьPL(d) затухания сигнала примет
вид:

PL (d) = PLLOS(d)PrLOS(d) +

+ PLNLOS(d) [1− PrLOS(d)] . (2)

Мощность затухания сигнала в условиях пря-
мой видимости LOS описывается кусочно-задан-
ной функцией

PLLOS(d) =

=







PLLOS1 (d), 0 = d0 ≤ d < d1;

PLLOS2 (d), d1 ≤ d < d2;

· · · · · ·
PLLOSJ (d), dJ−1 ≤ d ≤ dJ = R,

(3)

где dj — границы интервалов (break point distance),
а в условиях непрямой видимости NLOS представ-
ляет собой максимум

PLNLOS(d) =

=max
(

PLLOS(d),PLNLOS1 (d), . . . ,PLNLOSK (d)
)

. (4)

Каждая из компонент функций для случаев LOS
и NLOS имеет схожую структуру:

PLl
m(d)[dB] = α

l
m[dB] + β

l
m[dB] log10D(d),

PLl
m(d) = α

l
m ·Dβl

m(d),

l =

{

“LOS”, m = j = 0, J ;

“NLOS”, m = k = 0,K ,
(5)

гдеD(d) =
√

d2 + (hBS − hUT)2— расстояние от ПУ
до БС в трехмерном пространстве; α и β — коэф-
фициенты модели затухания сигнала — константы
для каждого из сценариев 3GPP TR 38.901.

3 Функция распределения
затухания сигнала
при случайном расположении
пользователей

Примем теперь, что расстояние между ПУ
и БС — случайная величина (СВ) ξd со значени-
ями d и ФР Fξd

(x). Тогда расстояние от ПУ до БС
в трехмерном пространстве ξD будет функцией от
СВ ξd с ФР

FξD
(x) = Pr (ξD ≤ x) =

= Pr

(√

ξ2d + (hBS − hUT)2 ≤ x

)

=

= Pr
(

ξd ≤
√

x2 − (hBS − hUT)2
)

=

= Fξd

(√

x2 − (hBS − hUT)2
)

.

Случайная величина ξl
m — компонента функ-

ции затухания сигнала — зависит от СВ ξD и по
формуле (5) имеет ФР

Fξl
m
(x) = Pr (ξl

m ≤ x) = Pr
(

αl
m(ξD)

βl
m ≤ x

)

=

= Pr

(

ξD ≤
(
x

αl
m

)1/βl
m

)

= FξD

((
x

αl
m

)1/βl
m

)

=

= Fξd





√
(
x

αl
m

)2/βl
m

− (hBS − hUT)
2



 ,

l =

{

“LOS”, m = j = 0, J ;

“NLOS”, m = k = 0,K .

Для затухания сигнала в условиях прямой види-
мости ФР СВ ξLOS по формуле (3) примет вид:

FξLOS(x) = Pr (ξLOS ≤ x) =

=

J∑

j=1

Pr (ξLOS ≤ x | dj−1 ≤ ξd < dj)×

× Pr (dj−1 ≤ ξd < dj) =

=

J∑

j=1

FξLOS
j
(x) [Fξd

(dj)− Fξd
(dj−1)] , (6)

а для непрямой видимости ФР СВ ξNLOS по форму-
ле (4) и с учетом [10] запишем как

FξNLOS(x) = Pr (ξNLOS ≤ x) =

= Pr
(
max

(
ξLOS, ξ

NLOS
1 , . . . , ξNLOSK

)
≤ x

)
=

= Pr
(
ξLOS ≤ x, ξNLOS1 ≤ x, . . . , ξNLOSK ≤ x

)
=

= Pr (ξLOS ≤ x)

K∏

k=1

Pr
(
ξNLOSk ≤ x

)
=

= FξLOS (x)

K∏

k=1

FξNLOS
k
(x). (7)

Наконец, ФР СВ ξPL затухания сигнала по фор-
муле (2) запишем следующим образом:

FξPL(x) = Pr (ξPL ≤ x) =

= Pr (ξLOSξPrLOS + ξNLOS [1− ξPrLOS ] ≤ x) ,
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где ξPrLOS — СВ вероятности расположения ПУ
в зоне прямой видимости (1). Функция распределе-
нияFξPL(x) будет приближенно представлять собой
свертку.

4 Численный анализ

В спецификации 3GPP TR 38.901 указаны
основные диапазоны значений параметров для сце-
нариев развертывания сетей 5G. Рассмотрим сце-
нарии макросоты UMa и микросоты UMi в городе
со следующим набором исходных данных: радиус
действия БС R = 5000 м, центральная частота fc =
= 6 ГГц, высота ПУ hUT = 1,5 м, высоты БС для
UMa hBS = 25 м и для UMi hBS = 10 м. Предполо-
жим, что пользователи распределены равномерно
в области действия БС радиусом R.

Согласно упрощенным формулам, подобным
тем, что описаны в работе [6], ФР мощности PL
затухания сигнала в условиях прямой и непрямой
видимости могут быть представлены как

FξLOS(x) = FξLOS1
(x) ;

FξNLOS(x) = FOpt(x) =

= Fξd





√
(

x

αOpt

)2/βOpt

− (hBS − hUT)2



 .

Коэффициенты модели затухания сигнала αl
m [dB]

и βl
m [dB] для сценариев UMa и UMi, согласно [8],

представлены в таблице.
В рамках данного численного анализа покажем

графики ФР моделей PL затухания сигнала для сце-
нариев UMa и UMi в условиях прямой и непрямой
видимости по формулам (6) и (7) и упрощенным
формулам. Графики с полученными результата-
ми представлены на рис. 2 и 3. Во всех случаях
график ФР по упрощенным формулам идет выше,
что представляет собой верхнюю оценку. Однако
при дальнейших расчетах с использованием упро-
щенных формул пропускная способность и макси-
мальное число обслуженных пользователей в соте
оказываются занижены. Таким образом, авторы
рекомендуют при использовании модели затухания
сигнала как компоненты, например в ресурсных
системах массового обслуживания для анализа бес-
проводных сетей, использовать формулы (6) и (7).

Коэффициенты модели затухания сигнала для UMa и UMi

Зона [dB] UMa UMi

αLOS1 28 + 20 log10 fc 32,4 + 20 log10 fc

LOS βLOS1 22 21
αLOS2 28 + 20 log10 fc − 9 log10

(
d21 + (hBS − hUT)

2
)
32,4 + 20 log10 fc − 9,5 log10

(
d21 + (hBS − hUT)

2
)

βLOS2 40 40

αNLOS1 13,54 + 20 log10 fc − 0,6(hUT − 1, 5) 22,4 + 21,3 log10 fc − 0,3(hUT − 1,5)
NLOS βNLOS1 39,08 35,3

αOpt 32,4 + 20 log10 fc 32,4 + 20 log10 fc

βOpt 30 31,9

Рис. 2 Функции распределения PL для LOS (а) и NLOS (б) для сценариев UMa (черные кривые) и UMi (серые
кривые): 1 — расчет по формулам (6) для LOS и (7) для NLOS; 2 — расчет по упрощенным формулам
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Рис. 3 Разница значений ФР PL для LOS (а) и NLOS (б): 1 — UMa; 2 — UMi

5 Заключение
В статье исследована модель затухания сигнала

по формулам сценариев 3GPP TR 38.901. Была по-
лучена функция распределения (ФР) мощности за-
тухания сигнала при случайном (произвольный за-
кон) расположении пользователей в зоне покрытия
БС. Она учитывает кусочно-заданный вид функ-
ции для LOS и максимум нескольких величин для
NLOS. Проведен численный анализ для данных
из спецификации 3GPP TR 38.90 для сценариев
макро- и микросот в городе для сравнения ФР,
представленных в данной работе, и ФР, полученных
с помощью упрощенных формул. Результат анали-
за показал, что ФР по упрощенным формулам дает
оценку сверху, что может понижать точность рас-
четов пропускной способности канала. Отметим,
что авторы статьи не ставили перед собой задачу
аналитического сравнения двух ФР, а хотели бы
обратить внимание на несложный вид полученных
формул, которые рекомендуют для использования
как компоненту в ресурсных системах массового
обслуживания при моделировании беспроводных
сетей 5G/6G. Задачей дальнейшего исследования
станет разработка ресурсной системы массового
обслуживания с учетом случайного расположения
пользователей в соте через представленную ФР для
оценки схемы приоритетного обслуживания узко-
полосного трафика и прерывания обслуживания
широкополосного трафика в сети 5G.
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Abstract: The fifth-generation (5G) and beyond networks will utilize radio frequencies in the terahertz spectrum,
enabling extremely high data transmission rates. However, signal loss may occur when signals pass through
obstacles, making it crucial to simulate signal propagation using stochastic geometry and apply up-to-date models
for signal attenuation. The 3GPP TR 38.901 specification includes models that describe signal attenuation in
various 5G network scenarios using empirical formulas. Nevertheless, simpler formulas are typically employed to
create models based on stochastic geometry. The authors present the cumulative distribution function for path loss
at random user locations according to the scenarios described in 3GPP TR 38.901. In numerical examples, it is
shown that the difference in values with the simplified formula can be significant and lead to underestimation of
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МЕТОД ОЦЕНКИ ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМ 5G/6G «НОВОЕ

РАДИО» С УЧЕТОМ МАКРО- И МИКРОМОБИЛЬНОСТИ

ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ∗

Д. Ю. Острикова1, Е. С. Голос2, В. А. Бесчастный3, Е. А. Мачнев4, В. С. Шоргин5,
Ю. В. Гайдамака6

Аннотация: Оценка производительности сотовых систем 5G/6G «новое радио», как правило, проводит-
ся в предположении о статичном местоположении пользователей и идеально направленных антеннах,
которые оправданы для случая регулярной синхронизации между пользовательским устройством (ПУ)
и базовой станцией (БС). Однако в случае работы с имеющими высокую энергоэффективность ПУ
с ограниченным функционалом (RedCap — Reduced Capability) БС реже получает информацию о качестве
принимаемого устройством сигнала, которое меняется при перемещении ПУ. Это приводит к необходи-
мости исследования динамики показателей эффективности систем с ПУ RedCap во времени. В статье для
анализа спектральной эффективности в зависимости от расстояния между БС и ПУ и направленности
антенны ПУ в произвольный момент времени используются инструменты стохастической геометрии
и теории случайных блужданий. Численный эксперимент показал, что макромобильность оказывает
существенное влияние на спектральную эффективность, влияние микромобильности меньше и проявля-
ется только на коротких промежутках времени, при этом размер фазированной антенной решетки (ФАР)
на стороне БС практически не влияет на полученный результат.

Ключевые слова: 5G «новое радио»; mmWave; sub-THz; микромобильность; макромобильность; спек-
тральная эффективность
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1 Введение

Ожидается, что современные системы сотовой
связи 5G и будущие 6G, работающие в диапазо-
нах миллиметровых (mmWave, 30–100 ГГц) длин
волн и субтерагерцевых (sub-THz, 100–300 ГГц)
частот, смогут обеспечить исключительно высокую
пропускную способность на участке беспроводного
доступа [1, 2]. Это позволит внедрить множество
новых приложений, включая передачу потокового
видео в формате сверхвысокой четкости, прило-
жения телемедицины, виртуальной и дополненной
реальности [3]. Использование чрезвычайно высо-
ких частот в диапазонах mmWave/sub-THz требует
применения как на стороне БС, так и на стороне
ПУ фазированных антенных решеток, работающих
в режиме формирования луча, расширяя зону дей-
ствия БС [4, 5]. Для своевременной компенсации
ущерба от потери связи, характерной для систем

с направленными лучами, применяются методы от-
слеживания луча, синхронизирующие направления
лучей между ПУ и БС на малых временн‚ых интер-
валах [6].

Необходимость экономии ресурса аккумулято-
ра ПУ привела к появлению устройств с ограни-
ченным функционалом (RedCap) [7], для которых
процедура управления радиоресурсами (англ. Radio
Resource Management, RRM) подразумевает про-
пуск блоков сигналов синхронизации (англ. Syn-
chronization Signal Blocks, SSB) для повышения
энергоэффективности. Следствием более редкой
синхронизации становится риск потери связи с по-
движным ПУ из-за эффектов макро- и микромо-
бильности [8, 9] на средних и больших интерва-
лах времени. Под макромобильностью понимается
перемещение пользователей внутри зоны покры-
тия, приводящее к изменению расстояния меж-
ду ПУ и БС, а также к нарушению взаимно-
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5Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vshorgin@ipiran.ru
6Российский университет дружбы народов им. Патриса Лумумбы; Федеральный исследовательский центр «Информатика

и управление» Российской академии наук, gaydamaka-yuv@rudn.ru

32



Метод оценки характеристик систем 5G/6G «новое радио» с учетом макро- и микромобильности пользователей

го выравнивания направленных лучей ФАР БС
и ПУ. Под микромобильностью понимается не-
значительное изменение положения ПУ в про-
странстве из-за вращения ПУ в руках пользова-
теля, при котором луч ФАР ПУ отклоняется от
направления на БС, но расстояние между ПУ
и БС не меняется. Таким образом, к применя-
емым ранее моделям стохастической геометрии,
предполагающим методы анализа при статическом
расположении пользователей [10–13], необходи-
мо добавить инструменты моделирования мобиль-
ности ПУ.

В данной работе использован подход к моде-
лированию макро- и микромобильности ПУ на
основе диффузионных процессов, предложенный
в [14] при сравнении стратегий энергосбережения
для устройств с ограниченным функционалом для
приложений промышленной автоматизации. В от-
личие от [14], целью данной статьи ставится раз-
работка метода оценки характеристик производи-
тельности соты 5G/6G «новое радио», в частности
спектральной эффективности системы, с учетом
перемещения пользователей внутри зоны покры-
тия при развертывании в городской среде.

2 Системная модель

Для анализа влияния эффектов макро-
и микромобильности на характеристики систем
mmWave/sub-THz исследована модель соты сети
5G/6G «новое радио» [1], изображенная на рис. 1, б.
Зона покрытия БС, расположенной в точке с коор-
динатами (0, 0), имеет форму квадрата с длиной сто-
роны L м. Подвижное ПУ, перемещающееся в зоне
покрытия, в начальный момент времени t0 распо-
ложено в точке (x0, y0), в произвольный момент
t > 0— в точке (x, y). Высоты БС и ПУ постоянны
и равны hA и hU соответственно. Макромобиль-
ность при перемещении ПУ на средних и боль-
ших временн‚ых интервалах отражается в динамике
мощности принимаемого ПУ сигнала из-за изме-
няющегося расстояния между БС и ПУ и рассо-
гласования направленности лучей антенн ПУ и БС
(угол β на рис. 1, а и 1, б). Микромобильность при-
водит только к рассогласованию направленности
лучей (угол γ на рис. 1, в), при этом эффект наблю-
дается на малых временн‚ых интервалах.

Для анализа спектральной эффективности в мо-
мент t используем выражение [15]:

SE(t) = log2

(

1 +
PTGA(t)GU (t)L(y, t)

N0 + IM

)

. (1)

где PT — мощность излучения антенны БС; GA(t)
иGU (t)— коэффициенты усиления антенн БС и ПУ

Рис. 1 Эффекты макро- и микромобильности в системах
«новое радио»

в момент t; L(y, t) — коэффициент потери мощ-
ности принимаемого ПУ сигнала на расстоянии y
от БС в момент t; N0 — шум; IM — интерференция.
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Заметим, что значения функций L(y, t), GA(t)
и GU (t) вычисляются в зависимости от трех па-
раметров, определяемых новым местоположением
ПУ и отклонением оси ПУ от направления на БС
в момент t, возникшими вследствие перемещения
ПУ и вращения ПУ в руках пользователя, а именно:
от расстояния g(t)по оси y и от угловых отклонений
βH(t), γH(t) и βV (t), γV (t) оси антенны ПУ от на-
правления на БС в горизонтальной и вертикальной
плоскостях соответственно. Таким образом, для
оценки значений функций L(y, t), GA(t) и GU (t),
меняющихся во времени, необходимо выбрать ме-
тод моделирования мобильности ПУ.

В [14] для моделирования макромобильности
использованы два независимых диффузионных
процесса блуждания частицы по осям 0x и 0y, огра-
ниченные в (0, L), с коэффициентами диффузииDx

иDy. Для одномерного ограниченного диффузион-
ного процесса плотность вероятности p(x, t|x0, t0)
найти частицу в точке x в момент t, учитывая, что
она находилась в точке x0 в момент t0, подчиняется
частному случаю второго закона диффузии Фика
и описывается уравнением Фоккера–Планка с ну-
левым сносом

∂p(x, t|x0, t0)
∂t

=
D∂2p(x, t|x0, t0)

∂x2
(2)

с начальным условием p(x, t|x0, t0) = δ(x − x0), где
D — коэффициент диффузии, характеризующий
скорость перемещения частицы [16]. Вид полу-
ченного методом разделения переменных решения
уравнения (2) в указанных выше ограничениях по-
казан в [14]:

p(x, t|x0, t0) =
1

L
+
2

L

∞∑

n=1

{

exp

[

−
(
nπ

2

)2
t− t0
τ

]

×

× cos
(
nxπ

L

)

cos

(
nx0π

L

)}

,

где τ = L2/D — время релаксации.
При условии старта перемещения ПУ в началь-

ный момент t0 из точки (x0, 0) значения расстоя-
ния y(t) и углов азимута βH(t) и элевации βV (t)
отклонения оси ПУ вследствие макромобильности
в произвольный момент tмогут быть вычислены по
следующим формулам [14]:

y(t) =

√

[X(t)]
2
+ (hA − hU )

2
;

βV (t) = arccos

[
X(t)

Y (t)

]

;

βH(t) = arctan

(
Y (t)

X(t0)

)

,

где состояния X(t0) и X(t) независимого одномер-
ного диффузионного процесса с коэффициентом
диффузии Dx, ограниченного в (0, L), представля-
ют собой координату ПУ на оси 0x в начальный t0
и текущий t моменты времени; состояние Y (t) та-
кого же процесса с коэффициентом диффузии Dy

с началом движения в точке 0 — координату ПУ на
оси 0y в момент t, при этом X(t0) = x0 и Y (t0) = 0.

Микромобильность ПУ в приложениях X-VR
моделируется также с помощью двух диффузион-
ных процессов GH(t) и GV (t) с коэффициента-
ми диффузии DH и DV с начальными точками
GH(t0) = GV (t0) = 0. Состояния независимых
процессовGH(t) иGV (t) определяют значения угла
азимутаγH(t)и угла элевацииγV (t), т. е. отклонение
оси антенны ПУ от направления на БС в момент t
в горизонтальной и вертикальной плоскостях соот-
ветственно.

3 Численный анализ

В работе предполагается наличие планарных
симметричных ФАР как на БС, так и на ПУ. Рас-
сматриваются ПУ с двумя физическими антенна-
ми, расположенными на противоположных сторо-
нах устройства, диаграммы направленности антенн
соответствуют стандарту 3GPP TR 37.977 [17]. Мо-
дель усиления антенны имеет вид:

GU (βH , βV ) =

= ερH (βH + γH(t)) ρV (βV + γV (t)) , (3)

где ε — коэффициент усиления при идеальном вы-
равнивании лучей от БС и от ПУ;ρH(βH)иρV (βV )—
функции направленности для угловых отклоне-
ний βH и βV оси антенны ПУ от направления на БС
в горизонтальной и вертикальной плоскостях при
макромобильности, βH , βV ∈ [0, π]; γH и γV — до-
полнительные угловые отклонения, возникающие
при микромобильности в соответствующих плос-
костях, γH , γV ∈ [−π/2, π/2].

Заметим, что в предположении о симметричной
конической антенне, т. е. βH = βV и ρH(βH) =
= ρV (βV ) = ρ(β), параметры ε и ρ(β) зависят от
ширины 2D-луча α, определяемой числом антен-
ных элементов N , и имеют следующий вид [18]:

α = 2 arccos
2,782

Nπ
;

ε =
2

1− cos(α/2) ;

ρ(β) =







1− β

α
, β ≤ α ;

0 в противном случае.
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Системные параметры

Обозначение Описание Значения
L Длина стороны квадратной зоны 100 м
hU Высота ПУ 1,5 м
hA Высота БС NR 4 м
PT Излучаемая мощность антенны БС 23 дБ
fC Несущая частота 28 ГГц
ζ Коэффициент затухания сигнала 2,1

N0 Шум −174 дБи
IM Интерференция 3 дБи

NH × NV Число антенных элементов ФАР БС/ПУ 4× 4, 8× 8, 15× 15
–x,–y Средняя скорость перемещения ПУ вдоль осей 0,8 м/с

–ϕ,–θ
Средняя скорость отклонения оси ПУ
в горизонтальной и вертикальной плоскостях

0–4 град/с

Коэффициент L(y, t) потери мощности прини-
маемого ПУ сигнала на расстоянии y [м] от БС
в момент t вычисляется по формуле:

L(y, t) = 102 lg fC+3,24y−ζ ,

где fC — несущая частота; ζ — коэффициент зату-
хания сигнала.

Параметры среды распространения сигнала
и системы по умолчанию представлены в таблице.

На рис. 2 показано влияние микромобильности
на среднюю спектральную эффективность, вы-
числяемую с помощью (1), для различных типов
приложений и двух точек (x0, y0) старта ПУ — на-
чальных точек (20, 0) и (80, 0). Микромобильность,
представленная в предложенной модели процесса-
ми изменения угловых отклонений γH(t) и γV (t),
влияет на усиление антенны ПУ, как показано в (3).
Средняя скорость отклонения осей ПУ –ϕ = –θ
составляет 2 град/с для видеоприложений и 4 град/с

для приложений VR. Средняя скорость перемеще-
ния ПУ из-за макромобильности составляет –x =
= –y = 0,8 м/с. По умолчанию L = 100 м, конфи-
гурация антенны БС — 15× 15 элементов.

Влияние макромобильности на среднюю спек-
тральную эффективность показано на рис. 3 для
старта ПУ из начальной точки x0 = 20, y0 = 0
Средняя скорость перемещения ПУ из-за макро-
мобильности–x = –y варьируется в пределах 0,8–
2 м/с, средняя скорость отклонения оси ПУ из-за
микромобильности –ϕ = –θ = 2 град/с. По умол-
чанию L = 100 м, конфигурация антенны БС —
15× 15 элементов.

Полученные результаты показывают, что рез-
кие колебания спектральной эффективности вслед-
ствие микромобильности проявляются на малых
временн‚ых интервалах в течение 1–3 с после вы-
равнивания луча, тогда как макромобильность вли-
яет на показатели средней спектральной эффек-
тивности в течение более длительного интервала

Рис. 2 Спектральная эффективность в зависимости от
микромобильности: 1 — расчет по формуле (1); 2 — ви-
деоприложения; 3 — приложения VR; черные кривые —
x0 = 20 м; серые кривые — x0 = 80 м

Рис. 3 Спектральная эффективность в зависимости от
макромобильности: 1 — DM = 25; 2 — 50; 3 — 100; 4 —
DM = 200
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Рис. 4 Усиление на антенне БС в зависимости от кон-
фигурации антенной решетки: 1 — 4 × 4; 2 — 8× 8; 3 —
15× 15

времени для всего диапазона исследованных скоро-
стей перемещения ПУ. Активное перемещение ПУ
при скорости 2 м/с (DM = Dx = Dy = 200) при-
водит к более быстрому снижению спектральной
эффективности по сравнению с низкой скоростью
перемещения ПУ 0,8 м/с (DM = Dx = Dy = 25),
что связано с различающейся для разных скоростей
ПУ динамикой среднего расстояния до БС.

Кроме расстояния между БС и ПУ спектральная
эффективность зависит от конфигурации антенны,
в частности от ширины угла основного лепестка
диаграммы направленности антенны БС. Как по-
казано на рис. 4, с течением времени происходит
значительное падение коэффициента усиления ан-
тенны БС из-за рассинхронизации лучей в резуль-
тате смещения ПУ от оси антенны БС в сторону
границ лепестка, так что коэффициент снижает-
ся до усредненных значений около 25 дБи. При
этом всплески на графике соответствуют попада-
нию ПУ в боковые лепестки антенны БС. Ожи-
даемо резче и быстрее коэффициент падает для
антенны 15 × 15 элементов, формирующей более
узкие лучи с более ярко выраженными боковыми
лепестками. Заметим, что дополнительное усиле-
ние, получаемое при выравнивании антенны ПУ
до идеальной направленности на БС, не вносит
существенного вклада в спектральную эффектив-
ность из-за использования для ее оценки медленно
возрастающей логарифмической функции.

4 Заключение

Перспективы внедрения новых устройств с огра-
ниченным функционалом для систем 5G «новое
радио» и новых механизмов энергосбережения на
стороне ПУ, позволяющих пропускать циклы син-
хронизации с БС, мотивировали авторов на разра-

ботку аналитического аппарата для оценки спек-
тральной эффективности в беспроводном канале
в условиях сочетания макро- и микромобильности
пользователей. Модель учитывает параметры диа-
граммы направленности антенн БС и ПУ, опи-
санные в стандартах 3GPP, а также нарушение
выравнивания лучей антенн во времени, вызван-
ное вращением ПУ в руках пользователя при од-
новременном перемещении пользователя в зоне
покрытия БС. Численные результаты показали,
что разница между спектральной эффективностью,
полученной в предположении о статичном место-
положении пользователей и идеально направлен-
ных антеннах БС и ПУ, и зависящей от времени
спектральной эффективностью незначительна для
покрытия малых сот и находится в пределах при-
мерно 5%–10% для широкого диапазона парамет-
ров системы. Это означает, что при необходимости
связь может поддерживаться без идеального вырав-
нивания антенн БС и ПУ с несколько ухудшенным
качеством. Влияние диаграммы направленности
антенны БС на изменения спектральной эффек-
тивности во времени весьма ограничено, что при-
водит к разнице до 5% между ФАР 4 × 4 элементов
и 15×15 элементов. С точки зрения моделирования
стоит отметить, что использование реалистичных
диаграмм направленности излучения антенн кри-
тически важно при исследовании систем с макро-
и микромобильностью.
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ОБ ОДНОПОРОГОВОМ УПРАВЛЕНИИ ОЧЕРЕДЬЮ В СИСТЕМЕ

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С НЕТЕРПЕЛИВЫМИ ЗАЯВКАМИ

Я. М. Агаларов1

Аннотация: Изложены результаты теоретического исследования управляемой системы массового об-
служивания (СМО) типа M/M/s с нетерпеливыми заявками и однопороговым управлением очередью.
Ставится задача оптимизации однопорогового управления очередью, суть которой заключается в вы-
числении для длины очереди некоторого порогового значения, максимизирующего заданную целевую
функцию. В исследуемой системе заявка покидает систему необслуженной, если время ожидания в оче-
реди (или время обслуживания на приборе) превышает некоторый интервал времени случайной длины,
распределенной по показательному закону с заданным параметром. В качестве показателя эффектив-
ности управления очередью (целевой функции) используется стоимостная функция, учитывающая потери
в единицу времени из-за технического обслуживания системы, отклонения заявок на входе системы, ухо-
да заявок до завершения обслуживания. Предложены метод решения задачи максимизации стоимостной
целевой функции на множестве однопороговых управлений очередью и алгоритм гарантированного
вычисления оптимального порога.

Ключевые слова: система массового обслуживания; нетерпеливые заявки; управление очередью
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1 Введение
Настоящая работа служит продолжением иссле-

дований, посвященных проблеме оптимизации по-
рогового управления очередью в СМО с учетом
стоимостных потерь из-за отклонения и задержек
заявок, а также затрат на техническое обслужива-
ние системы. Суть порогового управления оче-
редью заключается в том, что для длины очереди
задается одно или несколько пороговых значений,
по достижении каждого из которых принимается
соответствующее решение по сбросу нагрузки из
очереди с целью повышения эффективности рабо-
ты системы [1].

Ниже будем рассматривать оптимизационную
задачу управления очередью для простейшей СМО,
у которой ограничено время пребывания заявки
в очереди или на приборе. Заявка покидает систе-
му необслуженной, если время ожидания в очереди
или на приборе превышает некоторую случайную
величину с заданным средним значением. В прос-
тейшей модели системы такого типа предпола-
гают, что заявки покидают очередь через слу-
чайные интервалы времени, распределенные по
показательному закону, т. е. возникает поток уходя-
щих из очереди с постоянной интенсивностью за-
явок. Таким образом, каждая заявка, находящаяся
в очереди или на приборе, может покинуть систе-
му, не дождавшись обслуживания, через случайный
интервал времени, распределенный по показатель-

ному закону. Заявки в этом случае называют «не-
терпеливыми», а СМО — системой с «нетерпели-
выми» заявками. Такая СМО имеет четыре потока,
влияющих на состояние системы: входной поток
заявок, поток обслуженных заявок, поток заявок,
покидающих очередь, не дождавшись начала об-
служивания, и поток уходящих с приборов заявок,
не дождавшихся завершения обслуживания. Так
как поток уходящих заявок пуассоновский, то про-
цесс, протекающий в системе под влиянием такого
потока, будет марковским.

С увеличением порога длины очереди, с одной
стороны, увеличивается поток заявок — потенци-
альных плательщиков за обслуживание, с другой —
увеличиваются потери системы (из-за увеличения
задержек заявок, ухода «нетерпеливых» заявок, за-
трат системы на хранение и обслуживание заявок).
Возникает задача поиска значения порога длины
очереди, максимизирующего доход системы.

Результаты теоретических и экспериментальных
исследований по рассматриваемой в данной статье
проблеме, изложенные в ранее опубликованных ра-
ботах, получены для задачи оптимизации порогово-
го управления очередью в одноканальных и много-
канальных СМО с терпеливыми заявками (заявки
не покидают систему до завершения обслужива-
ния) (см., например, [2–8]). При исследовании
СМО с управляемыми очередями методами мате-
матического моделирования, как правило, требует-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, agglar@yandex.ru
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ся предварительно решить подзадачу расчета веро-
ятностно-временн‚ых характеристик (показателей)
исследуемой системы [9–13] и использовать дан-
ную расчетную модель для разработки и исследо-
вания алгоритма управления очередью (очередя-
ми), что приводит к математической модели с более
сложными функциональными взаимозависимостя-
ми параметров системы по сравнению с расчетной
моделью. В научных публикациях, посвященных
исследованию систем с нетерпеливыми заявками,
отсутствуют результаты по оптимизации управле-
ния очередью, в основном в них рассмотрены зада-
чи по расчету вероятностно-временн‚ых характери-
стик и оптимизации структуры таких систем [9,10].

Ниже приводим метод и результаты теорети-
ческого исследования однопорогового управления
очередью системы M/M/s с «нетерпеливыми» за-
явками при стоимостном критерии оптимальности.

2 Постановка задачи

Рассматривается многоканальная СМО M/M/s
с управляемой очередью, в которой заявки, не до-
жидаясь завершения обслуживания, могут поки-
нуть систему по истечении некоторого времени
пребывания в очереди или на приборе. Предпо-
лагается, что время, через которое заявка покидает
систему, — показательно распределенная случай-
ная величина, при этом параметр распределения
равен αi (α1 ≤ α2 ≤ · · · ), если заявка i-я в очереди,
а если на приборе, то параметр равен β. Посту-
пившая извне заявка допускается в систему, если
длина очереди в системе меньше, чем h ≥ 0 — не-
которая заданная величина (пороговое значение),
иначе отклоняется и теряется. Допущенная в систе-
му заявка занимает любой из свободных приборов,
если такой есть, иначе становится в конец очереди.
Будем считать, что заявки обслуживаются в поряд-
ке поступления. Отметим, что поведение такой
системы описывается цепью Маркова, в которой
состоянием считается число заявок в системе [9].

Введем обозначения:

λ — интенсивность входного потока;

µ — интенсивность обслуживания заявки на при-
боре;

s — число приборов в системе;

h+ s — объем накопителя;

C0 — плата заявки, принятой в накопитель сис-
темы;

C1 — стоимость потерь из-за отклонения заявки
на входе системы;

C2 — стоимость потерь из-за ухода i-й заявки,
находящейся в очереди;

C3 — стоимость потерь из-за ухода с прибора
заявки, не дождавшейся завершения обслужи-
вания;

π
(h)
i — стационарная вероятность состояния i сис-

темы при пороговом значении h;

S
(h)
= s−∑S

i=1(s−i)π
(h)
i — среднее число занятых

приборов;

Q(h) — доход системы в единицу времени при
пороговом значении h.

В качестве целевой функции задачи оптимиза-
ции порогового управления рассматривается пре-
дельный средний доход системы в единицу време-
ни, вычисляемый по формуле:

Q(h) = λC0

(

1− π
(h)
s+h

)

− λC1π
(h)
s+h −

− d
(

L
(h)
)

− βC3S
(h)
. (1)

Здесь λC0(1−π
(h)
s+h)— средняя суммарная плата за-

явок, принимаемых в накопитель в единицу време-
ни; λC1π

(h)
s+h — средние потери в единицу времени

из-за отклонения заявок; d(L
(h)
)— средние потери

в единицу времени из-за ухода заявок из очереди:

d
(

L
(h)
)

= C2

h∑

i=1

i∑

j=1

αjπ
(h)
i+S ;

βC3S
(h)

— средние потери в единицу времени из-за
ухода с приборов заявок, не дождавшихся заверше-
ния обслуживания.

Ставится задача оптимизации порогового зна-
чения длины очереди, т. е. математическая задача
вида

h∗ = argmax
0≤h

Q(h) . (2)

3 Метод решения и результаты

Для стационарных вероятностей состояний
описанной в предыдущем разделе СМО справед-
ливы равенства [9]:

π
(h)
l =

ρl

l!(1 + γ)i
π
(h)
0 при l ∈ 1, s ,

π
(h)
s+l =

ρs

s!(1 + γ)3

l∏

j=1

ρ

s(1 + γ) + jθj
π
(h)
0

при l ∈ 1, h ,







(3)
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где

π
(h)
0 =



1 +

s∑

m=1

ρm

m!(1 + γ)m
+

+
ρs

s!(1 + γ)s

h∑

l=1

l∏

j=1

ρ

s(1 + γ) + jθj





−1

;

ρ =
λ

µ
; γ =

β

µ
; θj =

αj

µ
.

Покажем, что для стационарных вероятностей
справедливы соотношения

π
(h+1)
l =

(

1− π
(h+1)
s+h+1

)

π
(h)
l , l = 0, s+ h ; (4)

π
(h+1)
s+h+1 =

=
(

1− π
(h+1)
s+h+1

)

π
(h)
s+h

ρ

s(1 + γ) + (h+ 1)θh+1
. (5)

Из (3) при l = 1, h следует

π
(h)
s+l − π

(h+1)
s+l =

=
ρs

s!(1 + γ)s

l∏

j=1

ρ

s(1 + γ) + jθj

(

π
(h)
0 − π

(h+1)
0

)

=

=

(
ρs

s!(1 + γ)s

)2 l∏

j=1

ρ

s(1 + γ) + jθj
×

×
h+1∏

j=1

ρ

s(1 + γ) + jθj
π
(h)
0 π

(h+1)
0 = π

(h)
s+lπ

(h+1)
s+h+1 .

Точно так же, использовав (3) при l = 0, s, полу-
чаем равенство

π
(h)
l − π

(h+1)
l = π

(h)
l π

(h+1)
s+h+1.

Следовательно, равенства (4) справедливы. Анало-
гично, использовав (3) и (4), находим

π
(h+1)
s+h+1 =

ρs

s!(1 + γ)2

h+1∏

j=1

ρ

s(1 + γ) + jθj
π
(h+1)
0 =

=
ρs

s!(1 + γ)s
ρ

s(1 + γ) + (h+ 1)θh+1
×

×
h∏

j=1

ρ

s(1 + γ) + jθj

(

1− π
(h+1)
s+h+1

)

π
(h)
0 ,

откуда следует (5).
Покажем, что имеет место равенство

Q(h)−Q(h+ 1) = π
(h+1)
s+h+1 [Q(h)−G(h)] , (6)

где

G(h) = (C0 + C1) (µ+β)s+(C0 + C1)αh+1(h+1)−

−
h+1∑

j=1

αjC2 − C1λ− C3βs . (7)

Использовав (1)–(7), получим:

Q(h)−Q(h+ 1) = λC0

(

1− π
(h)
s+h

)

−

− λC1π
(h)
s+h − d

(

L
(h)
)

− βC3S
(h) −

− λC0

(

1− π
(h+1)
s+h+1

)

+ λC1π
(h+1)
s+h+1 + d

(

L
(h+1)

)

+

+ βC3S
(h+1)

= −λC0π(h)s+h − λC1π
(h)
s+h − d

(

L
(h)
)

−

− βC3S
(h)
+ λC0π

(h+1)
s+h+1 + λC1π

(h+1)
s+h+1 +

+
(

1− π
(h+1)
s+h+1

)

d
(

L
(h)
)

+ C2

h+1∑

j=1

αjπ
(h+1)
s+h+1 +

+ βsC3π
(h+1)
s+h+1 + βC3

(

1− π
(h+1)
s+h+1

)

S
(h)
=

= −λC0π(h)s+h − λC1π
(h)
s+h + λC0π

(h+1)
s+h+1 +

+ λC1π
(h+1)
s+h+1 + C2

h+1∑

j=1

αjπ
(h+1)
s+h+1 + βsC3π

(h+1)
s+h+1 −

− π
(h+1)
s+h+1d

(

L
(h)
)

− βC3π
(h+1)
s+h+1S

(h)
=

= π
(h+1)
s+h+1

[

λC0 + λC1 + C2

h+1∑

j=1

αj − d
(

L
(h)
)

−

− C3βS
(h)
+ βsC3 − λ

C0 + C1

π
(h+1)
s+h+1

π
(h)
s+h

]

=

= π
(h+1)
s+h+1

[

λC0

(

1− π
(h)
s+h

)

− λC1π
(h)
s+h + λC1 +

+

h+1∑

j=1

αjC2 − d
(

L
(h)
)

− C3βS
(h)
+ λC1π

(h)
s+h +

+ λC0π
(h)
s+h + βsC3 − λ

C0 + C1

π
(h+1)
s+h+1

π
(h)
s+h

]

=

= π
(h+1)
s+h+1



Q(h) + λC1 +

h+1∑

j=1

αjC2 + βsC3 −

− (C0 + C1)λ
s(1 + γ) + (h+ 1)θ

ρ



 =

= π
(h+1)
s+h+1

[

Q(h) + λC1 + C2

h+1∑

j=1

αj + βsC3 −

− (C0 + C1)[s(µ+ β) + αh+1(h+ 1)]

]

.

Значит, равенство (6) имеет место.
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Так как верно равенство

λ
(

1− π
(h)
s+h

)

=

h∑

i=1

i∑

j=1

αjπ
(h)
i + (β + µ)S

(h)
,

то равенства дляQ(h) иG(h) в (1) и (7) эквивалент-
ны равенствам

Q(h) = [(C0 + C1) (β + µ)− βC3]S
(h)
+

+ (C0 + C1 − C2)

h∑

i=1

i∑

j=1

αjπ
(h)
i − C1λ ;

G(h) = [(C0 + C1) (β + µ)− βC3] s+

+ (C0 + C1)αh+1(h+ 1)− C2

h+1∑

j=1

αj − C1λ .

При h = 0 последние равенства примут вид:

Q(0) = [(C0 + C1( (β + µ)− βC3]S
(0) − C1λ ;

G(0) = [(C0 + C1) (β + µ)− βC3] s+

+ (C0 + C1 − C2)α1 − C1λ .

Далее всюду будем предполагать, что при усло-
вии C0 + C1 − C2 < 0 выполняется и условие
(C2/(C0 + C1) − 1)αi+1/(αi+1 − αi) ≥ i для всех
i ≥ 1. Обратим внимание, что функция G(h) воз-
растает по h при C0 + C1 − C2 > 0 и не возрастает,
когда C0 + C1 − C2 ≤ 0 и αi такие, что условие
(C2/(C0 + C1) − 1)αi+1/(αi+1 − αi) ≥ i для всех
i ≥ 1.

Воспользуемся теоремой 1 из работы [14]. Не-
трудно заметить (см. равенство (6)), что функция
Q(h) при C0 + C1 ≤ C2 и функция −Q(h) при
C0 + C1 > C2 удовлетворяют условиям теоремы 1
из [14]. Тогда из указанной теоремы непосредствен-
но следует справедливость следующего утвержде-
ния.

Утверждение. При выполнении предположения, вве-

денного выше относительно параметров C0, C1, C2
и αi, i ≥ 1, решение задачи (2) обладает следующими

свойствами:

(1) если C0 + C1 ≤ C2, то Q(h) — унимодальная

функция (так как G(h) не возрастает по h
иG(0) ≤ Q(0), и если [(C0+C1)(β+µ)−βC3](s−
− S

(0)
) ≤ (C0 + C1 − C2)α1, то h∗ = 0, иначе

существует 0 < h∗ <∞;

(2) еслиC0+C1 > C2 и [(C0+C1)(β+µ)−βC3](s−
−S(0))+(C0+C1−C2)α1 > 0, то h∗ =∞ и при

этомQ(h)монотонно возрастает поh (так как

G(h) возрастает по h и G(0) > Q(0));

(3) еслиC0+C1 > C2 и [(C0+C1)(β+µ)−βC3](s−
− S

(0)
) + (C0 + C1 − C2)α1 ≤ 0, то функция

−Q(h) унимодальная (так как удовлетворяет

условиям теоремы 1 из [14]) и при этом

h∗ =

{

0 , если Q(∞) ≤ Q(0);

∞ , если Q(∞) > Q(0)

(так какG(h) возрастает по h и G(0) ≤ Q(0)).

На рис. 1 и 2 проиллюстрировано поведение
функций Q(h) и G(h) для двух наборов значений
параметров рассматриваемой СМО:

(1) рис. 1: λ = 8; µ = 2; αi = 0,5; i = 1, h; β = 0,25;
C0 = 20; C1 = 5; C2 = 40; C3 = 10;

(2) рис. 2: λ = 8; µ = 1; αi = 0,25; i = 1, h;
β = 0,125; C0 = 20; C1 = 3; C2 = 10; C3 = 15.

Заметим, что в случае, изображенном на рис. 1,
целевая функция достигает максимума при поро-
говом значении h∗ = 18, что согласуется с утверж-
дением пункта 1, а в случае рис. 2 оптимальное
значение порога h∗ = ∞, что соответствует пунк-
ту 2.

Рис. 1 Зависимости функций Q (1) и G (2) от порого-
вого значения h: h∗ — оптимальное пороговое значение
длины очереди

Рис. 2 Зависимости функций Q (1) и G (2) от порогового
значения h

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 18 выпуск 2 2024 43



Я. М. Агаларов

4 Заключение

Практическим результатом проведенных вы-
ше исследований стал следующий простой ал-
горитм оптимизации однопорогового управления
очередью для рассмотренной выше модели СМО
при выполнении условий утверждения относитель-
но параметров C0, C1, C2 и αi, i ≥ 1.

1. Если выполняется условие C0 + C1 ≤ C2, то

(1) положить h = 0;

(2) до тех пор пока выполняется неравенство
Q(h+ 1) > Q(h), полагать h = h+ 1;

(3) положить h∗ = h.

2. Если выполняются неравенства C0 + C1 > C2

и [(C0+C1)(β+µ)−βC3](s−S
(0)
)+ (C0+C1−

− C2)α1 > 0, то положить h∗ =∞.

3. ЕслиC0+C1 > C2 и [(C0+C1)(β+µ)−βC3](s−
− S

(0)
) + (C0 + C1 − C2)α1 ≤ 0, то положить

h∗ =

{

0 , если Q(∞) ≤ Q(0);

∞ иначе.

Обратим внимание, что при выполнении усло-
вий третьего пункта алгоритма справедливы не-
равенства Q(0) ≤ 0 и G(0) ≤ Q(0) и на отрезке
[0, h0], где h0 — максимальное значение, такое что
Q(h0) ≥ G(h0), функция Q(h) не возрастает, а при
h ∈ [h0,∞) возрастает (так как в случае пункта 3
функция −Q(h) унимодальная). Следовательно,
если C0 + C1 ≥ C2 и выполняется условие Q(0) ≤
≤ Q(1), то h∗ =∞.
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О ПОРОЖДЕНИИ СИНТЕТИЧЕСКИХ ПРИЗНАКОВ

НА ОСНОВЕ ОПОРНЫХ ЦЕПЕЙ И ПРОИЗВОЛЬНЫХ МЕТРИК

В РАМКАХ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ПОДХОДА К АНАЛИЗУ ДАННЫХ.

ЧАСТЬ 2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ АПРОБАЦИЯ

НА ЗАДАЧАХ ФАРМАКОИНФОРМАТИКИ∗

И. Ю. Торшин1

Аннотация: Рассмотрение прецедентных отношений между признаками и таргетной переменной в виде
наборов элементов булевой решетки указывает на возможность порождения синтетических признаков
с использованием метрических функций расстояния. Сформулированы подходы к (1) оценке релевант-
ности («информативности») метрик по отношению к решаемым задачам, (2) порождению и (3) отбору
синтетических признаков, более информативных, чем исходные признаковые описания. Представлен-
ные результаты топологического анализа 2400 выборок данных «молекула–свойство» из ProteomicsDB
позволили получить достаточно эффективные алгоритмы прогнозирования свойств молекул (ранговая
корреляция в кросс-валидации — 0,90± 0,23). На данной выборке задач установлены метрики, которые
наиболее часто порождают информативные синтетические признаки: максимальное уклонение Колмо-
горова, «косое» расстояние, метрики Lp, Реньи, фон Мизеса. Для решения изученного комплекса задач
показано преимущество полиномных корректоров по сравнению с нейросетевыми и с корректорами типа
«случайный лес».

Ключевые слова: топологический анализ данных; теория решеток; алгебраический подход Ю. И. Журав-
лёва; фармакоинформатика
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1 Введение

В первой части работы [1] принимается, что
задано регулярное множество прецедентов

Q = {D(xi)|xi ∈ X}

на решетке L(T (X)), порожденное на основе
множества исходных описаний объектов X =
= {x1, . . . , xN0}. Для индивидуального объекта
xi ∈ X прецедентному соотношению между значе-
ниями признаками •k(xi) и t-й таргетной перемен-
ной соответствует множество пар {({•−1k (•k(xi)),
k = 1, , n},•−1t (•t(xi))), i = 1, N0, k = 1, n,
t = n+ 1, n+ l}, где l — число таргетных перемен-
ных. В рамках топологической теории распозна-
вания прецедентное соотношение между множе-
ствами {•−1k (•k(xi))} и •−1t (•t(xi)) моделируется
как соответствующие массивы расстояний, порож-
даемые той или иной метрикой ρm: L(T (X))2 →
→ [0 . . . 1], m = 1,m0. В [1] предложены спосо-
бы «встраивания» в формализм полуэмирических
расстояний на множествах a ∈ L(T (X)), векто-

рах~vα[a] = (vα1 [a], vα2 [a], . . . , vαi
[a], . . .)и функциях

�φ(x)•t(u).
Здесь для практического приложения форма-

лизма сформулированы подходы к исследованию
свойств ρm, способы оценки релевантности функ-
ций ρm по отношению к решаемым задачам, спо-
собы порождения и отбора синтетических призна-
ков, основанных на ρm. Представлены результаты
экспериментальной апробации на задачах фарма-
коинформатики.

2 Об исследовании свойств
функций расстояния ρm

Рабочая гипотеза настоящего исследования со-
стоит в том, что для порождения более «ин-
формативных» признаков могут использоваться
полуэмпирические функционалы расстояния на
множествах, векторах, функциях [2]. Метрические
свойства используемых функций расстояния ρm

могут исследоваться аналитически или комбина-

∗Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект № 23-21-00154) с использованием инфраструктуры Центра коллективного
пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, tiy135@yahoo.com
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торно с использованием аксиом метрики [3]. Для
анализа свойств этих функционалов в топологи-
ческой теории распознавания вводится следующее
понятие.

Определение 1. Обобщенной оценочной функцией
расстояния будем называть конструкцию вида

ρ(a, b) = f(g(v[a ∨ b])− g(v[a ∧ b])),

в которой f и g — функции, монотонные на соот-
ветствующих участках действительной оси; v : L→
→ R+— изотонная оценка, для которой выполнено
условие оценки (уО: ∀La, b : v[a] + v[b] = v[a ∧ b] +
+v[a∨b]) и изотонности (уИ: ∀La, b : a ⊇ b⇒ v[a] ≥
≥ v[b]).

Теорема 1. Функция расстояния ρ считается обоб-

щенной оценочной функцией расстояния тогда и толь-

ко тогда, когда ρ(a, b) = ρ(a ∨ b, a∧ b), а термы от a
и b в формуле для ρ(a, b) представляют собой компо-

зицию монотонной функции и изотонной оценки.

Необходимость следует из a∨ b = (a∨ b)∨ (a∧ b)
и a∧ b = (a∨ b)∧ (a∧ b) при подстановке a∨ b и a∧ b
вместо a и b в определение 1. Эквивалентность
ρ(a, b) и ρ(a∨ b, a∧ b) указывает на то, что в выраже-
ние для вычисления ρ входят термы-функционалы,
содержащие выражения a∨ b и a∧ b, взаимозаменя-
емые с a и b, т. е. термы вида g′(a ∨ b) и g′(a ∧ b). По
условию теоремы эти термы включают монотонную
функцию от изотонной оценки, т. е. g′ монотонна.
Так какρ— функция расстояния, то g′-термы не мо-
гут входить в выражение для ρ в виде произведения,
суммы, отношения, степени или суммы, а только
в виде разности, т. е.

ρ(a, b) = f (g′(a ∨ b)− g′(a ∧ b)) ,

из чего следует достаточность. Теорема доказана.

Следствие 1. Для обобщенной оценочной ρ

∀ℓ ⊆ L(T (X)) : –∨∧(ℓ) ≡ 0,

–∨∧(ℓ) =
∑

a,b∈ℓ

|ρ(a, b)− ρ(a∨ b, a∧ b)| 2

|ℓ|/(|ℓ| − 1) .

Следствие 2. Выберем «опорное» множество a ∈
∈ L(T (X))и обобщенную оценочную ρ. При f(x) =
= g(x) = x va,ρ[b] = ρ(a, b) = ρ(a ∨ b, a ∧ b) — изо-
тонная оценка.

Следует из того, что любая линейная комби-
нация изотонных оценок — изотонная оценка при
условии положительной определенности (теорема 2
в [4]). Также проверяется прямой подстановкой
va,ρ[b] в уО и уИ.

Следствие 3. Расстояния Фреше–Никодима, Ама-
на, Рэнда/Щекановского, Сокала–Сниса (вариан-
ты 1, 2 и 3), Рассела–Рао, Роджера–Танимото, Фей-
та, Тверского и Юле могут служить обобщенными
оценочными функциями расстояния.

Следствие 4. Расстояния Симпсона, Брауна–Блан-
ке, Андерберга и Говера-2 не входят в число обоб-
щенных оценочных функций расстояния.

Теорема 1 со следствиями предоставляет ана-
литический и комбинаторный инструментарий для
исследования свойств полуэмпирических функций
расстояния. Если заданная ρ служит обобщенной
оценочной функцией расстояния, то могут быть
получены соответствующие аналитические выра-
жения для функций f и g. Например, расстояние
Сокала–Сниса-2

ρ(a, b) = 1− |a ∩ b|
|a ∪ b|+ |a–b|

выступает обобщенным оценочным расстоянием
с f(x) = (ex − 1)/(0,5ex − 1) и g(x) = ln(x). При не-
возможности аналитической проверки свойства ρ
как обобщенной оценочной могут быть изучены
на подмножествах ℓ решетки L(T (X)) посредством
вычисления значений функционала –∨∧(ℓ) (след-
ствие 1).

3 О способах оценки
релевантности метрик ρm
по отношению к задаче клас-
сификации/прогнозирования

Биекция между множеством прецедентов Q
и множеством исходных описаний объектов X,
существующая при выполнении условия регуляр-
ности по Журавлёву (∀x ∈ X, x = D−1(D(x)), га-
рантирует однозначность соответствия описанийxi

и qi. Это делает возможным рассматривать преце-
дентные соотношения, заданные на Q, в терминах
множеств {•−1k (•k(xi))} и •−1t (•t(xi)) с использо-
ванием расстояний ρm на подмножествах множе-
стваX [1].

Пусть таргетный класс объектов cα задан по-
средством α-го значения t-й переменной λtα ∈ It,
t = n+ 1, n+ l, как cα = •

−1
t (λtα). В случае число-

вой переменной за cα может приниматься каждый
из элементов u(λtα) цепиAt. Так какL(T (X)) буле-
ва, то дополнение множества cα, cα = X\•−1t (λtα),
определено однозначно. Таким образом, выделение
класса cα порождает задачу классификации cα/cα.
Любая задача числового прогнозирования может
быть сведена к последовательности корректно ре-
шаемых задач cα/cα [5].
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О порождении синтетических признаков на основе опорных цепей и произвольных метрик

Пусть задано подмножество признаков p ⊆
⊆ [1 . . . n] и элемент решетки c ∈ L(T (X)). Опреде-
лим функцию

ρmc(xi, c, p) = {ρm(c,•
−1
k (•k(xi)), k ∈ p)}.

При заданныхρm, p, cα и cα дляxi вычислимы мно-
жества расстояний ρmc(xi, cα, p) и ρmc(xi, cα, p).
Обозначим

ρmα(xi) = ρmc(xi, cα, [1 . . . n]);

ρmα(xi) = ρmc(xi, cα, [1 . . . n]).

Для xi ∈ X определено множество

ρm(xi, p) = {ρmk1k2(xi, p) =

ρm

(
•−1k1

(
•k1(xi),•

−1
k2
(•k2(xi))

))
,

k1, k2 ∈ p, k1 6= k2} , ρm(xi) = ρm(xi, [1 . . . n]).

На основе ρmα(xi) и ρmα(xi) вводятся оценки
релевантности ρm. По отношению к задаче cα/cα
более релевантна или «информативна» такая мет-
рика ρm, которая для всех x ∈ cα минимизирует
расстояния в списке ρmα(x) и максимизирует рас-
стояния в списке ρmα(x) (т. е. «приближает» объек-
ты к их классам). Выделены два взаимосвязанных
направления дальнейших исследований:

(1) нахождение подмножеств p признаков, «более
информативных» для ρm;

(2) настройка/выбор ρm при фиксированном p.

Для c′ ∈ L(T (X)) определим ϑmc, операцию
слияния списков ρmc:

ϑmc(c
′, c, p) =

⋃

y∈c′

ρmc(y, c, p).

Обозначим

ϑmα(c, p)=ϑmc(c, cα, p); ϑmα(c, p)=ϑmc(c, cα, p),

вычислим множества ϑmα(cα, p) и ϑmα(cα, p)
и сформируем эмпирические функции распреде-
ления (э.ф.р.) �φ(x)ϑmα(cα, p) и �φ(x)ϑmα(cα, p). На
пространстве однородных монотонно возрастаю-
щих функций

M+0...1 =

= {f : [0 . . . 1]→ [0 . . . 1], x ≥ y ⇒ f(x) ≥ f(y)}

введем функционал расстояния df : M+0..1 →
→ [0 . . . 1] (максимальное уклонение Колмогоро-
ва D(f(x), g(x)) = supx|f(x) − g(x)|, метрики фон
Мизеса, Реньи и др.). Выбор df делает возмож-
ной постановку ряда задач топологического анали-
за данных:

(1) количественные оценки релевантности ρm как
df (�φ(x)ϑmα(cα, p), �φ(x)ϑmα(cα, p)) для раз-
ных cα, λtα ∈ It, α = 1, |It|;

(2) задачи оптимизации для увели-
чения разделения классов cα/cα
(argmaxρm,p df (�φϑmα(cα, p), �φϑmα(cα, p)),

argmaxρm,p df (�φϑmα, (cα, p), �φϑmα(cα, p))
и др.);

(3) определение ρq-метрик на пространстве объ-
ектов [2, с. 184–199] (например, в ви-
де df (�φρmα(x, p), �φρmα(y, p)), df (�φρm(x, p),
�φρm(y, p)));

(4) оценка близости метрик ρq к метрике разреза
по классам cα/cα;

(5) формулировка критериев разрешимости/регу-
лярности задачи cα/cα [6];

(6) оценки компактности классов cα и cα [3].

4 О способах порождения
и отбора синтетических
признаков на основании
функций расстояния

Множества ρmα(xi, p), ρmα(xi, p) и ρm(xi)
и отдельные ρm(cα,•

−1
k (•k(xi)) используются для

формирования синтетических числовых признаков
•k′(xi) объекта xi, k′ = n+ l + 1, n+ l + nS . Зна-
чение синтетического признака •k′(xi) зависит от
выбора ρm, классов cα и cα и от способа его вычис-
ления:

(1) ρm(cα,•
−1
k (•k(xi));

(2) ρm(cα,•
−1
k (•k(xi));

(3) ρm(cα, . . .)− ρm(cα, . . .);

(4) 1− ρm(cα, . . .);

(5) значения э.ф.р. �φ(x)ρmα(xi, p) при разных x
(например, соответствующих процентилям
�φρmα(xi, p));

(6) значения �φ(x)ρmα(xi, p) при разных x;

(7) �φ(x + –x)ρmα(xi, p) − �φ(x)ρmα(xi, p) и �φ(x +
+ –x)ρmα(xi, p) − �φ(x)ρmα(xi, p), где –x —
шаг.

Кроме того, cα может определяться как•−1t (λtα)
или как u(λtα); если cα = •

−1
t (λtα), то cα может

быть равно •−1t (λtα+1); классы cα/cα t-й перемен-
ной могут определяться с использованием разби-
ений на различные процентили (которые опреде-
ляются как подвыборка значений λtα ∈ It) и т. д.
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Таким образом, предлагаемые схемы порожда-
ют значительное число синтетических признаков
•k′(xi) (10n и более при n исходных признаках
•k), что делает необходимым введение процедур
отбора признаков. Таргетная переменная •t(xi) —
числовая, и порождаемые признаки •k′(xi) —
также числовые. Для данного случая в при-
кладной математике имеется несколько различных
подходов к оценке взаимосвязи •t(xi) и •k′(xi):
корреляционные оценки (для линейных законо-
мерностей), полиномная аппроксимация с оцен-
кой качества (для нелинейных закономерностей)
и методы теории вероятностей / математической
статистики, не зависящие от вида закономерно-
сти (в том числе на основе «взаимной информа-
ции» [7]).

Наиболее фундаментальным представляется
тестирование взаимосвязи двух переменных на
основе «нулевой гипотезы» об их независимости.
Пусть заданы пары тестируемых значений, (xi, yi),
i = 1,n(x,y), э.ф.р. Fxy(x, y) характеризует со-
вместное распределение x и y, а э.ф.р. Fx(x)
и Fy(y) — индивидуальные распределения пере-
менных. Эмпирическая функция распределения
нулевой гипотезы (независимость x и y) определя-
ется как Fx(x)Fy(y).

Для оценки отличий между Fxy(x, y)
и Fx(x)Fy(y) необходимо ввести расстояние меж-
ду такими функциями (так называемую «статисти-
ку») и оценить достоверность различий
посредством того или иного статистического
теста. В качестве расстояния можно ис-
пользовать функции df , адаптированные
для 2-мерного случая (например, макси-
мальное уклонение D(Fxy(x, y),Fx(x)Fy(y)) =
= max(|Fxy(xi, yi) − Fx(xi)Fy(yi)|)) и стати-
стический тест Колмогорова–Смирнова Pëó
(D(Fxy(x, y),Fx(x)Fy(y)), n(x,y)). Тогда 1 − Pëó
характеризует «информативность» x относитель-
но y.

Более универсальным подходом к оценке до-
стоверности различий между Fxy(x, y) и Fx(x)Fy(y)
считается прямое вычисление выбранной статисти-
ки df на множествах пар значений (xi, yi), получен-
ных датчиком случайных чисел.

Пусть оператор �ζ, семплирующий множество X,
формирует набор семплов

�ζX = {a1, a2, . . . , ak, . . . , a|�ζX||ak ⊂ X},

а процедура random — датчик случайных чисел
(в диапазоне [0 . . . 1]). Для каждого семпла ak при-
нимается, что n(x,y) = |ak|, и вычисляется множе-
ство значений df для случайных выборок,

rnd (�ζX, df ) =

{

df

(

Fxy(xij , yij),Fx(xij)Fy(yij),

xij , yij = random, j = 1, |ai|
)

, i = 1,
∣
∣
∣�ζX

∣
∣
∣

}

.

Для a ∈ �ζX значение P (df , �ζX, a, k
′, t) = 1 −

− �φ(df (Fk′t(•k′ (z),•t(z)), Fk′ (•k′ (z))Ft(•t(z)))|z ∈
∈ a)rnd (�ζX, df ) — статистическая достоверность
«зависимости» •t(z) и •k′(z) по статистике df на
семпле a, а 1−P (df , �ζX, a, k

′, t) количественно оце-
нивает зависимость.

При заданном способе оценки зависимости 1−
− P (df , �ζX, a, k

′, t) задача отбора информативных
признаков решается посредством так называемого
В-алгоритма, исходно разработанного для постро-
ения оптимальных словарей финальных инфор-
маций (чему и соответствует литера «В») [8].
Данный алгоритм, основанный на критерии разре-
шимости по Журавлёву, позволяет выбирать мно-
жества финальных информаций на основе мак-
симального частичного покрытия при минимуме
элементов покрытия. Замена мощности пересе-
чения множеств на 1 − P (df , �ζX, a, k

′, t) приведет
к тому, что В-алгоритм будет выбирать минимум
признаков с максимальной «информативностью»
(наиболее информативные признаки, см. теоре-
мы 1, 7 и 8 работы [8]).

Таким образом, в рамках развиваемого фор-
мализма синтез более информативных синтетиче-
ских •k′ (xi) осуществляется в 5 стадий:

(1) определяется набор исходных (как прави-
ло, «низкоинформативных») признаков•k(xi)
и таргетная переменная •t(xi);

(2) вводится набор метрик ρm, оценива-
ется их релевантность df (�φ(x)ϑmα(cα, p),
�φ(x)ϑmα(cα, p)) для каждого класса cα зна-
чений t-й переменной и отбираются наиболее
релевантные ρm;

(3) посредством каждой из отобранныхρm порож-
даются синтетические признаки •k′ (xi);

(4) посредством вычислений 1− P (df , �ζX, a, k
′, t)

и В-алгоритма отбирается минимальное чис-
ло признаков максимальной «информатив-
ности»;

(5) применяется алгоритм прогнозирования тар-
гетной переменной (корректор по Журавлёву–
Рудакову).

5 Экспериментальная апробация

Формализм апробирован на комплексе задач
фармакоинформатики: получение количествен-
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О порождении синтетических признаков на основе опорных цепей и произвольных метрик

Ранговые корреляции между экспериментальными и расчетными значениями EC50 и других ве-
личин хемокиномного анализа: r — коэффициент ранговой корреляции на обучении; rc — на
контроле. Усреднение r и rc проводилось по 2400 выборкам хемокиномных данных

Эксперимент r rc

fθk
-алгоритмы, корректор — нейросеть 0,88± 0,15 0,86± 0,20

Синтетические •k′(xi), корректор — нейросеть (2 слоя) 0,45± 0,22 0,22± 0,21
Синтетические •k′(xi), корректор — нейросеть (10 слоев) 0,52± 0,25 0,21± 0,20
Синтетические •k′(xi), корректор — «случайный лес», вариант 1 0,98± 0,15 0,67± 0,31
Синтетические •k′(xi), корректор — «случайный лес», вариант 2 0,99± 0,14 0,71± 0,35
Синтетические •k′(xi), полиномные корректоры, вариант 1 0,93± 0,11 0,90± 0,23
Синтетические •k′(xi), полиномные корректоры, вариант 2 0,95± 0,08 0,86± 0,27

ных оценок ингибирования киназ протеома пер-
спективными лекарствами (хемокиномный ана-
лиз) [9]. Использованы 2400 выборок данных
«молекула–свойство» из ProteomicsDB; свойства
молекул включили константы EC50 и активности
для концентраций (Ej(Ci)).

Исходные признаки•k(xi)определялись как бу-
левы инварианты над множествамиχ-цепей иχ-уз-
лов хемографовxi, как и в [9]. Таргетная•t(xi)опре-
делялась как числовое значение прогнозируемого
свойства. В качестве ρm использовались функции
расстояния на множествах, векторах и э.ф.р. (все-
го 65 функций из справочника [2]). Классы cα
определялись как квартили значений •t. Век-
торы элементов L(T (X)) формировались из оце-
нок v+α , v−α и dα [4] для каждого cα. Релевант-
ность ρm по df (�φ(x), ϑmα(cα, p), �φ(x)ϑmα(cα, p))
оценивалась для каждого cα, df — максимальное
уклонение. Синтетические признаки •k′ (xi) по-
рождались всеми перечисленными выше способа-
ми; их отбор проводился В-алгоритмом с исполь-
зованием 1− P (df , �ζX, a, k

′, t).
В качестве корректоров использовались ней-

ронные сети с несколькими слоями (от 2 до 10)
с функцией активации softmax, полиномы различ-
ных конструкций (более 20 формул, в том числе
квазиполиномные модели с элементарными функ-
циями) и «случайные леса» решающих деревьев.
Оператор семплирования �ζ был реализован как де-
сятикратная кросс-валидация с делением каждой
выборки объектов на 80% (обучение) и 20% (конт-
роль). Результаты экспериментов суммированы
в таблице.

Наилучший результат применения нового «то-
пологического» формализма с полиномным кор-
ректором (rc = 0,90 ± 0,23) немного превзошел
наилучший результат применения метода опорных
функций (композиций вида fθk

= g(f1(
∑
ωj

kxk), . . .

. . . , fl(
∑
ωj

kxk)), см. [9]), для которого rc = 0,86 ±
± 0,20. Полиномными формулами, наиболее часто
показывавшими наилучший результат, оказались
полиномы 1-й или 2-й степеней с произведениями

переменных первой степени, полиномы 5-й сте-
пени, квазиполиномы 5-й степени с сигмоидами
и Фурье-полиномы 3-й степени.

Нейросетевые корректоры всех использованных
конфигураций отличались крайне низкими показа-
телями (r = 0,45± 0,22, rc = 0,22± 0,21), а «случай-
ный лес» приводил к существенному переобучению
(см. таблицу). При этом в 290 из 2400 выборок дан-
ных (12%) «случайный лес» приводил к улучшению
результатов по сравнению с наилучшими полином-
ными корректорами, а в 1670 из 2400 выборок дан-
ных (70%) — к ухудшению.

Анализ синтетических признаков •k′(xi), во-
шедших в наилучшие полиномные модели, пока-
зал, что среди более информативных (по оценке
1 − P (df , �ζX, a, k

′, t)) признаков чаще всего встре-
чались признаки, порождаемые с использованием
э.ф.р. на основе опорных цепей (теорема 1 в 1-й
части работы [1]), среди наименее информатив-
ных — исходные признаки •k(xi) и признаки на
основе отдельных расстояний ρm(cα,•

−1
k (•k(xi)).

Функциями ρm, наиболее часто порождающими
информативные•k′(xi)на пространстве э.ф.р., ока-
зались максимальное уклонение Колмогорова, «ко-
сое» расстояние, метрики Lp, Реньи, χ2, фон Ми-
зеса, инженерная [2]. В среднем по всем выборкам
данных эти 7 разновидностей ρm порождали бо-
лее 50% самых информативных признаков •k′(xi),
отобранных В-алгоритмом.

6 Заключение
Предлагаемый подход к порождению инфор-

мативных синтетических признаков подразумевает
последовательные трансформации описаний объ-
екта:

(1) исходное множество значений признаков;
(2) множество соответствующих элементов ре-

шетки;
(3) множество расстояний (измеряемых посред-

ством ρm) между элементами решетки, соот-
ветствующими классам и признакам;
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(4) множество э.ф.р. расстояний, измеренных за-
данными ρm;

(5) множество синтетических признаков объ-
екта.

Использование многочисленных метрик на ста-
дии порождения признаков позволяет рассматри-
вать развиваемый формализм как вариант раз-
вития идеологии АВО (алгоритмы вычисления
оценок) научной школы Ю. И. Журавлёва. Экс-
периментальная апробация предлагаемого подхода
на 2400 однородных задачах фармакоинформатики
позволила повысить аккуратность и обобщающую
способность алгоритмов.
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ON PHARMACOINFORMATICS PROBLEMS
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Abstract: Consideration of precedent relationships between features and a target variable in the form of sets of
Boolean lattice elements indicates the possibility of generating synthetic features using metric distance functions.
Approaches to (i) assessing the relevance (“informativeness”) of metrics in relation to the problems being
solved; (ii) generating; and (iii) selecting synthetic features that are more informative than the original feature
descriptions are formulated. The results of topological analysis of 2400 samples of “molecule–property” data
from ProteomicsDB made it possible to obtain fairly effective algorithms for predicting the properties of molecules
(rank correlation in cross-validation is 0.90 ± 0.23). Using this sample of problems, metrics have been established
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that most often generate informative synthetic features: maximum Kolmogorov deviation, “oblique” distance, and
Lp, Renyi, and von Mises metrics. To solve the studied set of problems, the advantage of polynomial correctors
compared to neural network and random forest correctors is shown.
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ВЫЯВЛЕНИЕ ПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫХ СВЯЗЕЙ

ПРИ ПОКРЫТИИ ПРИЧИН

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, В. В. Кульченков4, Е. Е. Тимонина5

Аннотация: Задачи поиска причинно-следственных связей имеют большое значение в медицинской
диагностике, поиске первопричин сбоев в программно-технических системах, информационной безопас-
ности. Объяснимость формируемых заключений, получаемых в результате сложных вычислений с по-
мощью методов искусственного интеллекта (ИИ), чаще всего реализуется с помощью причинно-следст-
венных связей. В работе исследована возможность выявления причинно-следственных связей в случаях,
когда причина находится в неразделимом объекте, доступном наблюдению. В таких случаях говорят, что
свойство «причина» покрыто объектом, в котором присутствуют и другие свойства данных. Следствия
причин проявляются в других информационных пространствах. Задача выявления причинно-следст-
венных связей исследуется в присутствии других случайных данных, не относящихся к зависимости,
порождаемой причинно-следственной связью. Рассматривается модель детерминированной причин-
но-следственной связи при наличии значительного числа случайно возникающих свойств, которые не
связаны с причинно-следственным влиянием одних свойств на другие.

Ключевые слова: искусственный интеллект; компьютерный анализ данных; причинно-следственные
связи; покрытие причин
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1 Введение

Центральным компонентом прикладных сис-
тем ИИ и решений выступает их процедурный
«инструментарий» — проблемно-ориентированные
математические модели, методы и алгоритмы, спо-
собные отразить как общие принципы интеллек-
туального анализа данных, так и специфику кон-
кретных областей приложения. В свою очередь,
среди такого рода «инструментов» анализа данных
и поддержки принятия решений особое место отво-
дится средствам восстановления причинно-следст-
венных связей, неявным образом представленных
в обрабатываемых эмпирических данных.

Например, в системах обеспечения кибер-
безопасности именно причинно-следственные за-
висимости, изначально скрытые в анализируемых
данных, позволяют строить результативные мате-
матические модели и методы фильтрации Big Data
на предмет идентификации в них аномальных (на-
пример, вредоносных) фрагментов «малого» разме-
ра [1].

Дополнительные возможности для принятия
выводов и рекомендаций, формируемых система-
ми ИИ, дает формирование содержательных, ис-

пользующих термины и понятия анализируемой
предметной области интерпретаций и объяснений.
Обычно объяснение — это ответ на вопрос ПО-
ЧЕМУ? Именно по этой причине ключевая роль
в работе прикладных систем ИИ отводится ис-
пользованию причинно-следственных связей, из-
начально скрытых в анализируемых данных, од-
нако восстанавливаемых из них соответствующей
системой ИИ.

Итак, задачи поиска причинно-следственных
связей имеют большое значение в целом ряде зна-
чимых приложений — в медицинской диагности-
ке [2, 3], поиске первопричин сбоев в програм-
мно-технических системах [4], информационной
безопасности [1, 5] и др. При поиске причинно-
следственных связей часто использовались мето-
ды статистики [6–8], однако в основном речь
шла об анализе причинно-следственных связей
в условиях статистически обнаруживаемой неза-
висимости или, наоборот, зависимости случайных
величин.

В данной работе исследуется задача выявления
причинно-следственных связей на фоне других слу-
чайных данных, не относящихся к исследуемой за-
висимости. При этом рассмотрены условия, когда

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, grusho@yandex.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, info@itake.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, m.zabezhailo@yandex.ru
4Банк ВТБ (ПАО), vlad.kulchenkov@gmail.com
5Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, eltimon@yandex.ru
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причина спрятана (покрыта) в объекте наряду с дру-
гими свойствами данных [9].

2 Математическая модель
условий поиска
причинно-следственных связей

Пусть A = {x1, . . . , xn} — это множество на-
блюдаемых свойств данных. Объектом называется
набор свойств из A. Рассмотрим простейший слу-
чай, когда каждый объект содержит s свойств и по-
рождается случайно и независимо с вероятностью

1/

(
n
s

)

.

Исходные данные представляют собой после-
довательность объектов длины M . Случайность
последовательности объектов вводится с помощью
равновероятной полиномиальной схемы из M ис-

пытаний с известными вероятностями 1/

(
n
s

)

. По-

строенную модель будем называть информацион-
ным пространством IS1. Далее информационные
пространства будем отождествлять с последова-
тельностями, которые построены по соответству-
ющим этим пространствам вероятностным схемам.

Вместе с IS1 построим другое информационное
пространство IS2, в котором множество свойств
B = {y1, . . . , yN}, на которых построена полино-
миальная схема длины M с вероятностями исходов
{p(yj)}. Пусть свойство x из A служит причиной
свойства y из B. Это значит, что при наличии свя-
зи IS1 и IS2 (далее предполагаем ее наличие) при
появлении в последовательности объектов IS1 объ-
екта O со свойством x в последовательности IS2
в тот же момент возникает свойство y, и от данного
свойства оставшаяся часть последовательности IS2
сдвигается на 1 вправо. Далее появление свойств
в IS2 соответствует независимой полиномиальной
схеме, определенной выше для IS2, до следующего
появления в IS1 объекта со свойством x.

3 Случай выявления одной
причинно-следственной связи

В условиях построенной модели можно стати-
стически определять причинно-следственные свя-
зи. Предположим, чтоM достаточно велико, чтобы
относительные частоты свойств в полиномиальной
схеме IS2 с достаточной степенью уверенности од-
нозначно идентифицировали различные вероятно-
сти этой схемы.

Пусть свойство xi служит причиной появления
свойства yj . Вероятность того, что в данном объекте
есть xi, равна (

n− 1
s− 1

)

(
n
s

) =
s

n
.

Обозначим частоты свойств, встретившихся
в IS1, через v (что равносильно числу появлений
объектов, содержащих соответствующее свойство),
а частоты свойств в последовательности IS2 через µ.
Если xi служит причиной появления yj, то в IS2 ре-
альная длина последовательности равна

M∗ =M + v(xi),

где v(xi) — число появлений объектов со свой-
ством xi, что также соответствует числу появле-
ний xi в IS1. Тогда частота встречаемости yi будет
равна

µ∗(yj) = v(xi) + µ(yj).

При фиксированных значениях всех параметров
в IS1 и IS2 (кроме условия M → ∞) получим следу-
ющие соотношения для относительных частот:

v(xi)

M
→ s

n
,
µ(yj)

M
→ p(yj) ,

и
µ∗(yj)

M
=
v(xi)

M
+
µ(yj)

M
> p(yj).

Отсюда делаем вывод, что yj — это следствие ка-
кой-то причины из IS1.

Для определения причины xi сделаем преобра-
зование данных IS1, которое назовем операцией
синхронизации. Пусть символ α не используется
в обозначениях объектов и x — произвольное фик-
сированное свойство из A. Тогда в последователь-
ности IS1 после каждого случая появления объекта
со свойством x вставим символ α. Если в после-
довательности IS1 встретились подряд несколько
объектов со свойством x, то после них в последова-
тельность вставляется такое же число символов α.
Построенную последовательность объектов будем
обозначать IS∗

1(x).

Лемма 1. Если xi служит причиной yj, то последова-

тельность IS∗1(xi) синхронизируется с последователь-

ностью IS2 в том смысле, что каждое новое появление

объекта с xi в IS∗1(xi) порождает в тот же момент

появление нового свойства yj с тем же порядковым

номером в последовательности IS∗1. При этом длины

последовательностей IS2 и IS∗1(xi) совпадают так,

что не происходит смещенияxi и порожденных ими yj,

т. е. они находятся на местах с одинаковыми номера-

ми во вновь образованных последовательностях.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В IS2 синхронно с вкрапле-
нием объекта yj происходит смещение остальной
части последовательности вправо на один шаг. Ана-
логичное вкрапление на один шаг вправо в IS1 де-
лается каждый раз с помощью вставки элемента α
сразу после появления объекта со свойством xi. Из
того, что появление объектов и свойств в IS2 про-
исходит одновременно, получаем, что очередное
появление объекта со свойством xi в IS∗

1(xi) совпа-
дает с появлением нового встроенного свойства yj

в IS2 на том же месте (с тем же номером места).
Таким образом, число вставок элемента α совпада-
ет с числом вставок свойства yj, а места появления
объектов со свойством xi синхронно появляются
с вкраплениями yj . Лемма доказана.

Лемма 2. В последовательности IS∗1(xi) свойство xi

встречается только в сочетании сα,а во всех осталь-

ных объектах свойства xi нет.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждое появление объекта со
свойством xi порождает вкрапление yj в последова-
тельность IS2. Отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 3. Необходимым условием того, что свой-

ствоx служит причиной yj, является то, что в IS∗1(x)
всем объектам с x синхронно поставлено в соответ-

ствие yj .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если x служит причиной yj,
то каждая встреча x порождает в IS2 свойство yj,
а вне детерминированного порождения yj свой-
ство x в IS∗

1(x) появляться не может. IS∗
1(x) в слу-

чае, когда x служит причиной yj, синхронизирует
появления x и yj. Поэтому появление x в этой по-
следовательности вне сочетания с yj невозможно.
Лемма доказана.

Используем алгоритм синхронизации для каж-
дого свойства x. Решение о принятии x в качестве
возможной причины для yj принимается (при вы-
полнении необходимого условия леммы 3) по мак-
симальному соответствию относительных частот x
и yj соответствующим вероятностям.

Рассмотрим задачу поиска в объектах истинной
причины следствия yj . Для каждого x из встретив-
шихся в объектах IS1 построим последовательность
объектов из IS∗

1(x). Если предположить, что x слу-
жит причиной yj, то в этой последовательности все
объекты с x появляются тогда, когда свойство x
соответствует yj. Если x не служит причиной yj,
то в этой последовательности IS∗

1(x) будут объек-
ты, содержащие неизвестную причину, и объекты x,
соответствующие случайным появлениям yj в по-
следовательности IS2 (см. необходимое условие).

Для любого x среднее число появлений x рав-
но Ms/n, а в последовательности IS2 по-прежнему

будет v(xi) свойств yj, порожденных реальной при-
чиной, и µ(yj) свойств yj без участия свойства xi.
По теореме Муавра–Лапласа

v(xi) =
Ms

n
+ o

(

lnM
√
M
)

;

µ(yj) =Mp(yj) + o
(

lnM
√
M
)

.

В то же время

v(x) =
Ms

n
+ o

(

lnM
√
M
)

,

и разница с v(xi) априори может быть компенсиро-
вана колебаниями µ(yj).

Отсюда следует, что для любого объекта со свой-
ством x 6= xi необходимо изучить число случайных
появлений объектов, которые случайно получают-
ся в IS∗

1(x) под возникшими свойствами yj. Для
понимания проблемы приведем два примера.

Пример 1. Предположим, что p(yj) = 0. Тогда
в последовательности IS2 следствие yj появляется
только в результате появления в IS1 причины xi.
Тогда для произвольного x 6= xi математическое
ожидание числа объектов на местах появления yj

равно
Ms(s− 1)
n(n− 1) <

Ms

n
.

Доказательство будет приведено далее. Тогда
остальные объекты со свойством x не соответству-
ют yj, что по лемме 3 означает, что x не может быть
причиной yj.

Таким образом, приведенный выше алгоритм
позволяет однозначно выявить причину.

Пример 2. Предположим, что p(yj) = 1. Тогда
в последовательности IS2 свойство yj появляется
на каждом месте последовательности IS2. Отсюда
для произвольного x 6= xi в IS∗

1(x) может случайно
иметь больше объектов с x, чем последовательность
IS∗
1(xi) имеет объектов с xi. В этом случае алгоритм,

основанный на максимизации числа выявленных
вкраплений, порождающих yj, заведомо выберет
ложное решение. Поэтому принятие правильно-
го решения потребует выявления дополнительных
условий.

С этой целью будем вычислять все частоты соче-
таний свойств x 6= xi и xi в появившихся объектах.
Вероятность появления объектов со свойствами x
и xi равна (

n− 2
s− 2

)

(
n
s

) =
s(s− 1)
n(n− 1) .
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Математическое ожидание числа таких объек-
тов —Ms(s−1)/(n(n−1)). Вероятность появления
объекта со свойством xi, но без свойства x равна(
n− 2
s− 1

)

/

(
n
s

)

. Тогда число yj, возникших детер-

минированно, но не соответствующих объектам со

свойством x, равно в среднем M

(
n− 2
s− 1

)

/

(
m
s

)

.

Отметим, что

(
n− 2
s− 1

)

+

(
n− 2
s− 2

)

=

(
n− 1
s− 1

)

.

Отсюда вероятность появления xi равна s/n, что
соответствует полученному раньше выражению.

Вероятность появления объекта со свойством x,

но без свойства xi равна

(
n− 2
s− 1

)

/

(
n
s

)

. Отсюда

следует, что для подтверждения x в качестве при-
чины yj необходимо, чтобы область случайного
появления yj, а это в среднем Mp(yj), смогла по-

крыть в среднемM

(
n− 2
s− 1

)

/

(
n
s

)

объектов со свой-

ством x. Исходя из того что недетерминирован-
ные появления свойств yj не зависят от появления
объектов со свойством x в IS∗

1(x), математическое
ожидание числа «покрытых» yj объектами со свой-
ством x удовлетворяет неравенству

Mp(yj)

(
n− 2
s− 1

)

(
n
s

) <

M

(
n− 2
s− 1

)

(
n
s

) .

При p(yj) < 1 разность математических ожиданий
имеет порядок M , поэтому из теоремы Муавра–
Лапласа следует, что необходимое число «покры-
тий» невозможно с вероятностью, стремящейся к 1.
Отсюда по лемме 3 получаем следующую теорему.

Теорема 1. При M → ∞, p(yj) < 1 с вероятностью,

стремящейся к единице, причина появления yj опреде-

ляется однозначно.

Если в IS2 в схеме серий допустить n →∝ , то
µ(yj)/M → 0 по вероятности. Тогда из соотноше-
ния

µ∗(yj)

M
=
v(xi)

M
+
µ(yj)

M

сразу следует, что yj — это следствие некоторой
причины из IS1. Приведенный выше пример 1 так-
же позволяет в этом случае выделить xi как причи-
ну yj.

4 Случай выявления нескольких
причинно-следственных связей
в разных информационных
пространствах

Предположим, что условия построения случай-
ных последовательностей IS1, IS2, . . . , ISk+1, k ≤ n,
таковы, что существуют k свойств, которые слу-
жат причинами в IS1, и порождающих одиноч-
ные следствия в соответствующих пространствах
IS2, . . . , ISk+1.

Для простоты рассмотрим случай двух причин
и их следствий в IS2 и в IS3, где IS3 основано
на свойствах C = {z1, . . . , zS} и определяется по-
линомиальной схемой длины M и вероятностями
{p(zi)}. Пусть для простоты объект со свойством x1
порождает следствие y1 в IS2, а объект со свой-
ством x2 порождает следствие z1 в IS3. В условиях
построения причинно-следственных связей в ис-
ходной модели необходимо решить задачу нахож-
дения всех причин и следствий.

Предположим, чтоM достаточно велико, чтобы
относительные частоты свойств в полиномиальных
схемах IS2 и IS3 с достаточной степенью уверен-
ности однозначно идентифицировали различные
неравные вероятности каждой схемы.

Если в IS1 присутствуют только две причины,
то реальная длина последовательности IS2 увели-
чилась и стала равной

M∗
1 =M + v(x1).

В IS3 реальная длина последовательности также
увеличилась и стала равной

M∗
2 =M + v(x2).

При этом

µ∗(y1) = v(x1) + µ(y1); η
∗(z1) = v(x2) + η(z1).

Отсюда следует, что y1 и z1 стали следствиями ка-
ких-то причин из IS1. Осталось определить причи-
ны этих следствий.

Лемма 4. Алгоритмы теоремы 1 поиска причин y1 и z1
в пространстве IS1 функционируют независимо и не

влияют на последовательность их выполнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пространства IS∗
1(x) для IS2

и для IS3 могут быть использованы независимо, так
как они будут соотноситься с разными независи-
мыми последовательностями в IS2 и в IS3. Ана-
логично отсев по необходимому условию леммы 3
также основан на независимо построенных после-
довательностях IS2 и IS3. Лемма доказана.
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Суммируем результаты в следующей теореме.

Теорема 2. Пусть для произвольного k ≤ n определены

информационные пространства IS1, IS2, . . . , ISk+1,

где IS1 содержит последовательность длины M рав-

новероятных объектов, а IS2, . . . , ISk+1 — последо-

вательности полиномиальных испытаний длины M
с разными вероятностными схемами, в которых все

вероятности больше 0. Если все пространства свя-

заны с IS1 так, что находящиеся в IS1 k выделен-

ных свойств служат причинами появления в соот-

ветствующих пространствах уникальных следствий

(каждое следствие может появляться случайно или

под воздействием причины из IS1), то все причинно-

следственные связи однозначно определяются с веро-

ятностью, стремящейся к единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 4 поиск каждой па-
ры причина–следствие может осуществляться не-
зависимо друг от друга в любом порядке. При
этом сначала на каждом IS2, . . . , ISk+1 определя-
ются свойства, ставшие следствиями неизвестных
причин свойств из IS1, а затем с помощью постро-
енного алгоритма выявляются свойства причины
найденных следствий. Теорема доказана.

5 Заключение

В работе исследована возможность выявления
причинно-следственных связей в случаях, когда
причина находится в неразделимом объекте, до-
ступном наблюдению. Следствия причин проявля-
ются в других информационных пространствах.
Шум, препятствующий простому решению задачи,
состоит из свойств данных, окружающих причины
и следствия, не относящихся к причинно-следст-
венным связям. Такие условия моделируют ситу-
ации, когда в рассматриваемых данных возможна
декомпозиция и выделение фрагментов причинно-
следственных связей, представляющих интерес для
исследователя.

Методика частично апробирована в решении
задач поиска «следов» определенных типов инсай-
деров в больших данных мониторинга безопасности
одного из российских банков.
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IDENTIFICATION OF CAUSE-AND-EFFECT RELATIONSHIPS

WHEN COVERING CAUSES
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Abstract: The tasks of identification of cause-and-effect relationships are of great importance in medical diagnostics,
finding the root causes of failures in software and hardware systems, and information security. The explainability
of the formed conclusions obtained as a result of complex calculations using artificial intelligence methods is most
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often realized using causal relationships. The paper investigated the possibility of identification of cause-and-effect
relationships in cases where the cause is in an inseparable object available for observation. In such cases, it is said
that the ”cause” property is covered by an object in which other data properties are present. Effects of causes
appear in other information spaces. The cause-and-effect identification problem is investigated in the presence
of other random data not related to the relationship generated by the cause-and-effect relationship. The model
of deterministic cause-and-effect relationship is considered in the presence of a significant number of randomly
occurring properties that are not related to the causal effect of some properties on others.
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ПРИМЕНЕНИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ИЗОБРАЖЕНИЯ

С ПОМОЩЬЮ ДИСКРЕТНОГО ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ АРХИТЕКТУРЫ ШУМОПОДАВЛЯЮЩЕЙ

НЕЙРОННОЙ СЕТИ

А. С. Коваленко1

Аннотация: Подавление шума на цифровых изображениях — одна из самых распространенных задач
в области обработки изображений. На данный момент широкое применение имеют подходы подавления
шума, основанные на применении сверточных нейронных сетей (CNN, convolutional neural network). При
этом, как правило, обучение модели строится на минимизации функции ошибки между результатом
работы сети и ожидаемым эталонным изображением и дополнительно не используются различные
представления двумерного сигнала изображения и их свойства для оптимизации обучения архитектур
шумоподавляющих сетей. Предложен подход к обучению нейронных сетей подавлять шум. Описанный
подход основан на применении N-кратного быстрого вейвлет-преобразования Хаара (БВПХ). Такое
представление дискретного сигнала изображения позволяет отказаться от классической архитектуры
автоэнкодера и использовать только его часть, кодирующую сигнал, что приводит к значительному
сокращению параметров модели и ускоряет работу сети.

Ключевые слова: нейронные сети; глубокое обучение; шумоподавление изображений; методы обработки
изображений

DOI: 10.14357/19922264240209 EDN: UEQSXP

1 Введение

Наилучшие результаты решения задачи подав-
ления шума на цифровых изображениях демон-
стрируют подходы, основанные на применении
глубоких сверточных нейронных сетей. Как прави-
ло, данные сети имеют архитектуры, схожие с мо-
делью U-Net [1], где сеть представлена в виде авто-
кодировщика со сквозной передачей сигнала между
слоями кодировщика входного сигнала и его деко-
дера. Общая схема модели U-Net изображена на
рис. 1. Авторы работы [2] рассматривают различ-
ные модификации архитектуры U-Net для пода-
вления шума на входном изображении и подходы
к обучению таких моделей.

Изображение, передаваемое в нейронную сеть,
можно рассматривать как сумму значений элемен-
тов матрицы чистого изображения I с матрицей,
содержащей шум, получаемый из некоторого рас-
пределенияP , и может быть записано выражением:

“I = I + α, α ∼ P .

Поскольку погрешность приема оптического
сигнала зависит от физических свойств КМОП-
сенсора (КМОП — комплементарная структура
металл–оксид–полупроводник), то для каждой мо-
дели существует некоторое уникальное распреде-

ление P , генерирующее шумовую составляющую
сигнала. Также на уровень шума будут иметь зна-
чительное влияние настройки камеры и условия
съемки [3], при увеличении уровня светочувстви-
тельности сенсора будет возрастать и отношение
шума к чистому сигналу.

Задача обучения нейронной сети f заключается
в поиске оптимального набора весов слоев сети w,
при котором будет достигнут минимум аппрокси-
мированного эмпирического риска:

“Q(w,X l) =

l∑

i=1

L(Ii, f(“Ii, w))→ min
w

.

В качестве функции ошибки для обучения мо-
дели могут быть выбраны меры схожести изобра-
жений L1 и L2, функция показателя индекса струк-
турного сходства (SSIM, structure simularity) [4] или
комбинация нескольких мер сходства изображе-
ний, как предлагаемая авторами работы [5] функ-
ция ошибки MIX, которая представляет собой взве-
шенную сумму нормыL1 и многомасштабной SSIM
(MS-SSIM, multiscale SSIM).

Для повышения качества работы U-Net-подоб-
ных моделей в их архитектуру интегрируют слои
межканального и пространственного внимания [6].
Эти дополнительные слои позволяют модели из-
влекать не только локальные признаки изображе-

1Южный федеральный университет, Институт математики, механики и компьютерных наук им. И. И. Воровича, akov@sfedu.ru
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Применение разложения изображения с помощью дискретного вейвлет-преобразования для построения архитектуры

Рис. 1 Общая схема архитектуры U-Net: 1 — понижение разрешения в 2 раза; 2 — повышение разрешения в 2 раза;
3 — конкатенация матриц по каналам; 4 — передача выходных значений блока

ния, но и работать с глобальными особенностями
изображения [7]. Также для улучшения шумопо-
давляющих свойств обучаемой модели могут ис-
пользоваться различные преобразования значений
скрытого пространства слоев сети. Авторы архитек-
туры Multilevel Wavelet-CNN (MWCNN) [8] исполь-
зуют дискретное вейвлет-преобразование Хаара для
разложения сигнала, передаваемое между слоями
модели. Это позволяет улучшить качество восста-
новления высокочастотной компоненты входного
изображения и минимизировать эффект размытия
обработанного сетью изображения.

Авторы работы [9] используют вейвлет-преобра-
зования в комбинации с методом объединения
признаков, извлеченных разными блоками модели
для сохранения информации в восстанавливаемом
изображении о текстурах и границах объектов. По-
вышение разрешения карт признаков путем приме-
нения вейвлет-преобразований также используют
авторы работы [10]. Подход, схожий с применением
вейвлет-преобразования для обработки признаков
входного сигнала, применяется в работе [11].

Перечисленные выше подходы используют
вейвлет-преобразования для улучшения извлече-
ния скрытыми слоями сети более устойчивых при-
знаков из изображения, но не используются в по-
строении функции ошибки. Если рассматривать
задачу повышения разрешения изображения, то
существуют работы, где функция ошибки при
обучении модели основывается на применении
преобразовании Хаара. Так, в работе [12] сеть
изучает матрицы коэффициентов, полученные пре-
образованием Хаара, которые необходимо доба-

вить к вейвлет-матрицам входного изображения
для уточнения его границ. Данный подход уже
использует обратное вейвлет-преобразование для
получения итогового изображения.

Также существуют подходы, использующие спе-
циальные функции ошибок, которые учитывают
значения скрытых пространств слоев нейронной
сети. Для решения задачи удаления фона на изобра-
жении авторы работы [13] разработали собственную
U-Net-подобную архитектуру — IS-Net, а также
функцию ошибки для ее обучения, которая требует
от глубоких слоев модели строить результирующую
матрицу маски главного объекта в разных масшта-
бах, далее результаты работы всех слоев объединя-
ются для построения финальной маски объекта.

На основе идей повышения разрешения изоб-
ражения с помощью предсказываемых матриц
высокочастотных коэффициентов [12] и постро-
ения функции ошибки, учитывающей скрытое со-
стояние слоев модели [13], предлагается подход
к обучению архитектур, подобных ResNet [14],
без необходимости добавления обучаемого деко-
дера для преобразования скрытого пространства
модели в изображение.

2 Предлагаемый подход

2.1 Модификация архитектуры
классификации

Классические архитектуры для решения задачи
классификации изображений, как правило, состо-
ят из блоков, содержащих сверточные слои, слои
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нормализации и операций объединения [15]. Опе-
рации объединения максимумов (Max Pooling) вы-
числяют максимальное значение для предсказан-
ных матриц признаков предыдущими сверточными
слоями и используют их для создания матриц при-
знаков с пониженной дискретизацией. Эти опера-
ции используются в архитектуре ResNet [14] и по-
зволяют извлекать наиболее устойчивые признаки
из предыдущих предсказаний при уменьшении их
размера в 2 раза. Последними слоями в архитек-
турах для решения задач классификации служат
полносвязные слои, которые строят распределение
вероятностей классов, содержащихся на входном
изображении. Для построения шумоподавляющей
архитектуры сети, рассматриваемой в данной ра-
боте, слои классификации не используются и уда-
ляются из применяемых моделей классификации.
Удаление последних слоев из модели ResNet де-
лает ее полносверточной архитектурой [16], и она
становится инвариантной к размеру входного изоб-
ражения.

Из выбранной архитектуры для задачи клас-
сификации рассматриваются промежуточные мат-
рицы признаков, полученные после применения
каждого из сверточных блоков. Обозначим набор
данных значений P = {pi}5i=1. К каждой матри-
це признаков pi применим сверточный слой Convi
с размером ядра dim (Ki) = 9 × Ci × 3 × 3 при i ≤
≤ 2 или dim (Ki) = 9 × Ci × 1 × 1 для остальных
уровней блоков, гдеCi — число каналов у выходной
матрицы соответствующего блока модели. Выбор
разного размера ядер сверточных слоев обуслов-
лен различной размерностью матриц признаков.
У матриц с более глубоких уровней размерность
ниже. После применения сверточных слоев к набо-
ру значенийP получается новый наборF = {fi}5i=1,
где fi = Convi(pi). Дополнительно к сверточным
слоям Convi был добавлен механизм канального
и пространственного внимания CBAM (Convolu-
tional Block Attention Module) [6]. Модифицирован-
ную архитектуру с параметрами внутренних слоев
w обозначим �(“I, w).

Схема предлагаемой архитектуры нейронной се-
ти � для предсказания чистого изображения I по
входному изображению с шумом “I изображена на
рис. 2.

2.2 Вейвлет-преобразование Хаара

Вейвлет-преобразование Хаара (ВПХ) позволя-
ет декомпозировать сигнал на две компоненты: ап-
проксимацию сигнала и детализацию сигнала [17].
Для получения следующего уровня разложения
ВПХ применяется к полученному аппроксимаци-
онному сигналу. При условии, что первоначаль-

ный дискретный сигнал представлен массивом их
2n чисел, можно рекурсивно применить дискретное
ВПХ n раз к данному сигналу, получая n-кратное
применение дискретного вейвлет-преобразование
Хаара.

При рассмотрении одномерного сигнала в виде
набора значений F = {fi}N

i=1 коэффициенты Хаара
для аппроксимации ai и детализации di вычисля-
ются по формулам:

ai =
f2i + f2i+1√

2
; di =

f2i − f2i+1√
2

, i ∈
[

1,
N

2

]

.

В случае использования БВПХ формулы для вы-
числения коэффициентов будут иметь следующий
вид:

ai =
f2i + f2i+1

2
; di =

f2i − f2i+1
2

, i ∈
[

1,
N

2

]

.

Данная модификация преобразования является вы-
числительно более быстрым по сравнению с ориги-
нальным.

Обратное БВПХ для получения первоначальных
значений сигнала из коэффициентов БВПХ можно
получить по формуле

fi = a⌊i/2⌋ + (−1)i−1 mod 2d⌊i/2⌋.

Так как в данной работе происходит обработка
цифровых изображений, то необходимо использо-
вать БВПХ для дискретного двумерного сигнала.
В случае двумерного сигнала БВПХ сначала при-
меняется к строкам матрицы изображения I. Обо-
значим матрицы получаемых коэффициентов arowi

j

и drowi

j , а далее повторно применим БВПХ к столб-
цам матриц, полученных после первого разло-
жения. В результате данных преобразований
будут получены матрицы коэффициентов A =
= {ai,j}H,W

i=1,j=1, H = {hi,j}H,W
i=1,j=1, V = {vi,j}H,W

i=1,j=1,

D = {di,j}H,W
i=1,j=1. Матрица A содержит инфор-

мацию об аппроксимации двумерного сигнала,
матрицы H, V и D — о горизонтальных, верти-
кальных и диагональных различиях значений соот-
ветственно.

2.3 Применение вейвлет-преобразования
Хаара для обучения сети

При применении n-кратного ВПХ к квадрат-
ному изображению размером N × N матрицы ко-
эффициентов будут иметь размер N/2n × N/2n,
поскольку с каждым применением ВПХ к изоб-
ражению или последующей аппроксимационной
матрице размер будет уменьшаться ровно в 2 раза.
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Рис. 2 Схема предлагаемой архитектуры модели подавления шума на изображении: 1 — матрицы коэффициентов
n-кратного ВПХ; 2 — передача выходных значений блока; 3 — конкатенация матриц по каналам

Применяя ВПХ к многоканальному изображению,
коэффициенты надо рассчитывать для каждого ка-
нала отдельно. Если объединить разложения для
всех каналов изображения, получится матрица раз-
мера 12×N/2×N/2, содержащая в себе конкатена-
цию матрицA, H, V и D, при условии, что исполь-
зуемое изображение I имеет три канала и размер
N × N , где N представляет собой некоторую сте-
пень 2, причем эта степень q ≥ 5.

Во время обучения модель учится предсказывать
изображение без шума I по входной матрице изоб-
ражения “I. Для сокращения параметров сети пред-

лагается учить слои сети предсказывать матрицы fi,
равные объединениям матриц коэффициентов де-
талей (Hi, V i, Di) i-кратного БВПХ, примененно-
го к I. Данная оптимизация позволяет отказаться
от построения слоев декодировки результирующего
изображения из скрытого состояния сети.

Для построения итогового изображения по вы-
сокочастотным коэффициентам необходимо при-
менять обратное БВПХ к соответствующим матри-
цам коэффициентов. Обозначив прямое БВПХ
как DWT, а обратное — IWT, формулы для расчета
матриц коэффициентов можем записать в виде
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Ai, Hi, V i, Di = DWT
(
Ai−1

)
, A0 = I ,

Ai = IWT
(
Ai−1, Hi−1, V i−1, Di−1

)
.

Таким образом, нейронная сеть � будет учить-
ся предсказывать наборы коэффициентов БВПХ
{Hi, V i, Di}5i=1, но для восстановления изображе-
ния I необходима аппроксимация изображения
5-кратного применения ВПХ — A5, поскольку она
необходима для вычисления A4. Для получения
A5 предлагается применить 5-кратное БВПХ ко
входному изображению с шумом “I и использовать
его коэффициенты приближения изображения “A5.
Матрица “A5 будет близка к матрице приближе-
ния чистого изображения A5, поскольку с каждым
применением БВПХ уровень шума в каждом после-
дующем приближении “Ai снижается [18], при этом
информация о шуме α будет содержаться в матри-
цах “Hi, “V i и “Di [19].

Для сокращения вычислений при расчете мат-
рицы “A5 необходимо применять БВПХ только к ко-
эффициентам приближения { “Aq}4q=1. Так, коэффи-

циенты матрицы “Aq будут вычисляться по формуле:

“Aq
i,j =

“Aq−1
2i,2j +

“Aq−1
2i,2j+1 +

“Aq−1
2i+1,2j +

“Aq−1
2i+1,2j+1

4
,

i, j ∈
[

1,
N

2q

]

.

Если выразить “Aq через значения пикселей
изображения “I, формула примет вид:

“Aq
i,j =

2q
∑

m=1

2q
∑

s=1

“I2qi+m,2qj+s

4q2
, i, j ∈

[

1,
N

2q

]

. (1)

Выражение (1) совпадает с формулой вычисле-
ния пикселя при масштабировании изображения
с коэффициентом 1/2q с помощью метода передис-
кретизации с использованием отношения площади
пикселя. Данный метод интерполяции изображе-
ния называется Area в терминологии библиотеки
обработки изображений OpenCV [20]. Матрицу “A5

можно напрямую вычислить, применяя данный ме-
тод интерполяции к изображению “I.

2.4 Сравнение с существующими
подходами к внедрению
вейвлет-преобразований
в архитектуры шумоподавляющих
моделей

Архитектура MWCNN, разработанная автора-
ми работы [8], основана на применении вейвлет-
преобразований для понижения размерности карт

признаков при увеличении числа каналов. Это по-
зволило отказаться от операций пулинга (Pooling)
при проектировании модели. Модель построена
на последовательном применении ВПХ и свер-
точных слоев к коэффициентам ВПХ. В качестве
операций обратного пулинга или повышения раз-
мерности карт признаков авторами применяется
обратное ВПХ. Также в модели применяется сквоз-
ная передача признаков из кодирующей части мо-
дели в декодирующую, что делает ее схожей в общем
виде с классической архитектурой U-Net.

Авторы работы [10] применяют вейвлет-пре-
образования для выделения высокочастотной про-
странственной информации сигнала. К выде-
ленной высокочастотной компоненте применяется
блок сверточных слоев для улучшения высокочас-
тотных признаков сигнала.

На основе идеи разложения сигнала на компо-
ненты с помощью вейвлет-преобразований осно-
ван подход, описанный в работе [11]. Авторы
применяют преобразование с обучаемым ядром,
которое позволяет в процессе обучения модели
эффективно разделять сигнал на две компоненты.
Данные преобразования по аналогии с работой [10]
применяются вместе со сверточными слоями для
извлечения признаков из сигнала.

В отличие от подходов [8, 10, 11] предлага-
емая архитектура не использует ВПХ для раз-
ложения сигнала изображения на компоненты
с целью последующей обработки сверточными сло-
ями. Обратное ВПХ используется для повышения
разрешения изображения по предсказанным ко-
эффициентам ВПХ аналогично подходу [12]. Но
используется не однократное ВПХ, а 5-кратное,
что позволяет преобразовать изображение размера
32× 32 в 256× 256. Таким образом, по входному за-
шумленному изображению модель предсказывает
коэффициенты для каждого уровня ВПХ, позво-
ляя по ним восстанавливать изображение исходно-
го размера без шума. Использование описанного
способа получения результирующего изображения
заменяет применение декодирующей части U-Net
подобных архитектур [8, 10].

3 Эксперименты по обучению
моделей

3.1 Обучающий набор данных

Обучающая выборка состояла из объединения
нескольких наборов данных. Для обучения на изоб-
ражениях с шумом, полученных с реальных сенсо-
ров камер, использовался открытый набор данных
Smartphone Image Denoising Dataset (SIDD) [21].
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Набор SIDD предоставляет реальные зашумлен-
ные изображения и соответствующие им чистые
изображения. Обучающая часть набора содержит
320 изображений высокого разрешения, а прове-
рочная часть содержит 1280 пар изображений, име-
ющих размер 256× 256 точек. Съемка проводилась
авторами на 5 мобильных устройств с КМОП-сен-
сорами.

Также для обучения использовались изобра-
жения из наборов Set5, Set14, Sun-Hays 80 [22]
и DIV2K [23]. Данные наборы содержат изображе-
ния в двух масштабах и, как правило, используются
для обучения моделей, повышающих разрешение
изображения. Так как изображения в наборах не
содержат шума [22], они могут использоваться в за-
даче обучения шумоподавляющих моделей. Авторы
работ [8,10] используют перечисленные наборы для
обучения моделей подавлять шум на изображениях.
Для получения изображений с шумом авторы до-
бавляют к матрицам дополнительный гауссовский
шум. Таким образом получаются пары изображе-
ний для обучения шумоподавляющих нейронных
сетей.

В проводимых экспериментах к чистым изоб-
ражениям из наборов [22, 23] попиксельно добав-
лялся дополнительный гауссовский шум с фикси-
рованным параметром математического ожидания,
равным нулю, и изменяемым значением средне-
квадратичного отклонения σ. При каждой загруз-
ке изображения параметр σ выбирался случайным
образом из равномерного распределения R(σ|a, b)
с диапазоном a = 0, b = 90. Шум для каждого
пикселя изображения семплировался независимо
от остальных пикселей. Получение изображения
с шумом приводится в формуле:

“Ii,j = Ii,j + αi,j , αi,j ∼ N (0, σ|R(0, 90)),
i ∈ [1, H ], j ∈ [1,W ].

Для тестирования работы обученных моделей
использовалась валидационная часть набора дан-
ных SIDD, а также набор BSD68 [24] с заранее
наложенным шумом для корректного сравнения
с результатами работ [8, 10, 11]. Дополнительно мо-
дель тестировалась на изображениях из набора The
Darmstadt Noise Dataset (DND) [25].

3.2 Исследуемые архитектуры

Предлагаемая архитектура, использующая
предсказания коэффициентов матриц ВПХ, в при-
веденных исследованиях обозначается как Wavelets
Prediction Network (WPNet), а указанная в скобках
архитектура используется в качестве базовой мо-
дели.

Для сравнения результатов дополнительно стро-
ился декодер, использующийся в классической ар-
хитектуре U-Net [1]. В оригинальной реализации
декодера использовались два варианта слоев для по-
вышения разрешения: слои деконволюции и опе-
рации билинейной интерполяции с последующим
применением сверточных слоев. В эксперимен-
тах обучались оба варианта декодеров. В качестве
кодировщика для модели U-Net была выбрана ар-
хитектура ResNet10.

Для обучения моделей U-Net использовалась
функция ошибки LMIX [5].

3.3 Параметры обучения

Архитектура модели и код обучения реализова-
ны на фреймворке глубокого обучения PyTorch [26].
Реализации архитектур моделей классификации
для интеграции в предлагаемый подход использо-
вались из библиотеки timm [27].

Модели обучались на случайных срезах из изоб-
ражений размером 256 × 256 пикселей. Вырезан-
ные части изображений конвертировались в цве-
товое пространство YCrCb, где наибольший вклад
в детализацию изображения вкладывает компонен-
та изображения Y, по которой происходит оценка
качества работы моделей в работе [28]. Для обуче-
ния параметров модели w применялся метод стоха-
стической оптимизации с адаптивным параметром
скорости обучения AdaSmooth [29]. Начальное зна-
чение параметра скорости обучения задавалось рав-
ным 0,001. В качестве функции ошибки использо-
валась LMIX [5].

Модель запускалась на входном изображении
и на преобразованных изображениях. В качестве
преобразований использовались повороты на 90◦,
180◦ и 270◦, а также отражения изображения по
вертикали и горизонтали. После применения мо-
дели к этим изображениям использовались соот-
ветствующие обратные преобразования. Итоговое
изображение получалось после усреднения резуль-
татов работы модели на преобразованных матрицах.

Для валидации использовалась метрика пиково-
го отношения сигнала к шуму PSNR (peak signal-to-
noise ratio). Обучение модели останавливалось при
выходе графика результата валидационной метрики
на плато.

Эксперименты проводились на вычислитель-
ной машине с графическим ускорителем Nvidia
RTX 4090, процессором Intel i9-10920X и объемом
оперативной памяти 64 ГБ. При размере входных
изображений 256×256 в процессе обучения исполь-
зовались пакеты размером 128 (batch size).
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4 Результаты

Предлагаемая архитектура, использующая
предсказания коэффициентов матриц ВПХ, в при-
веденных результатах обозначается как WPNet,
а указанная в скобках архитектура используется
в качестве базовой модели.

Для сравнения результатов использовались мет-
рики пикового отношения сигнала к шуму (PSNR)
и структурного сходства изображений (SSIM).

Оценка качества подавления шума оценивалась
как на реальных изображениях из валидационной
части набора SIDD [21], содержащих шум, так и на
изображениях из набора BSD68 [24] с добавочным
гауссовским шумом.

При оценке отклонения предсказываемых мо-
делью коэффициентов ВПХ от эталонных значений
использовалась метрика SmoothL1 [30]. Для оценки
строились средние значения и среднеквадратичные
отклонения по множеству всех рассматриваемых
изображений из набора. Данные, построенные
на валидационной части набора SIDD приведены
в табл. 1, все значения умножены на 104. В табл. 1
не приведены коэффициенты аппроксимации A,

Таблица 1 Сравнение отклонения коэффициентов
БВПХ модели WPNet

Коэффициенты Уровень модели
БВПХ 1 2 3 4 5

H E 2,105 1,132 0,589 0,176 0,0424
STD 2,175 1,395 0,583 0,175 0,0426

V E 2,108 1,393 0,586 0,174 0,0417
STD 2,177 1,394 0,580 0,172 0,0421

D E 1,131 0,939 0,474 0,165 0,0446
STD 1,183 0,955 0,471 0,164 0,0446

поскольку они строятся по входному изображению
в соответствии с формулой (1). Коэффициенты на
первых уровнях модели имеют большее отклоне-
ние, чем выходы более глубоких слоев, поскольку
результат более глубоких уровней модели получен
применением большего числа слоев. Но в предлага-
емой архитектуре результат напрямую строится из
всех уровней коэффициентов ВПХ. И коэффици-
енты первых применений ВПХ меньше влияют на
предсказываемое изображение, чем коэффициенты
дальнейших применений ВПХ.

Пример предсказанных матриц с коэффициен-
тами n-кратного БВПХ приведен на рис. 3.

Рис. 3 Пример предсказанных моделью коэффициентов 4-кратного БВПХ
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Таблица 2 Сравнение качества и размера предлагаемой архитектуры с другими моделями на
наборе данных BSD68

Название модели
σ = 15 σ = 25 σ = 50

Число
параметров

PSNR SSIM PSNR SSIM PSNR SSIM модели ×106

BM3D [31] 31,08 0,872 28,57 0,802 25,62 0,687 —
DnCNN [32] 31,73 0,891 29,23 0,828 26,23 0,719 0,56
MWCNN [8] 31,86 0,895 29,41 0,836 26,53 0,737 24,92
MWDCNN [10] 31,77 — 29,28 — 26,29 — 5,24
WINNet [11] 31,7 — 29,24 — 26,31 — 0,17
U-Net(ResNet10) 31,26 0,898 30,29 0,872 29,06 0,83 6,47
U-Net(ResNet10) + Bilinear 32,16 0,906 30,79 0,874 29,3 0,827 7,28
WPNet(MobileNetV2) 31,65 0,894 30,2 0,861 28,6 0,81 1,83
WPNet(ResNet10) 31,5 0,901 30,33 0,87 28,87 0,824 4,99

Таблица 3 Сравнение качества и размера предлагаемой архитектуры с другими
моделями на валидационном наборе SIDD

Название модели
SIDD DND

Число
параметров

PSNR SSIM PSNR SSIM модели ×106

BM3D [31] 25,65 0,685 34,51 0,851 —
DnCNN [32] 35,13 0,896 37,03 0,932 0,56
U-Former [28] 39,89 0,96 39,98 0,955 26,87
U-Net(ResNet10) 37,65 0,897 37,62 0,947 6,47
U-Net(ResNet10) + Bilinear 37,79 0,891 38,03 0,946 7,28
WPNet(MobileNetV2) 36,77 0,913 36,14 0,937 1,83
WPNet(ResNet10) 37,28 0,927 36,6 0,944 4,99

На наборе BSD68 с добавочным шумом предла-
гаемая модель сравнивалась с результатами широко
распространенных работ BM3D [31], DnCNN [32],
а также с подходами, использующими вейвлет-пре-
образования [8, 10, 11]. Результаты сравнения на
изображениях с разным параметром σ добавочного
шума приведены в табл. 2, где шум генерировался
из нормального распределения N (0, σ). Для под-
хода BM3D не указывается число параметров, по-
скольку он не основан на использовании обучаемых
нейронных сетей.

Для сравнения на наборе SIDD использовались
подходы [31, 32] и современная архитектура, осно-
ванная на механизме самовнимания U- Former [28].
Авторы работ [8,10,11] не проводили исследований
по обучению и тестированию моделей на наборе
SIDD. Результаты сравнения качества подавления
шума на изображениях из набора SIDD приведены
в табл. 3.

Также оценивалась производительность предла-
гаемой архитектуры в сравнении с другими архи-
тектурами, использующими ВПХ, и с U-Net вари-
антами модели. Замеры времени работы моделей
производились на процессоре Intel i9-10920X. Каж-
дая модель запускалась 100 раз на изображении раз-

Таблица 4 Сравнение скорости рабо-
ты предлагаемой архитектуры с другими
моделями

Название модели Время, мс
MWCNN [8] 109
MWDCNN [10] 292
WINNet [11] 2297
U-Net (ResNet10) 72
WPNet (ResNet10) 56

мером 256×256, и время запусков усреднялось. Для
запуска тестов использовалась версия 2.2.1 фрейм-
ворка PyTorch и операционная система Ubuntu
22.04. Результаты сравнения приведены в табл. 4.
По результатам сравнения предлагаемая архитекту-
ра показала меньшее время работы, чем аналогич-
ная U-Net-подобная архитектура, и превзошла по
скорости работы модели [8, 10, 11].

Полученные модели достигают схожего каче-
ства в сравнении с современными архитектурами
при меньшем числе параметров. При сравне-
нии с архитектурами, использующими вейвлет-
преобразования [8, 10, 11], удалось добиться луч-
шего качества подавления добавочного шума. Если
рассматривать предлагаемый подход к декодиро-
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ванию предсказанных признаков в изображение,
достигается качество, схожее с использованием де-
кодирующей части архитектуры U-Net.

5 Заключение

Реализованный подход позволяет строить архи-
тектуру шумоподавляющей сети из модифициро-
ванной модели для задачи классификации. При та-
ком построении нет необходимости использовать
слои для декодирования скрытого пространства,
построенного кодировщиком входного изображе-
ния, что позволяет сократить число параметров мо-
дели. Обученные модели демонстрируют высокую
скорость обработки изображений при достижении
качества подавления шума, сопоставимого с совре-
менными подходами.

Программный код с реализацией подхода и за-
пуска обучения предлагаемой модели содержится
в GitHub-репозитории по следующей URL-ссылке:
https://github.com/AlexeySrus/WPNet.
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Abstract: Reducing noise in digital images is one of the most common tasks in image processing. At the moment,
noise reduction approaches based on the applying of convolutional neural networks are widely used. In this case,
as a rule, model training is based on minimizing the error function between the result of the network operation and
the expected reference image and, additionally, various representations of the two-dimensional image signal and
their properties are not used to optimize the training of noise reduction network architectures. The paper proposes
an approach to training neural networks to suppress noise. The described approach is based on the usage of the
N-fold fast Haar wavelet transform. This representation of a discrete image signal allows one to discard the classical
architecture of the autoencoder and to use only its part that encodes the signal which leads to a significant reduction
in model parameters and speeds up the network.

Keywords: neural networks; deep learning; image denoising; image processing

DOI: 10.14357/19922264240209 EDN: UEQSXP

References
1. Ronneberger, O., P. Fischer, and T. Brox. 2015. U-Net:

Convolutional networks for biomedical image segmen-
tation. Medical Image Computing and Computer-Assisted

Intervention Proceedings. Cham: Springer International
Publishing. 234–241.

2. Komatsu, R., and T. Gonsalves. 2020. Comparing U-Net
based models for denoising color images. AI 1(4):465–
486. doi: 10.3390/ai1040029.

3. Hasinoff, S. W. 2014. Saturation (imaging). Computer vi-

sion: A reference guide. Boston, MA: Springer. 699–701.
doi: 10.1007/978-0-387-31439-6 483.

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2024 volume 18 issue 2 69



A. S. Kovalenko

4. Wang, Z., A. Bovic, H. Sheikh, and E. Simoncelli. 2004.
Image quality assessment: From error visibility to struc-
tural similarity. IEEE T. Image Process. 13(4):600–612.
doi: 10.1109/TIP.2003.819861.

5. Zhao, H., O. Gallo, I. Frosio, and J. Kautz 2017.
Loss functions for image restoration with neural net-
works. IEEE Trans. Computational Imaging 3(1):47–57.
doi: 10.1109/TCI.2016.2644865.

6. Woo, S., P. Jongchan, L. Joon-Young, and K. In-So. 2018.
CBAM: Convolutional block attention module. 17 p.
Available at: https://arxiv.org/abs/1807.06521 (accessed
April 28, 2024).

7. Jiang, J., H. Xiangming, Y. Zhao, X. Xu, and Y. Cui. 2023.
SDAUNet: A simple dual attention mechanism UNet for
mixed noise removal. IET Image Process. 17(13):3884–
3896. doi: 10.1049/IPR2.12905.

8. Liu, P., H. Zhang, K. Zhang, L. Lin, and W. Zuo.
2018. Multi-level wavelet-CNN for image restoration.
IEEE/CVF Conference on Computer Vision and Pattern

Recognition Workshops Proceedings. Los Alamitos, CA:
IEEE Computer Society. 886–895. doi: 10.1109/CVPRW.
2018.00121.

9. Batziou, E., K. Ioannidis, I. Patras, S. Vrochidis, and
I. Kompatsiaris. 2023. Low-light image enhancement
based on U-Net and Haar wavelet pooling. MultiMedia

modeling. Cham: Springer Nature Switzerland. 510–522.

10. Tian, C., M. Zheng, W. Zuo, B. Zhang, Y. Zhang,
and D. Zhang. 2023. Multi-stage image denoising with
the wavelet transform. Pattern Recogn. 134:109050. doi:
10.1016/j.patcog.2022.109050.

11. Huang, J.-J., and P. L. Dragotti. 2021. WINNet: Wavelet-
inspired invertible network for image denoising. IEEE T.

Image Process. 31:4377–4392.

12. Guo, T., H. Mousavi, T. Vu, and V. Monga. 2017. Deep
wavelet prediction for image super-resolution. Conference

on Computer Vision and Pattern Recognition Workshops

Proceedings. Los Alamitos, CA: IEEE Computer Society.
1100–1109. doi: 10.1109/CVPRW.2017.148.

13. Qin, X., H. Dai, X. Hu, D.-P. Fan, L. Shao, and G. Van.
2022. Highly accurate dichotomous image segmentation.
Computer vision. Cham: Springer Nature Switzerland.
38–56.

14. He, K., H. Zhang, S. Ren, and J. Sun. 2016. Deep residu-
al learning for image recognition. Conference on Computer

Vision and Pattern Recognition Proceedings. Los Alamitos,
CA. 770–778.

15. Scherer, D., A. Muller, and S. Behnke. 2010. Evalua-
tion of pooling operations in convolutional architectures
for object recognition. Artificial neural networks. Berlin,
Heidelberg: Springer. 92–101. doi: 10.1007/978-3-642-
15825-4 10.

16. Makarenko, A. V. 2020. Glubokie neyronnye seti: zarozh-
denie, stanovlenie, sovremennoe sostoyanie [Deep neu-
ral networks: Origins, development, and current status].
Problemy upravleniya [Control Sciences] 2:3–19. doi:
10.25728/pu.2020.2.1.

17. Buy, T. T. C., and V. G. Spitsyn. 2011. Razlozhenie
tsifrovykh izobrazheniy s pomoshch’yu dvumernogo
diskretnogo veyvlet-preobrazovaniya i bystrogo preobra-
zovaniya Khaara [Digital image decomposition using two-
dimensional discrete wavelet transform and fast Haar
transform]. Izvestiya Tomskogo politekhnicheskogo uni-

versiteta [Bulletin of the Tomsk Polytechnic University]
318(5):73–76.

18. Pavlov, A. N. 2008. Detektirovanie informatsionnykh sig-
nalov na osnove rekonstruktsii dinamicheskikh sistem
i diskretnogo veyvlet-preobrazovaniya [Detection of in-
formation signals based on reconstruction of dynamical
systems and discrete wavelet-transform]. Izvestiya vysshikh

uchebnykh zavedeniy. Prikladnaya nelineynaya dinami-

ka [Bulletin of Higher Educational Institutions. Applied
Nonlinear Dynamics] 16(6):3–17.

19. Pronkin, A. V. 2022. Otsenivanie urovnya shuma v sostave
izobrazheniya s ispol’zovaniem veyvletov Khaara [Noise
level estimation in images using Haar wavelets]. 22nd Con-

ference (International) on Computer Graphics and Computer

Vision Proceedings. Moscow: IPM im. M. V. Keldysha.
32:442–448. doi: 10.20948/graphicon-2022-442-448.

20. Bradski, G. 2000. The OpenCV Library. Dr. Dobbs J.

25(11):120–125.

21. Abdelhamed, A., S. Lin, and M. S. Brown. 2018.
A high-quality denoising dataset for smartphone cam-
eras. IEEE/CVF Conference on Computer Vision and Pat-

tern Recognition Proceedings. Los Alamitos, CA: IEEE
Computer Society. 1692–1700. doi: 10.1109/CVPR.
2018.00182.

22. Huang, J.-B., A. Singh, and N. Ahuja. 2015. Single image
super-resolution from transformed self-exemplars. Con-

ference on Computer Vision and Pattern Recognition Pro-

ceedings. Los Alamitos, CA: IEEE Computer Society.
5197–5206.

23. Agustsson, E., and R. Timofte. 2017. NTIRE 2017 chal-
lenge on single image super-resolution: Dataset and study.
Conference on Computer Vision and Pattern Recognition

Workshops Proceedings. Los Alamitos, CA: IEEE Comput-
er Society. 1110–1121. doi: 10.1109/ CVPRW.2017.149.

24. Martin, D., C. Fowlkes, D. Tal, and J. Malik. 2001.
A database of human segmented natural images and its
application to evaluating segmentation algorithms and
measuring ecological statistics. 8th Conference (Interna-

tional) on Computer Vision Proceedings. Piscataway, NJ:
IEEE Computer Society. 2:416–423. doi: 10.1109/ICCV.
2001.937655.

25. Plotz, T., and S. Roth. 2017. Benchmarking denoising
algorithms with real photographs. 2017. Conference on

Computer Vision and Pattern Recognition Proceedings. Los
Alamitos, CA: IEEE Computer Society. 2750–2759. doi:
10.1109/CVPR.2017.294.

26. Paszke, A., S. Gross, F. Massa, and A. Lerer. 2019. Py-
Torch: An imperative style, high-performance deep learn-
ing library. Adv. Neur. Inf. 32:8024–8035.

70 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2024 volume 18 issue 2



Image decomposition with discrete wavelet transform to design a denoising neural network

27. Wightman, R. 2019. PyTorch image models. Avail-
able at: https://github.com/rwightman/pytorch-image-
models (accessed April 28, 2024).

28. Wang, Z., X. Cun, J. Bao, W. Zhou, J. Liu, and H. Li.
2022. Uformer: A general U-shaped transformer for image
restoration. IEEE/CVF Conference on Computer Vision and

Pattern Recognition Proceedings. Los Alamitos, CA: IEEE
Computer Society. 17683–17693.

29. Lu, J. 2023. AdaSmooth: An adaptive learning rate method
based on effective ratio. Sentiment analysis and deep learn-

ing. Singapore: Springer Nature Singapore. 273–293.

30. Girshick, R. B. 2015. Fast R-CNN. 9 p. Available at:
https://arxiv.org/abs/1504.08083 (accessed April 28,
2024).

31. Dabov, K., A. Foi, V. Katkovnik, and K. Egiazarian. 2007.
Image denoising by sparse 3-D transform-domain collab-
orative filtering. IEEE T. Image Process. 16:2080–2095.

32. Zhang, K., W. Zuo, Y. Chen, D. Meng, and L. Zhang.
2017. Beyond a Gaussian denoiser: Residual learning of
deep CNN for image denoising. IEEE T. Image Process.

26(7):3142–3155. doi: 10.1109/TIP.2017.2662206.

Received December 21, 2023

Contributor
Kovalenko Alexey S. (b. 1996) — assistant, Department of Applied Mathematics and Programming, Institute
of Mathematics, Mechanics, and Computer Science named after I. I. Vorovich, Southern Federal University,
105/42 Bolshaya Sadovaya Str., Rostov-on-Don 344006, Russian Federation; akov@sfedu.ru

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2024 volume 18 issue 2 71



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2024. ô. 18. ÷ÙÐ. 2. ó. 72�81

О ПРИМЕНЕНИИ ГЕНЕРАТИВНЫХ МОДЕЛЕЙ

В СИСТЕМЕ ЭЛЕКТРОННОГО ОБУЧЕНИЯ

МАТЕМАТИЧЕСКИМ ДИСЦИПЛИНАМ∗

А. В. Босов1, А. В. Иванов2

Аннотация: Существующие инструменты динамического формирования индивидуальной траектории
обучения дополнены технологией генерации аттестационных заданий и экзаменационных билетов.
В качестве источника качественных, сбалансированных наборов заданий использован комплект экза-
менационных билетов, специально подготовленный экспертами по вузовскому курсу теории функций
комплексного переменного. Этот значительный обучающий массив качественных аттестационных зада-
ний существенно расширил имеющиеся данные, созданные на предыдущих этапах. Цель выполненного
исследования состояла в создании методов, позволяющих учитывать знания экспертов, заложенные
в имеющемся комплекте заданий. Реализованная модель генерации при обработке образовательного
контента использует в качестве параметров атрибуты, назначенные экспертами задачам: тематику, слож-
ность, формируемые компетенции. Предложены два метода генерации. Первый — вероятностный —
использует только частотные характеристики обучающего комплекта, аппроксимируя распределение
вероятностей. Второй базируется на генеративно-состязательных нейронных сетях. Особое внима-
ние уделено обсуждению трудностей реализации сети, связанных в числе прочего со специфическим
характером генеративной модели.
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1 Введение

Электронные обучающие системы (ЭОС) по-
мимо того, что стали типовым инструментом
образовательного процесса, оказались богатым
источником постановок задач для прикладных
и фундаментальных исследований. Общеизвест-
ный пример — управление тестированием обуча-
емых, оформившееся в самостоятельное направ-
ление (теория тестирования, item response theory,
IRT) [1–6], небольшой вклад в которое внесен и ав-
торами [7, 8]. Практическим результатом методов
IRT становится индивидуальная траектория обуче-
ния, сформированная из подобранных системой
заданий — образовательного контента, адаптиро-
ванного под контингент обучаемых. Не будет ошиб-
кой считать теорию тестирования частью более ши-
рокого направления рекомендательных систем [9,
10], известных приложениями не только в области
электронного обучения. Методы рекомендаций,
в частности самообучающиеся карты, также ис-
следовались в связи с применениями в ЭОС как
авторами [11], так и другими исследователями [12,

13]. Если инструментами IRT, как правило, служат
методы теории вероятностей, то рекомендатель-
ным системам в целом более свойственны методы
машинного обучения.

Индивидуальная траектория, вне зависимости
от того, какой конкретный смысл в нее вклады-
вается и какие инструменты ее формируют, несет
еще и специфическую окраску уникальности, но-
визны. Используя имеющийся образовательный
контент, взаимодействуя со средой, с обучаемы-
ми и преподавателями, система формирует новый
контент, до сих пор не существовавший. Это может
быть очень простой контент, например последо-
вательность тестов очередного зачета, или более
сложный — прогноз результатов обучения груп-
пы из сотни учащихся. Но это контент новый,
а значит, в области электронного обучения есть
место для применения современных инструмен-
тов машинного обучения, генерирующих контент.
Классификаторы, реализующие упомянутый выше
функционал индивидуального обучения как мето-
дики, имеют выраженный дискриминационный ха-
рактер, так как результат классификации определен

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-28-00588, https://rscf.ru/project/22-28-00588/.
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однозначно, никакой вариативности решений не
предусматривается. Действительно, генеративные
методы порождают новый контент «из ничего», без
ограничений, без очевидных повторений. Простые
модели — гауссовские смеси, скрытые марковские
процессы, скрытое распределение Дирихле — и вы-
числительно сложные — ограниченные машины
Больцмана и глубокие сети доверия, а также са-
мые совершенные генеративно-состязательные се-
ти [14] — концептуально направлены не на выбор
из имеющихся альтернатив, а на создание новой,
другой альтернативы. Процесс создания такого
контента имеет характер креативный, что под-
тверждают и приложения, в которых эти модели
применяются. Это искусство, синтез текстов и ре-
чи, дизайн, игры и т. п. Сейчас всему этому уделяет-
ся внимания едва ли не больше, чем традиционным
приложениям нейронных сетей, компьютерному
зрению, обработке текстов, биометрии. Цель дан-
ной статьи — исследовать применимость генератив-
ных моделей в прикладной области электронного
обучения и провести эксперимент с теми данными,
что были сформированы в предыдущих работах [15,
16].

2 Генеративная модель
экзаменационного билета

Формально ставится задача из имеющегося ком-
плекта наборов заданий — задач для самостоятель-
ного решения — сформировать экзаменационный
билет (аттестационное задание). Используется под-

готовленный ранее набор заданий по курсу «Теория
функций комплексного переменного» [15] (ТФКП,
750 задач, 9 тематических разделов, числовая раз-
метка по уровням сложности от 1 до 7 и набор фор-
мируемых компетенций — множество компетенций
пронумеровано числовыми значениями от 1 до 20,
каждое задание имеет набор из нескольких ком-
петенций, всего получается 109 уникальных ком-
бинаций). Нужно сгенерировать билет, состоящий
из 5 задач. Набор задач билета должен быть «сба-
лансированным», а в качестве описания сбалан-
сированности экспертами (авторами пособия [17])
подготовлены 100 образцов билетов.

2.1 Применение языковой модели

На первый взгляд довольно легко получить тре-
буемый результат, воспользовавшись готовыми тех-
нологическими решениями. Например, известной
языковой моделью и генеративной сетью ChatGPT
(https://chat.openai.com). Версия 3.5 общедоступна
и обучена на огромном объеме текстов, содержа-
щем и много математических пособий, в том числе
по ТФКП. Итоги экспериментирования с ChatGPT
по вопросу подготовки экзаменационных билетов
из пяти задач иллюстрирует рис. 1. На этом ри-
сунке показаны два (первый и четвертый) образцы,
подготовленные в диалоге с ChatGPT. Как видно,
первый результат выглядит вполне содержательным
билетом по ТФКП, по крайней мере содержит зада-
чи именно по этой дисциплине, и они достаточно
разнообразны. Можно обсуждать, что билет не

Рис. 1 Билеты, подготовленные сетью ChatGPT 3.5
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слишком сложный, хотя понятие «сложность биле-
та» требует уточнения. Задание усложнить и раз-
нообразить задачи быстро привело к результату —
второму билету на рис. 1. Здесь сразу обращает на
себя внимание то, что это уже билет не по ТФКП.

Таким образом, несмотря на колоссальный объ-
ем обучающей выборки, на грандиозный размер
сети, на тематические «подкрепления» в формиру-
емых запросах, предложить билеты чат-бот не смог.
Возможная проблема здесь состоит том, что в рас-
поряжении сети нет размеченного набора образцов
заданий. Но более глубокой и сложной пробле-
мой оказалось то, что сеть не обучена (и, наверное,
с используемой ею языковой моделью, основан-
ной на частотном анализе, не может быть обучена)
пониманию «сбалансированного билета».

Вместе с тем данная иллюстрация не дает осно-
вания отказаться от самой идеи применять в рас-
сматриваемой задаче генеративные модели. В тех
приложениях, где эти модели дают хороший ре-
зультат, можно увидеть общее свойство — отсут-
ствие четкого критерия оценки результата гене-
рации. Новый текст, новое изображение, новая
мелодия одинаково ценны и новизной, и «сбалан-
сированностью». Объективной оценки результата
не может быть, решающий вклад вносит дискрими-
национный компонент, обученный на «удачных»
примерах. Ровно такая же ситуация, хотя и с гораздо
более скромными объемными характеристиками,
имеет место и в рассматриваемой задаче. Поэтому
генеративные модели, способные обучаться «сба-
лансированности» на подготовленных экспертами

примерах билетов, должны давать гораздо лучший
результат.

2.2 Применение вероятностной модели

К рассматриваемой задаче можно применить
традиционные методы статистического моделиро-
вания типа гауссовской смеси. Непосредственно
гауссовские распределения применить нельзя из-за
дискретного характера реализаций всех имеющих-
ся атрибутов, но аналогичные частотные методы
технологически дадут такое же решение. Для по-
строения вероятностной модели проиллюстриру-
ем имеющиеся образцы «сбалансированных» би-
летов некоторыми статистическими показателями
(см. таблицу).

В таблице указаны: (1) число заданий по теме,
использованных в билетах, и общее число заданий
по теме в имеющемся наборе 750 (в задаче 1 по
теме 2 дополнительно число уникальных, неповто-
ряющихся заданий); (2) сложности, встречающиеся
в билетах, и в скобках — сложности по всем зада-
ниям набора 750 по данной теме; (3) компетенции,
встречающиеся в билетах, и в скобках — все ком-
петенции по теме по всем заданиям набора 750.
Отметим, что все задания, выбранные экспертами
по темам 1, 3–9, встречаются ровно по одному ра-
зу. Повторное использование заданий встречается
только по теме 2 в первой задаче билета.

Показанные характеристики можно уточнять
далее. Так, интерес представляют распределения
заданий в рамках каждой темы по отдельным ком-

Частотные характеристики обучающей выборки билетов

Задача 1 Задача 2 Задача 3 Задача 4 Задача 5
Тема 1 Тема 2 Тема 3 Тема 4 Тема 5 Тема 6 Тема 7 Тема 8 Тема 9

11
(из 56)

89 (74)
(из 99)

100
(из 151)

50
(из 92)

50
(из 72)

16
(из 30)

84
(из 109)

39
(из 39)

61
(из 102)

Сложность по корпусу 100 билетов
1, 2

(2, 9)
2

(89)
2, 3

(28, 72)
2, 3, 4

(4, 35, 11)
4, 5

(6, 44)
3, 4

(4, 12)
5, 6

(78, 6)
4, 5, 6

(1, 19, 19)
5, 6, 7

(2, 33, 26)
Сложность по корпусу 750 заданий

1, 2
(39, 17)

2
(99)

2, 3
(69, 82)

2, 3, 4
(7, 63, 22)

4, 5
(6, 66)

3, 4
(17, 13)

5, 6
(99, 10)

4, 5, 6
(1, 19, 19)

5, 6, 7
(2, 61, 39)

Компетенции по корпусу 100 билетов

1, 2, 3
(3, 3, 9)

1, 2, 3, 4
(23, 3, 63, 86)

1, 3, 4,
5, 6

(52, 4, 36,
79, 32)

7, 8, 9,
10, 14

(27, 26, 4, 20, 2)

11
50

11, 12
(5, 16)

11, 12,
13, 14

(21, 79,
84, 71)

15, 16
(27, 12)

17, 18, 19
(49, 10, 2)

Компетенции по корпусу 750 заданий

1, 2, 3
(13, 23, 40)

1, 2, 3, 4
(28, 3, 63, 96)

1, 3, 4,
5, 6

(71, 8, 42,
114, 52)

7, 8, 9,
10, 14

(45, 46, 7,
40, 4)

11
72

11, 12
(7, 30)

11, 12,
13, 14

(31, 100,
109, 89)

15, 16
(27, 12)

17, 18,
19, 20

(72, 11,
4, 15)
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Рис. 2 Распределение билетов обучающей выборки по
сложности

петенциям: можно сравнивать эти распределения
на всех заданиях, имеющихся в корпусе, и на зада-
ниях, вошедших в билеты. Также интересно общее
распределение билетов по суммарной сложности
задач, которое можно считать сложностью билета
(рис. 2).

Для моделирования билета сначала нужно опре-
делить весь набор определяющих билет атрибутов,
т. е. тематику–сложность–компетенции всех пяти
задач. Для этого строится случайный вектор. Для
каждой i-й задачи билета имеем атрибуты Ti, Di

и Ci, i = 1, 5. Здесь Ti ∈ {tj}9j=1 = {1, . . . , 9} —
одна из имеющихся 9 тематик; Di ∈ {dj}7j=1 =
= {1, . . . , 7} — один из имеющихся 7 уровней слож-
ности; Ci ∈ {cj}109j=1 = {1, . . . , 109} — одна из
имеющихся 109 групп компетенций (данный па-
раметр представлен 20-мерным вектором, каждый
компонент которого, принимая значение 1 или 0,
определяет принадлежность задачи к соответству-
ющей компетенции).

Предполагая все эти атрибуты случайными, по-
лучим модель билета — случайный вектор

E ticket = col (T1, D1, C1, T2, . . . , C5) . (1)

В качестве упрощенной альтернативы можно бу-
дет при необходимости использовать упрощенную
модель без компетенций

E simple ticket = col (T1, D1, T2, . . . , D5) . (2)

Набор возможных значений E ticket обозначим
{ej}Le

j=1, E simple ticket — через {sj}Ls

j=1. Величи-
ны Le и Ls определяются имеющейся обучающей
выборкой, т. е. набором билетов, подготовленных
экспертами. Имеющийся набор даетLe = 81иLs =
= 26. Далее очевидным образом вычисляем частоты
pe

j , j = 1, Le, и ps
j, j = 1, Ls, реализации значений ej

и sj в обучающем наборе билетов. Соответственно,

алгоритм генерации нового билета состоит из трех
шагов.

Шаг 1. Моделирование реализации случайного
вектора, имеющего распределение {(ej, p

e
j)}Le

j=1 или

{(sj , p
s
j)}Ls

j=1.
Шаг 2. Отбор заданий, удовлетворяющих смоде-

лированной реализации. Для этого по значению ej

или sj определяются реализовавшиеся значения Ti,
Di и Ci, затем из имеющегося блока 750 заданий
выбираются множества возможных заданий после-
довательно для i-й задачи билета.

Шаг 3. Случайным образом выбираются зада-
ния для задач билета из определенного на шаге 2
множества возможных заданий.

На шаге 3 используется равновероятное распре-
деление, во-первых, из-за того, что иных основа-
ний вероятностный подход предоставить не может,
во-вторых, затем, чтобы использовать весь корпус
750 заданий и не ограничиваться только примера-
ми, выбранными экспертами.

При такой генерации билетов учитываются ста-
тистические зависимости между тематиками, слож-
ностями, компетенциями, т. е. предполагается, что
эти зависимости — это именно те знания, которые
выразили эксперты в обучающем наборе 100 биле-
тов, и то, что выявлено частотами pe

j, j = 1, Le, и ps
j ,

j = 1, Ls.
Несомненным достоинством здесь выглядят

простота и объяснимость метода. Ключевым не-
достатком — ограниченность интерпретации зна-
ний экспертов в отношении понятия «сбалан-
сированности» только размеченными атрибутами
тематика–сложность–компетенции. На самом де-
ле, даже для неспециалиста в ТФКП при изучении
100 образцов билетов становится очевидным, что
при их формировании эксперт вкладывал много
«смыслов», не формализуемых в терминах темати-
ка–сложность–компетенции, и извлечь эти смы-
слы вероятностный подход не способен. Поэтому
большего ожидается от применения более креатив-
ных методов.

2.3 Генеративно-состязательная сеть

Как известно [18], архитектура генеративно-со-
стязательной сети состоит из двух взаимодейству-
ющих подсетей. Первая реализует собственно гене-
ративную модель, вторая — дискриминационную
модель. Исходными образцами для генеративной
модели выступают все 100 подготовленных экспер-
тами билетов. Модель состоит в свертке смодели-
рованного образца до вектора атрибутов (1) (мо-
дель (2) для этого метода представляется совсем
малоинтересной).
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Для реализации использовалась библиотека
Keras (https://keras.io), предоставляющая удобную
надстройку над фреймворком Tenzorflow, и описа-
ние ее автора [19]. И генеративная, и дискримина-
ционная сети представлены сверточными сетями.
Обращает внимание то, что в Keras в сравнении
с использованной в предыдущих работах [15, 16]
более простой библиотекой Scikit-learn (https://
scikit-learn.org) уровень абстракции ниже, так что
реализация сети требует существенных усилий раз-
работчика.

После проведения серии экспериментов раз-
мерность вектора скрытого пространства была
определена равной 5, значения получаются от ге-
нератора псевдослучайных чисел со стандартным
нормальным распределением. Попытки увеличе-
ния числа латентных переменных до 20 не привели
к сколь-нибудь значимому улучшению качества мо-
дели.

В отличие от вероятностной модели, использу-
ющей в модели (1) 20-мерный вектор для представ-
ления атрибутов компетенций, обучающие данные
и данные на выходе генеративной сети представле-
ны пятью 12-мерными векторами (каждый вектор
соответствует одному заданию билета). Первый
элемент вектора соответствует теме Ti, второй —
сложности заданияDi, а для третьего использована
свертка: каждая пара соседних бинарных элемен-
тов вектора компетенций заменена одним четырех-
значным числом по формуле:

Ck = 0,25Ci + 0,5Ci+1, k = 1, 10 .

Это сделано, чтобы уменьшить размерность, что
очень важно для генеративной сети. После под-
готовки все элементы обучающей выборки были
нормализованы.

Поскольку значения элементов обучающей вы-
борки фактически дискретны, а значения на выходе
генератора непрерывны, для последующей интер-
претации результатов работы модели требуется дис-
кретизация выходных значений генератора.

Генератор содержит 4 слоя:

(1) полносвязный слой с 60 выходами и функ-
цией активации «линейный выпрямитель
с утечкой» (LeakyReLU, leaky rectified linear
unit) [20];

(2) одномерный сверточный слой с размером ядра
свертки 2, содержащий 12 фильтров и исполь-
зующий функцию активации LeakyReLU (для
связи с предыдущим слоем полученный от не-
го 60-мерный вектор преобразуется в пять 12-
мерных векторов);

(3) одномерный слой транспонированной сверт-
ки с размером ядра 5, содержащий 12 фильт-

ров и использующий функцию активации
LeakyReLU;

(4) одномерный слой транспонированной сверт-
ки с размером ядра 5, содержащий 12 фильтров
и использующий в качестве функции актива-
ции гиперболический тангенс.

Дискриминатор содержит три слоя:

(1) одномерный сверточный слой с размером ядра
свертки 2, содержащий 48 фильтров и исполь-
зующий функцию активации LeakyReLU;

(2) одномерный сверточный слой с размером ядра
свертки 5, содержащий 16 фильтров и исполь-
зующий функцию активации LeakyReLU;

(3) полносвязный слой с одним выходом, исполь-
зующий сигмоидную функцию активации.

В ходе работы с сетью проявились две наиболее
известные трудности, характерные для обучения
генеративных моделей [21, 22]:

– отказ сходимости модели, проявляющийся
в постоянном росте потерь генератора по мере
роста числа эпох обучения при крайне низком
качестве генерируемых данных;

– коллапс режима, проявляющийся в низкой ва-
риативности генерируемых данных, а именно:
склонности модели генерировать одни и те же
данные при разных значениях вектора скрытого
пространства.

Наибольшую эффективность при борьбе с отка-
зом сходимости модели показали следующие при-
емы:

(1) замена оптимизатора с RMSProp (https://
keras.io/api/optimizers/rmsprop) на Adam
(https://keras.io/api/optimizers/adam);

(2) замена инициализатора весов модели с Glorot-
Uniform [22] на HeNormal [23];

(3) применение прореживания в дискриминато-
ре [24];

(4) ограничение общей сложности модели (экспе-
рименты показали, что на имеющихся данных
крайне трудно обеспечить сходимость модели,
если число параметров превышает 8000).

Также можно отметить, что попытка применить
l1-регуляризацию к каждому слою хотя и обеспечи-
вает сходимость модели, но одновременно приво-
дит к коллапсу режима и генерации моделью одного
единственного задания.

Наибольшая трудность была связана с возник-
новением полного или частичного коллапса режи-
ма модели. Это может быть обусловлено как осо-
бенностями обучающих данных, так и выбранной

76 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 18 выпуск 2 2024



О применении генеративных моделей в системе электронного обучения математическим дисциплинам

Рис. 3 Потери генератора (1) и дискриминатора (2 —
сгенерированные данные; 3 — обучающие данные)

Рис. 4 Распределение билетов смоделированных выбо-
рок по сложности

архитектурой модели. В качестве приемов, помо-
гающих повысить вариативность выходных данных
модели, можно отметить:

(1) использование в генераторе слоев транспони-
рованной свертки;

(2) увеличение числа слоев генератора;

(3) увеличение числа эпох обучения, что, в свою
очередь, требует обеспечения высокой устой-
чивости модели в целом и предотвращения ее
переобучения.

На рис. 3 приведены графики потерь генератора
и дискриминатора на обучающих и сгенерирован-
ных данных для наиболее «продуктивного» вари-
анта модели. Видно, что после первоначальной
сходимости на 500-м цикле обучения (100 эпох)
наблюдается медленный рост потерь генератора,
т. е. данная модель оказывается неустойчивой. Тем
не менее ее «продуктивность» растет. Поведение,
схожее демонстрируемому генеративной моделью
в ходе обучения, имеет один известный радиотехни-
ческий прибор — регенеративный радиоприемник.
Такой приемник содержит один усилительный кас-
кад, охваченный положительной обратной связью.
Этот каскад может быть настолько же эффективен,
как несколько усилительных каскадов без обратной
связи. Однако его устойчивость крайне низка, так

как определенная глубина обратной связи превра-
щает усилитель в генератор. При этом наибольшая
эффективность такого усилителя достигается имен-
но на пороге генерации.

В итоге, используя имеющийся обучающий на-
бор из 100 билетов и размеченный набор 750 за-
дач, удается получить рабочую генеративную мо-
дель. Обсуждать ее качество, по-видимому, имеет
смысл только экспертам. Некоторые вспомогатель-
ные показатели обсуждаются в следующем разделе
статьи. Для примера и сравнения с вероятност-
ной моделью подразд. 2.2 для смоделированного
генеративной моделью набора билетов на рис. 4
приведена гистограмма распределения суммарной
сложности билетов. Ее надо сравнивать с рис. 2,
и отличия очевидны. Генеративная модель не дает
свойственного вероятностной модели равномерно-
го распределения сложностей. Вообще диапазон
сложностей заужен и в «середине» есть сгущение.
Объяснить причины, по которой генеративная мо-
дель игнорирует самые простые задания и увели-
чивает частоту заданий «средней» сложности, не
представляется возможным. Но такое поведение
выглядит более «честным» по отношению к студен-
там, хотя понять, как об этом «догадалась» сеть, не
представляется возможным.

3 Варианты экспертной
интерпретации результатов

Последним этапом для генерации должна быть
оценка качества сгенерированных билетов. Фор-
мально этот этап должен проанализировать два на-
бора:

(1) реализации обучающей выборки
{E ticket(1)k }100k=1;

(2) смоделированные билеты{E ticket(2)k }N
k=1 чис-

ленностью N , потенциально много большей,
чем 100.

Уже упоминалось, что объективных сравнительных
показателей для этих наборов нет. Но можно пред-
ложить ряд типовых статистических характеристик,
которые могут помочь в оценке. При необходи-
мости будем считать, что E ticket(1)k и E ticket(2)k

заменены соответствующими скалярами {ej}Le

j=1.
Непарные корреляции — самый простой способ

качественной оценки результатов моделирования
с точки зрения сохранения важных зависимостей.
Коэффициенты корреляции можно вычислять для
значений любых двух атрибутов, например между
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компетенциями пятой задачи C5 и сложностями
первой T1:

ËÏÒÒ(C5, T1) =

=

(
K∑

k=1

〈C5〉k〈T1〉k −
(

N∑

i=1

〈C5〉k
)(

N∑

i=1

〈T1〉k
))

×

×









K∑

k=1

(〈C5〉k)2 −
(

K∑

k=1

〈C5〉k
)2


×

×





K∑

k=1

(〈T1〉k)2 −
(

K∑

k=1

〈T1〉k
)2








−1/2

. (3)

Здесь K = 100, если корреляция ËÏÒÒ(1)(C5, T1)
считается на обучающем наборе, тогда 〈C5〉k
и 〈T1〉k — реализации соответствующих компонен-

тов векторов E ticket(1)k . Для смоделированного на-
бораK = N и корреляция ËÏÒÒ(2)(C5, T1) считается
на значениях 〈C5〉k и 〈T1〉k — реализациях компо-

нентов векторов E ticket(2)k . Такие парные корреля-
ция могут быть вычислены для любых пар атрибутов
Ti, Di и Ci, i = 1, 5. Эти величины, принимающие
значения от 0 до 1, характеризуют степень линей-
ной зависимости значений, принимаемых атрибу-
тами (в приведенном примере C5 и T1). Вычис-
ленные на двух наборах величины ËÏÒÒ(1)(C5, T1)
и ËÏÒÒ(2)(C5, T1) должны сравниваться, их близость
можно интерпретировать как подтверждение сба-
лансированности смоделированного набора биле-
тов по отношению к обучающему. Таких парных
корреляций можно выбрать много. Каким отдавать
предпочтение, не вполне понятно, поэтому предла-
гается использовать в анализе непарные корреля-
ции, а именно: из значений тематик сформировать
вектор тематик T = col (T1, . . . , T5), аналогично
сложностей D = col (D1, . . . , D5) и компетенций
C = col (C1, . . . , C5). Далее определить множе-
ства возможных значений каждого из трех векто-
ров и заменить их нумерующими скалярами {tj},
{dj} и {cj} так же, как при формировании ска-
лярного варианта E ticket. Теперь можно снова
вернуться к парным корреляциям (3) и вычислить
ËÏÒÒ(1)(T,D), ËÏÒÒ(1)(T,C) и ËÏÒÒ(1)(D,C) и срав-
нить с ËÏÒÒ(2)(T,D), ËÏÒÒ(2)(T,C) и ËÏÒÒ(2)(D,C).

Расстояние между распределениями. Более ин-
тегрированный анализ дает расстояние Кульбака–
Лейблера [25], которое традиционно используют
как числовую оценку меры сходства/разнообразия
между распределениями вероятностей двух случай-
ных векторов.

Распределение по обучающему набору билетов
E ticket

(1)
k дает значения и частоты {(ej, p

(1)
j )}Le

j=1,

p
(1)
j = pe

j, распределение смоделированного набора

E ticket
(2)
k дает значения и частоты {(ej , p

(2)
j )}Le

j=1,

частоты p
(2)
j определяются аналогично pe

j , но уже
после моделирования и изменяются от эксперимен-
та к эксперименту, зависят от объемаN смоделиро-
ванных данных так, что возможно для некоторых j
p
(2)
j = 0, в то время как p(1)j 6= 0 ∀ j.

Расстоянием Кульбака–Лейблера по отноше-
нию к распределению {(ej , p

(1)
j )}Le

j=1 называется ве-
личина

ÒÁÓÔ
(

E ticket(2),E ticket(1)
)

=

=

L−1∑

l=0

p
(2)
j ln

(

p
(2)
j

p
(1)
j

)

. (4)

Заметим, что эта величина несимметрична, неотри-
цательна и равенство

ÒÁÓÔ
(

E ticket(2),E ticket(1)
)

=

= ÒÁÓÔ
(

E ticket(1),E ticket(2)
)

означает p(1)j = p
(2)
j ∀ j и равенство расстояния ну-

лю. Масштабной характеристики величина (4) не
имеет, так что степень близости к 0 определяется
экспериментально.

В качестве показателя качества смоделирован-
ного набора билетов можно использовать в до-
полнение к ÒÁÓÔ (E ticket(2),E ticket(1)) и ве-
личину ÒÁÓÔ (E simple ticket(2),E simple ticket(1)),
вычисляемую по набору {(sj , p

s
j)}Ls

j=1.
В отношении любых предложенных показате-

лей качественной оценки результатов моделирова-
ния надо учитывать их ограниченность. В случае
использования вероятностной модели подразд. 2.2
эти величины просто показывают качество ком-
пьютерного моделирования заданного дискретно-
го распределения, т. е. дадут заведомо хорошие
результаты, превосходящие генеративную модель
разд. 2.3. С другой стороны, потенциал и учиты-
ваемые «смыслы» генеративной модели значитель-
но больше, поэтому основной объективный вывод,
который дадут эти расчеты, — насколько важно
для генеративной модели учитывать частотные за-
висимости, вложенные экспертами, составившими
обучающий набор.
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ТРАНСФОРМАЦИИ ОБЪЕКТОВ ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКА

В ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКОЙ ИНФОРМАЦИОННОЙ СИСТЕМЕ∗

И. М. Зацман1

Аннотация: Рассматриваются теоретические основания проектирования информационных технологий
(ИТ) интеграции двуязычных словарей и параллельных корпусов. Дано описание первых результатов
создания третьего уровня классификации трансформаций объектов предметной области информатики,
которую предполагается использовать при создании концепции лексикографической информационной
системы, обеспечивающей интеграцию. Все сущности информатики в статье разделены на два глобальных
класса: объекты и их трансформации. Для каждого такого класса конструируется своя классификация.
Ранее были описаны два верхних уровня классификации трансформаций объектов предметной области.
В данной статье рассматривается третий уровень этой классификации. Основанием для построения
самого верхнего ее уровня служило деление предметной области информатики на среды (ментальная,
сенсорно воспринимаемая, цифровая и ряд других сред), каждая из которых по определению включает
объекты одной природы. Основанием для построения второго уровня классификации трансформаций
объектов служила типология знаковых систем А. Соломоника. Цель статьи состоит в систематиза-
ции трансформаций первого и второго порядка объектов предметной области на третьем уровне этой
классификации. Основанием для систематизации служит средовая версия иерархии Акоффа.

Ключевые слова: объекты предметной области; трансформации объектов; классификация; данные;
информация; знание; лексикографическая информационная система
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1 Введение
Возникновение параллельных корпусов, в ко-

торых предложениям оригинального текста сопо-
ставлены предложения его перевода, обеспечи-
ло возможность контрастивного лингвистического
анализа на принципиально новом уровне полноты
и точности, недостижимом в докорпусную эпо-
ху. Пионерскими в этой области стали работы
1990-х гг. Стига Йоханссона с англо-норвежским
корпусом [1]. В России параллельные корпусы
стали формироваться в начале XXI века в рамках
Национального корпуса русского языка [2].

Создатели двуязычных словарей используют па-
раллельные корпусы для сбора материала и эм-
пирической проверки своих гипотез, касающихся
межъязыковой эквивалентности. Ценность парал-
лельных корпусов определяется тем, что в лин-
гвистике этап сбора исходного материала считает-
ся наиболее трудоемким и наименее творческим,
а параллельные корпусы позволяют значительно
сэкономить время и силы для творческого этапа
создания словарей [3]. При этом двуязычные сло-
вари, создаваемые на основе исходного материала,
извлеченного из параллельных корпусов, сейчас
формируются без связей с их текстами. Други-

ми словами, онлайновые связи созданных словарей
с параллельными корпусами, которые служили ис-
точниками исходного материала, отсутствуют.

Параллельные корпусы постоянно пополняют-
ся новыми текстами, в предложениях которых мож-
но обнаружить новые значения слов и устойчивых
словосочетаний. Однако при этом отсутствуют ме-
тоды и средства оперативного обновления слова-
рей по корпусным данным. В настоящее время
проблема установления связей между двуязычными
словарями и параллельными корпусами (далее —
проблема интеграции) находится на стадии поис-
ка концептуальных подходов к их интеграции на
уровне значений.

Подход к решению проблемы интеграции, пред-
лагаемый в статье, учитывает и появление новых
значений слов и устойчивых словосочетаний, и ди-
намику смысловых значений, которая обусловле-
на развитием и пополнением знания лингвистов,
фиксирующих эти значения в результате семанти-
ческого анализа пополняемых корпусных данных.
Проведенные эксперименты показали, что обнару-
жение нового лингвистического знания обусловли-
вает и формирование дефиниций новых значений,
и пересмотр уже существующих дефиниций [4, 5].

∗Исследование выполнено в ФИЦ ИУ РАН за счет гранта Российского научного фонда № 24-18-00155, https://rscf.ru/project/24-
18-00155. Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные
вычисления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, izatsman@yandex.ru
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Например, в проведенных экспериментах с ис-
пользованием ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН
фиксировалась эволюция значений немецких мо-
дальных глаголов, исходное состояние значений
которых было описано в немецко-русском словаре.
В экспериментальном массиве текстов как потен-
циальных источниках нового знания 16 268 пред-
ложений содержали немецкие модальные глаголы
и в 2041 из них встречался глагол sollen. В начале
эксперимента в словаре были описаны 12 значе-
ний этого модального глагола. По окончании экс-
перимента лингвисты обнаружили два новых его
значения, согласовали их дефиниции и описали
эволюцию дефиниций [6, 7].

Таким образом, для решения проблемы инте-
грации требуется фиксировать новое знание, обна-
руженное лингвистами в текстовых данных парал-
лельных корпусов, отслеживать эволюцию знания,
представленного в виде дефиниций значений слов
и устойчивых словосочетаний, и, соответственно,
актуализировать электронные двуязычные словари.
Предлагаемый концептуальный подход к интегра-
ции, который планируется реализовать в процессе
проектирования лексикографической информаци-
онной системы, фиксирующей эволюцию лингви-
стического знания, основан на решении следующих
задач:

– категоризация трех базовых понятий инфор-
матики, включенных в иерархию Акоффа [8]
(данные, информация, знание), на объекты
проектируемой системы, которая необходима,
чтобы фиксировать «кванты» нового знания
и отслеживать его эволюцию в этой системе;

– систематизация трансформаций объектов этой
системы.

Цель статьи и состоит в решении двух задач:
категоризации трех базовых понятий информатики
на объекты лексикографической информационной
системы и систематизации трансформаций первого
и второго порядка ее объектов.

Трансформациями первого порядка, о которых
сказано в формулировке цели статьи, называются
взаимные преобразования между двумя объектами
системы одной природы. Например, перевод в сис-
теме текста с русского языка на английский от-
носится к ним. Трансформациями второго поряд-
ка и выше называются взаимные преобразования
между двумя и более объектами разной природы.
Например, кодирование символов текста компью-
терными кодами и их декодирование относятся по
определению к трансформациям второго порядка.

2 Процессы трансформаций
в информатике

Процессы трансформаций, рассматриваемые
в статье, относятся к теоретическому ядру инфор-
матики, а не только к проектированию лексикогра-
фической информационной системы. Например,
из трех основных подходов к описанию предметной
области информатики1 (объектный, трансформа-
ционный и синтетический) систематизация транс-
формаций ближе всего ко второму подходу. Приме-
рами первого подхода, в рамках которого основное
внимание уделяется объектам предметной области
информатики и в меньшей степени отношениям
между ними, могут служить работы [8, 10, 11];
примерами второго подхода, в рамках которо-
го основное внимание уделяется трансформациям
и в меньшей степени трансформируемым объек-
там, — работы [12, 13]; примерами третьего, син-
тетического подхода, в котором уделяется внима-
ние и объектам предметной области информатики,
и отношениям между ними, могут служить рабо-
ты [14–18].

Таким образом, для описания трансформаций
объектов лексикографической информационной
системы предпочтительнее всего трансформаци-
онный подход, который упоминается и в опре-
делениях информатики. Например, в 2009 г.
П. Деннинг и П. Розенблум сформулировали суть
информатики как компьютинга следующим обра-
зом: «. . .информатика — это не просто алгоритмы
и структуры данных; это преобразования [транс-
формации] представлений» [12]. Чуть позже, в кон-
тексте краткого описания парадигмы информатики
как компьютинга, П. Деннинг и П. Фриман изме-
нили эту формулировку на такую: «Центральный
объект внимания в информатике можно опреде-
лить как информационные процессы — естествен-

ные или искусственные процессы, преобразующие ин-

формацию (курсив мой — И. З.)» [13]. Согласно
парадигме, предлагаемой авторами этой статьи,
на начальном этапе проектирования автоматизи-
рованных систем базовыми элементами моделей
их функционирования служат информационные про-

цессы.
Однако если 15 лет назад в формулировке из

работы [13] шла речь о процессах, преобразующих
информацию, то в последние 10 лет в спектр про-
цессов трансформаций все чаще стали включать
процессы, преобразующие не только информацию,
но также и другие объекты автоматизированных
систем, в первую очередь данные и знания [19–
21]. Например, Виктория Стодден, позиционируя

1В статье предметная область информатики трактуется согласно концепции полиадического компьютинга Пола Розенблума [9].
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науку о данных как одну из дисциплин информати-
ки, говорит, что центральный объект исследований
в науке о данных — это «изучение обобщаемого из-
влечения знания из данных» [21]. Увеличение и чис-
ла объектов, и спектра процессов их трансформа-
ций в автоматизированных системах обусловливает
необходимость систематизации и объектов, и про-
цессов их трансформаций на начальном этапе про-
ектирования систем.

Для создания концепции лексикографической
информационной системы и проектирования ИТ,
обеспечивающих интеграцию двуязычных словарей
и параллельных корпусов, сначала выполним кате-
горизацию на объекты этой системы трех базовых
понятий информатики (данные, информация, зна-
ние) в контексте построения классификаций сущ-
ностей ее предметной области.

Необходимость использования классификаций
информатики в процессе создания концепции про-
иллюстрируем, используя иерархию Акоффа [8]. Он
использовал принцип их вертикального размеще-
ния в иерархии снизу вверх: данные, информация
и знание. Еще в ней есть термин «мудрость», ко-
торый в статье не рассматривается. Такое разме-
щение Акофф прокомментировал так: «Каждое из
перечисленных понятий [кроме данных] содержит
в себе нижестоящие. . .» [8].

Этому принципу размещения и комментарию
Акоффа свойственны недостатки, проанализиро-
ванные, в частности, в работе [10]. Главный
вывод, к которому пришла Роули после изуче-
ния иерархии Акоффа, заключается в следующем:
«. . .информация определяется в терминах данных,
знание — в терминах информации. . . но существу-
ет меньше консенсуса в описании трансформаций,
которые преобразуют сущности, расположенные
ниже в иерархии, в те, которые находятся над ними,
что приводит к их терминологической неопреде-
ленности» [10]. Причина этой неопределенности,
скорее всего, в том, что базовые понятия информа-
тики включены в иерархию Акоффа изолированно
от общего контекста классификаций сущностей ее
предметной области.

3 Классификации сущностей
информатики

Все сущности предметной области информати-
ки в работах [22, 23] разделены на два глобальных

класса: ее объекты и их трансформации. Для каждо-
го такого класса была предложена своя классифи-
кация. В работе [23] дано описание классификации
объектов предметной области информатики, пер-
вый уровень которой содержит базовые понятия ее
предметной области (данные, информация, знания
и др.). В работе [22] дано описание двух верхних
уровней классификации трансформаций объектов
предметной области (см. рисунок в работе [22]).
Основанием для построения самого верхнего ее
уровня послужило деление предметной области ин-
форматики на среды1 и степень разнообразия при-
роды объектов, вовлеченных в трансформации:

– первый класс верхнего уровня классификации
включает трансформации объектов в пределах
среды только одной природы (трансформации
первого порядка);

– второй класс включает трансформации объек-
тов, относящихся к двум средам разной приро-
ды (трансформации второго порядка);

– третий и последующие классы включают транс-
формации объектов, относящихся к трем и бо-
лее средам разной природы (трансформации
третьего и более высоких порядков).

В работе [22] были приведены примеры для трех
первых классов трансформаций, включая пример
трансформаций объектов, относящихся к двум сре-
дам разной природы (компьютерное кодирование
символов текстов с помощью таблиц Unicode).

Основанием для построения второго уровня
классификации трансформаций объектов послу-
жила типология знаковых систем А. Соломони-
ка [25, c. 131]: естественные знаковые системы,
образные, естественно-языков‚ые, вербально-не-
словесные системы записи2 и формализованные
знаковые системы, включая математические. Вве-
дем понятие обобщенного текста — это текст, ко-
торый может быть создан в любой из перечислен-
ных знаковых систем. Тогда обобщенные тексты
могут быть естественными, образными, естествен-
но-языков‚ыми, вербально-несловесными и фор-
мализованными. Второй уровень классификации
трансформаций охватывает не все виды объектов
предметной области информатики, а только пе-
речисленные 5 видов текстов и их представления,
вовлеченные в процессы трансформаций в одной
или более средах вместе с данными, знанием и его
концептами.

1В работе [24] дано описание пяти сред предметной области информатики (ментальная; сенсорно воспринимаемая, или
информационная; цифровая; нейро- и ДНК-среда), каждая из которых по определению включает объекты одной и той же природы.

2Под системой записи понимается знаковая система, сочетающая вербальные знаки с несловесными (языки нотной записи,
карт, таблиц и др.).
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4 Классификация
трансформаций:
построение третьего уровня

Основанием для систематизации трансформа-
ций первого и второго порядка на третьем уровне
этой классификации служит иерархия Акоффа [8],
на основе которой и была создана ее средов‚ая
версия [26, 27]. Для создания средов‚ой версии
была выполнена категоризация трех базовых по-
нятий информатики (данные, информация, зна-
ния) на объекты лексикографической информаци-
онной системы в процессе создания ее концепции
(рис. 1).

В отличие от классической иерархии Акоффа,
в ее средов‚ой версии различаются три вида данных:
сенсорно воспринимаемые, цифровые и те дан-
ные, которые генерируются искусственными ней-
ронными сетями (ИНС) в системах искусственного
интеллекта (далее — ИИ-данные). Последний вид
данных необходим, например, для различения вхо-
да и выхода процесса применения обученной ИНС
в цифровой модели генерации знания, описанию
которой посвящена работа [27].

Также предлагается различать два вида инфор-
мации: сенсорно воспринимаемая и цифровая.
Кроме знания в средов‚ую версию добавлены кон-
цепты и ментальные образы сенсорно восприни-
маемых данных. Последние служат промежуточ-
ной сущностью между сенсорно воспринимаемыми
данными и генерируемым знанием при описании
процессов извлечения знания из текстовых дан-
ных лексикографической информационной систе-
мы. Описание объектов средов‚ой версии иерархии

Акоффа (см. рис. 1) и отношений между ними дано
в работах [26, 28].

В средов‚ой версии число объектов равно вось-
ми. Если учитывать направления трансформа-
ций, то между восемью объектами на рис. 1 она
включает 16 их видов (трансформации на границе
между сенсорно воспринимаемыми данными и ин-
формацией, обозначенные символом «?», в статье
не рассматриваются). В будущем число объектов
в средов‚ой версии, которая выбрана как основа-
ние для систематизации трансформаций первого
и второго порядка, может быть увеличено. Для по-
строения классификации трансформаций важно не
возможное увеличение числа объектов и трансфор-
маций между ними, а то, что их виды в средов‚ой вер-
сии распределены между трансформациями перво-
го и второго порядка. Из 16 видов на рис. 1 шесть
относятся к трансформациям первого порядка, это
виды с номерами 7, 8, 13–16 (далее — типоло-
гия трансформаций первого порядка), а десять —
к трансформациям второго порядка, это виды
с номерами 1–6 и 9–12 (далее — типология транс-
формаций второго порядка). Разместим обе ти-
пологии на третьем уровне классификации (см. ее
схему на рис. 2). Перечислим виды трансформа-
ций первой типологии, вводя в скобках их краткие
названия, используемые ниже на рис. 3:

7 — членение знания на концепты с помощью од-
ной или нескольких знаковых систем (далее —
членение знания);

8 — формирование знания на основе концептов
(формирование знания);

13 — обучение ИНС;

Рис. 1 Средовая версия иерархии Акоффа
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Рис. 2 Схема трех верхних уровней классификации трансформаций объектов (объединены по три слоя и для второго,
и для третьего уровней этой классификации)

14 — восстановление обучающей информации на
основе содержания обученной ИНС (обраще-
ние ИНС);

15 — использование обученной ИНС (использо-
вание ИНС);

16 — восстановление исходных данных, соот-
ветствующих полученным результатам рабо-
ты обученной ИНС (восстановление исходных
данных по результатам ИНС).

Не все виды трансформаций 13–16 поддержи-
ваются в конкретных системах искусственного ин-
теллекта, но с теоретической точки зрения все их
предлагается включить в первую типологию для
полноты спектра видов трансформаций.

Перечислим виды трансформаций второй типо-
логии:

1 — декодирование цифровых данных в компью-
терных системах (декодирование данных);

2 — кодирование сенсорно воспринимаемых дан-
ных (кодирование данных);

3 — ментальное копирование сенсорно восприни-
маемых данных (ментальное копирование);

4 — восстановление сенсорно воспринимаемых
данных по ментальным образам (восстановле-
ние по образам);

5 — смысловая интерпретация без деления на кон-
цепты ментальных образов сенсорно восприни-
маемых данных (смысловая интерпретация);

6 — восстановление ментальных образов (восста-
новление образов);

9 — представление концептов в виде сенсорно
воспринимаемой информации, например текс-
тами, формулами, таблицами, рисунками и т. д.
(представление концептов);

10 — понимание смысла сенсорно воспринимае-
мой информации (понимание смысла);

11 — кодирование сенсорно воспринимаемой ин-
формации (кодирование информации);
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Рис. 3 Схема частного случая классификации трансформаций объектов (трансформации пронумерованы согласно
рис. 1)

12 — декодирование цифровой информации (де-
кодирование информации).

Отметим, что в существующих ИТ и компью-
терных системах наиболее часто используются ви-
ды трансформаций 13 и 15 типологии первого по-
рядка и 1, 2, 11 и 12 типологии второго порядка.
На рис. 2 в первом слое третьего уровня класси-
фикации показаны типологии первого порядка без
указания числа трансформаций в них и без детали-
зации трансформируемых объектов.

Во втором слое третьего уровня классификации
условно (без названий) показаны типологии второ-
го порядка. Также на рис. 2 в третьем слое третьего
уровня классификации условно (также без назва-
ний) показаны типологии третьего порядка, кото-
рые планируется рассмотреть в отдельной статье.
По определению они должны включать трансфор-
мации между тремя объектами разной природы, но
средов‚ая версия иерархии Акоффа включает транс-
формации только между двумя объектами разной

природы. Поэтому потребуется другое основание
для их систематизации (ранее были рассмотрены
отдельные примеры трансформаций третьего по-
рядка1 [29]).

5 Классификация
трансформаций:
частный случай

Выше было отмечено, что в будущем число объ-
ектов в средов‚ой версии иерархии Акоффа может
быть увеличено. Это означает, что увеличатся и чис-
ло объектов, и число трансформаций между ни-
ми в классификации трансформаций, так как эта
средов‚ая версия служит по определению основа-
нием для систематизации трансформаций первого
и второго порядка. Поэтому на третьем уровне
рис. 2 указаны типологии без детализации объектов
и без указания числа трансформаций в каждой из

1Далеко не всегда трансформации третьего и более высоких порядков можно рассматривать как последовательность трансформа-
ций второго порядка. Примером этого могут служить трансформации в процессе обучения пациента пользованию роботизированной
рукой, охватывающие личностные концепты пациента, релевантные его намерениям, сигналы активности мозга как объекты ней-
росреды и компьютерные коды [29].
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них. С одной стороны, при таком подходе полу-
чаем достаточно общий вид этой классификации,
так как она не зависит от числа объектов в том
или ином варианте средов‚ой версии (и это суще-
ственно упрощает рис. 2). С другой стороны, на
третьем уровне такой общей классификации под-
разумевается, но не эксплицируется природа транс-
формируемых объектов и их возможные сочетания
в трансформациях.

При проектировании лексикографической ин-
формационной системы важно эксплицировать
природу трансформируемых объектов и их возмож-
ные сочетания. Поэтому в парадигму информа-
тики [30] кроме общей классификации трансфор-
маций предлагается включать и ее частные случаи,
эксплицирующие природу трансформируемых объ-
ектов.

В этом разделе рассмотрим один частный слу-
чай, когда используются только естественные зна-
ковые системы из типологии А. Соломоника [25]
вместе с данными, знанием и его концептами. Чис-
ло естественных языков при этом не ограничено.
И этот частный случай классификации включает
только три класса природных трансформаций (пер-
вого, второго и третьего порядка, см. схему класси-
фикации на рис. 3).

Первый и второй уровни схемы общей клас-
сификации (см. рис. 2) можно объединить в один
уровень в этом частном случае. Ниже этого уровня
приведено содержание типологий первого и вто-
рого порядка без содержания типологий третьего
порядка.

Наполнение типологий первого и второго по-
рядка соответствует средов‚ой версии иерархии
Акоффа на рис. 1, содержащей 6 видов трансформа-
ций типологии первого порядка и 10 видов транс-
формаций типологии второго порядка (на рис. 3
стрелки указывают направления трансформаций
согласно средов‚ой версии на рис. 1).

Таким образом, частный случай классификации
содержит для этих двух типологий 16 теоретически
возможных трансформаций, 6 из которых в настоя-
щее время в существующих ИТ применяются наи-
более часто: виды трансформаций 1, 2, 11 и 12 ти-
пологии второго порядка реализуются с помощью
тех или иных методов кодирования/декодирова-
ния (например, с использованием таблиц Unicode),
а виды трансформаций 13 и 15 в типологии пер-
вого порядка реализуются полностью с помощью
процессов цифровой обработки компьютерами.

Остальные виды трансформаций или применя-
ются намного реже (это виды 3, 5, 7, 9 и 10), или
находятся в стадии поиска и разработки (14 и 16)
или в настоящее время носят только теоретический
характер, обеспечивая полноту первой и второй

типологий (4, 6 и 8). Знаком «?» обозначены те
виды трансформаций, которые по определению не
существуют в используемой парадигме информа-
тики [30]. Однако возможно, что в других буду-
щих подходах к построению ее парадигмы эти виды
трансформаций будут существовать.

6 Заключение

На сегодняшний день процесс построения клас-
сификаций объектов предметной области инфор-
матики [23] и их трансформаций [22] еще не завер-
шен. Однако первые результаты их построения уже
используются для создания концепции лексикогра-
фической информационной системы, обеспечива-
ющей интеграцию двуязычных словарей и парал-
лельных корпусов.

Автор признателен рецензентам за помощь
в улучшении статьи.
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level of object transformations classification in the subject domain of informatics, which is supposed to be used
in creating the lexicographic information system providing integration, is given. All the entities of informatics are
divided into two global classes: objects and their transformations. For each such class, its own classification is
constructed. Previously, the two upper levels of the object transformation classification in the subject domain have
been described. The present paper discusses the third level of this classification. The basis for the construction of its
highest level was the division of the subject domain of informatics into media (mental, sensory, digital, and a number
of other media), each of which by definition includes objects of the same nature. The Solomonick’s typology of
sign systems served as the basis for constructing the second level of the object transformation classification. The
aim of the paper is to systematize object transformations of the first and second orders at the third level of this
classification. The basis for systematization is the medium version of the Ackoff’s hierarchy.
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